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ПАМЯТИ УЧЕНОГО
IN MEMORY OF THE SCIENTIST
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EDN: QGOMCV

ИВАН ВАСИЛЬЕВИЧ ГАЙШУН (80 ЛЕТ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ)

29 сентября 2026 г. исполнилось 80 лет со дня
рождения выдающегося ученого-математика, академи-
ка Национальной академии наук Беларуси, доктора
физико-математических наук, профессора Ивана Васи-
льевича Гайшуна – известного специалиста в области
дифференциальных уравнений, топологической дина-
мики, математической теории управления и методов
математического моделирования.

Иван Васильевич родился в деревне Петровичи
Бобруйского района Могилевской области. В 1964 г.
после окончания Горбацевичской средней школы он по-
ступил в Белорусский государственный университет на
математический факультет, который с отличием окон-
чил в 1969 г., получив специальность «математик». По
распределению был направлен на работу в Институт ма-
тематики АН БССР. Научное творчество И. В. Гайшуна
началось еще в студенческие годы, когда он под руко-
водством академика Е. А. Барбашина стал проводить
исследования по устойчивости решений систем нели-
нейных дифференциальных уравнений. В результате
этих исследований были разработаны способы постро-

ения функций Ляпунова, позволяющие в ряде случаев решить известную проблему абсолютной
устойчивости. Эти результаты позволили описать области притяжения положения равновесия важных
механических систем. Также были изучены периодические решения дифференциальных уравнений
и получены условия устойчивости систем со случайными параметрами. Часть этих результатов была
включена академиком Е. А. Барбашиным в его монографию «Функции Ляпунова» (Москва, 1970 г.).

В 1972 г. Иван Васильевич успешно защитил кандидатскую диссертацию, а в 1984 г. в Ин-
ституте математики и механики Уральского отделения АН СССР – диссертацию на соискание
ученой степени доктора физико-математических наук.

Высокий научныйпотенциал, тонкаяматематическая интуиция иширокая эрудиция позволили
Ивану Васильевичу получить ряд выдающихся математических результатов.

Область научных интересов Ивана Васильевича в основном была связана с развитием теории
динамических систем, понимаемых в широком смысле, и в первую очередь с такими ее совре-
менными разделами, как вполне интегрируемые системы на многообразиях; уравнения в полных
производных в банаховых и локально выпуклых топологических пространствах; многомерные,
многопараметрические и нечеткие динамические системы; системы уравнений с изменяющей-
ся структурой и системы с запаздыванием; управляемые непрерывные и дискретные линейные
динамические системы, рассматриваемые совместно с различными топологическими и алгебра-
ическими структурами (локально-компактными группами, кольцами, топологическими полями
и телами). В каждом из этих разделов математики академик И. В. Гайшун получил основопо-
лагающие результаты, среди которых теория устойчивости инвариантных множеств, основанная
на понятии фильтра в общей топологии; глубокое обобщение теории характеристических чисел
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Ляпунова на неавтономные линейные уравнения в полных производных в банаховых пространствах;
критерии ограниченности, периодичности и почти периодичности решений уравнений в полных
производных на локально выпуклых пространствах. Он предложил единый подход к задачам устой-
чивости общих динамических систем, развил методы исследования нелинейных дифференциальных,
функционально-дифференциальных и дискретных уравнений. Построил теорию уравнений в полных
производных, находящуюся на стыке топологической динамики, обыкновенных дифференциальных
уравнений и функционального анализа. Разработал функционально-аналитические методы иссле-
дования распределенных систем управления, позволившие изучить фундаментальные свойства
многопараметрических дифференциально-разностных и дискретных систем, широко используемых
в теории обработки изображений. Эти результаты и ряд других важных результатов исследований,
в частности, основы теории вполне разрешимых дискретных систем, опубликованы в монографиях
«Вполне разрешимые многомерные дифференциальные уравнения» (Минск, 1983 г.), «Линейные
уравнения в полных производных» (Минск, 1989 г.).

В теории нечетких множеств Ивану Васильевичу принадлежит определение нечеткой динами-
ческой системы (F-системы), использующее оригинальнуюинтерпретациюфункции принадлежности
Л. Заде, и полное исследование устойчивости (по некоторому фильтру, обладающему свойством
инвариантности) нечетких точек F-систем. И. В. Гайшун изучал также управляемые линейные
системы в нечетких пространствах и нашел признаки устойчивости и управляемости таких систем.
Фундаментальной задаче моделирования с помощью дискретных систем в пространстве эволюцион-
ных процессов посвящен ряд работ Ивана Васильевича, в которых определены дискретные системы
с изменяющейся структурой и изучены их свойства устойчивости, управляемости, наблюдаемости,
стабилизируемости и вложимости.

Большой цикл исследований, выполненный И. В. Гайшуном по линейной теории управления,
представлен им в монографиях «Многопараметрические системы управления» (Минск, 1996 г.),
«Введение в теорию линейных нестационарных систем» (Минск, 1999 г.), «Системы с дискретным
временем» (Минск, 2001 г.). Две монографии «Вполне разрешимыемногомерные дифференциальные
уравнения» и «Введение в теорию линейных нестационарных систем» переизданы российским
издательством «Едиториал УРСС» (Москва, 2004 г.).

В монографии «Многопараметрические системы управления» развиты методы качественной
теории различных классов многопараметрических дискретных систем управления, включающие
популярный в приложениях класс 2D систем. Полученные Иваном Васильевичем результаты по
теории 2D систем были им обобщены на значительно более широкий класс линейных систем,
заданных в пространствах функций на топологических коммутативных группах.

Иван Васильевич интенсивно проводил исследования в области математической теории
управления. Им разработаны основанные на идеях современной алгебры, функционального анали-
за и топологической динамики новые методы для изучения свойств робастности, устойчивости,
стабилизируемости, управляемости и наблюдаемости различных классов линейных динамических
систем. В частности, в математической теории систем одной из центральных является проблема
классификации совокупности управляемых линейных систем относительно действий различных
групп преобразований в пространстве состояний системы. Истоки такого рода задач восходят
к исследованиям А. М. Ляпунова, О. Перрона, Н. П. Еругина, Ю. С. Богданова по асимптотической
устойчивости линейных нестационарных дифференциальных систем. Идеи приводимости линейных
нестационарных систем дифференциальных уравнений с помощью подходящих групп преобра-
зований привели к проблеме построения канонических систем в теории управления-наблюдения.
Академик И. В. Гайшун развил метод построения канонических форм линейных нестационарных
дифференциальных и дискретных управляемых систем, что позволило в ряде важных случаев
получить решение проблемы классификации линейных систем управления-наблюдения. Он предло-
жил способы построения управляющих воздействий в виде обратной связи, которые гарантируют
асимптотическую устойчивость линейных нестационарных систем. Разработал методы исследо-
вания динамических систем управления-наблюдения, заданных над коммутативными кольцами.
Конструктивные методы для построения канонических форм Фробениуса для широкого класса ли-
нейных нестационарных систем, а также их применения к различным задачам управления изложены
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в монографии «Линейные системы с квазидифференцируемыми коэффициентами: управляемость
и наблюдаемость движений» (Минск, 2013 г.)

Важное место в научном творчестве Ивана Васильевича занимала теория уравнений в полных
дифференциалах. Им определены гамильтоновы линейные и квазилинейные системы в полных
дифференциалах и для указанного класса систем с периодическими коэффициентами получе-
ны критерии устойчивости и условия сильной устойчивости, т. е. условия грубости свойства
устойчивости при малых возмущениях параметров, сохраняющих полную интегрируемость и га-
мильтоновость системы. Иваном Васильевичем развита также теория наблюдаемости линейных
нестационарных систем в полных дифференциалах, доказан принцип максимума для класса таких
систем и развит способ построения минимальных реализаций линейных стационарных систем
в полных дифференциалах.

Отметим, что теоретические исследования Ивана Васильевича имеют непосредственное
приложение в различных разделах науки и техники, например, уравнения в полных производных
широко используются в квантовой теории поля, статистической механике и теории турбулентно-
сти. Результаты по многомерным и управляемым системам прямо связаны с задачами анализа
и синтеза автоматических систем регулирования, цифровой обработки многомерных сигналов и
криптографии. В работах Ивана Васильевича глубокие теоретические результаты нашли приложение
в теории неразрушающего контроля («Структурные свойства динамических систем и обратные
задачи математической физики». Минск, 2009 г.), в медицине («Демпфирующая функция артерий и
неинвазивные методы ее оценки». Минск, 2016 г.). В 2017–2018 гг. он построил и исследовал мате-
матические модели функционирования сердечно-сосудистой системы человека. Под руководством
И. В. Гайшуна был выполнен ряд работ по математическому моделированию процессов управления
в многофункциональных сложных технических системах, имеющих прямое народно-хозяйственное
значение. Академик И. В. Гайшун автор свыше 300 научных публикаций и 8 монографий.

Иван Васильевич успешно сочетал научную деятельность с преподавательской работой.
С 1994 г. на кафедре «Прикладная и теоретическая механика» механико-математического факульте-
та Белгосуниверситета он читал курс лекций «Устойчивость и стабилизация динамических систем»,
«Автоматическое управление», щедро и искренне делился с молодежью накопленным опытом
и знаниями. Регулярно возглавлял Государственную экзаменационную комиссию на механико-
математическом факультете, являлся научным руководителем студентов при написании курсовых и
дипломных работ. Иван Васильевич ответственно относился к воспитанию молодых ученых, уделял
много времени подготовке высококвалифицированных научных кадров, сохраняя и преумножая
лучшие научные традиции. Авторитетный педагог он с исключительным уважением относился
к своим ученикам, удивительным образом сочетая отзывчивость, понимание и требовательность.
Будучи членом Президиума ВАК Беларуси, он определял высокий уровень требований к подготовке
научных кадров. Под его руководством подготовлено четыре доктора физико-математических наук.

Много сил и энергииИванВасильевич отдавал научно-организационной работе в системеНАН
Беларуси, активно и плодотворно трудился над организацией научных исследований в Беларуси.
Он являлся Президентом Белорусского математического общества, членом Президиума ВАК
Беларуси, продолжительное время был членом Совета Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований, членом Президиума НАН Беларуси. Был рецензентом и участвовал
в работе редколлегии ряда журналов («Дифференциальные уравнения», «Доклады НАН Беларуси»,
«Computational Methods in Applied Mathematics», «Труды Института математики НАН Беларуси»).
Являлся руководителем научного семинара по математической теории систем, на котором прошли
апробацию десятки диссертационных работ. Имя академикаИ. В. Гайшунашироко известно мировой
научной общественности: он являлся членом Европейской Академии наук и Американского
математического общества.

Простой крестьянский парень из сельской глубинки, обладающий несомненным математиче-
ским дарованием, работоспособностью и целеустремленностью, сумел самостоятельно и достойно
пройти путь от ученика сельской школы, студента математического факультета Белгосуниверситета
до академика, директора Института математики НАН Беларуси, выдающегося ученого в области
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дифференциальных уравнений и теории управления, топологической динамики и методов матема-
тического моделирования. С 1992 г. и до последних дней жизни (до 24 апреля 2018 г.) И. В. Гайшун
возглавлял Институт математики НАН Беларуси. С мая 1997 г. по апрель 2002 г. он являлся
вице-президентом НАН Беларуси. Иван Васильевич удостоен премии комиссии Совета Министров
СССР за выполнение темы по заданию Директивных органов (1981 г.); награжден почетными
грамотами Совета Министров за высокие достижения в научной деятельности (1996, 2011 гг.). Он
является лауреатом Государственной премии Республики Беларусь за цикл работ «Исследование
асимптотических свойств дифференциальных и дискретных систем» (2000 г.); премий академий
наук Украины, Беларуси и Молдовы (2011 г.); в 2006 г. ему вынесена Благодарность Президента
Республики Беларусь, награжден медалью Франциска Скорины (2017 г.).

В повседневной жизни Иван Васильевич был необычайно скромен и уважителен с коллегами.
Отличали его от многих неподдельная искренность и дружелюбие, в том числе и в отношении только
начинающих научную и трудовую жизнь. Часто, в минуты его вдохновения, было трогательным
слушать в его исполнении стихи Сергея Есенина, большинство произведений которого он знал
наизусть, и которые с большим удовольствием декламировал. Особенно проникновенно они звучали
в его устах на природе, где время от времени небольшим группкам молодых и не очень молодых
сотрудников Института математики случалось бывать – будь то озеро Вяча с ее лодочными прогул-
ками или с/х работы в подшефных хозяйствах Минской области. Казалось, что вместе с грустью
этих стихов, Иван Васильевич сопереживает поэту и вспоминает свою юность и времена, когда он
проделывал не близкий путь от сельской школы до своей деревни Петровичи в Бобруйском районе.

Неожиданным для многих оказалось плотницкое искусство Ивана Васильевича. Была в нашей
стране особая пора расцвета дачного строительства. Не обошла стороной эта эпопея и сотрудников
Института математики. Этот период стал порой различных фантазий в архитектурной сфере и
домостроении. Иван Васильевич весьма обстоятельно подошел к разработке проекта строительства
дома, а когда пришла пора реализации этого проекта, то он проявил особую ловкость и сноровку
в работе с топорами, фуганками, калевками и прочим столярным инструментом. Это умение
поразило многих бывалых мастеров. Казалось, что только этим он и занимался всю жизнь.

Неиссякаемый запас идей и талант ученого сочетались в Иване Васильевиче с высокими
человеческими качествами и умением создавать исключительно добрую и творческую атмосферу.
Этим он снискал авторитет справедливого, чуткого и корректного руководителя. Иван Васильевич
умел поддержать ученого в моменты творческого кризиса, профессионально оценить полученные
результаты и дать дельный совет в сложной ситуации.

Светлая память об Иване Васильевиче навсегда сохранится в сердцах его коллег, учеников,
друзей, всех тех, кто знал и ценил его необыкновенную мудрость и талант.

Редколлегия журнала
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ФАИНАМИХАЙЛОВНА КИРИЛЛОВА (95 ЛЕТ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ)

29 сентября 2026 г. исполнилось 95 лет со дня
рождения выдающегося ученого-математика, члена-
корреспондента Национальной академии наук Белару-
си, доктора физико-математических наук, профессора
Фаины Михайловны Кирилловой.

Фаина Михайловна Кириллова родилась 29 сен-
тября 1931 г. в поселке Зуевка Кировской области
РСФСР. С 1949 по 1954 г. она училась на физико-
математическом факультете Уральского государствен-
ного университета им. А. М. Горького в г. Свердловске,
который окончила с отличием, получив специальность
«математик». После окончания университета была на-
правлена на работу в Уральский политехнический ин-
ститут в г. Свердловске, где в течение следующихшести
лет работала ассистентом, лекционным ассистентом
кафедры высшей математики.

В сентябре 1960 г. Фаина Михайловна начала
работать в Уральском филиале АН СССР в должности
младшего научного сотрудника отдела математики, от-
куда в апреле 1961 г. была переведена в Свердловское
отделение Математического института им. В. А. Стек-
лова АН СССР на ту же должность. Работа под руко-

водством выдающихся ученых Н. Н. Красовского и Е. А. Барбашина оказала существенное влияние
на формирование ее научных интересов. Она сумела не только глубоко усвоить и проникнуть
в их научные идеи, но и придать новый импульс развитию этих идей. Проведенная в эти годы под
руководством академика АН СССР Н. Н. Красовского научно-исследовательская работа успешно
завершилась защитой в 1962 г. в МГУ им. М. В. Ломоносова кандидатской диссертации «Задачи
качественной теории оптимального регулирования».

В 1963 г. Фаина Михайловна в должности старшего научного сотрудника вновь начала рабо-
тать в Уральском филиале АН СССР, откуда в составе отдела энергетики и автоматики в сентябре
1963 г. была переведена в Уральский политехнический институт. Последовавшая за защитой
кандидатской диссертации пятилетняя напряженная научная работа по развитию и применению
функционального подхода к решению задач оптимального управления легла в основу ее доктор-
ской диссертации «О некоторых применениях функционального анализа в теории оптимальных
процессов», защищенной в 1967 г. в Ленинградском государственном университете им. А. А. Жда-
нова. Результаты, полученные в диссертации, положительно отметили ведущие ученые СССР и,
в частности, выдающийся советский математик, академик АН СССР Л. С. Понтрягин.

В 1967 г. начался новый этап жизни и научной деятельности Фаины Михайловны. В ноябре
1967 г. по приглашению академика Н. П. Еругина она переехала в Минск и начала работать
в должности старшего научного сотрудника в Институте математики АН БССР. В то время Фаина
Михайловна была первой и единственной в Белоруссии женщиной-математиком, имеющей степень
доктора физико-математических наук. В январе 1970 г. она возглавила отдел теории процессов
управления, которым успешно руководила до 2008 г. Долгое время она успешно совмещала научную
деятельность с преподавательской работой в Белгосуниверситете; в 1972 г. ей было присвоено
звание профессора. В 1996 г. Ф. М. Кириллова была избрана членом-корреспондентом НАН
Беларуси, став единственной в истории белорусской науки женщиной-математиком, удостоенной
столь высокого звания.

Научная деятельность Фаины Михайловны Кирилловой представляет тот почти исключи-
тельный счастливый случай, когда на протяжении всей жизни ученый с неослабевающей энергией
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занимается одной большой научной проблемой, актуальность которой не уменьшается со временем.
Ее стартовая статья «О корректности постановки одной задачи оптимального регулирования»,
опубликованная в 1958 г., была одной из первых работ в только что зарождавшейся теории опти-
мальных процессов. В ней для задач оптимального управления развивался новый (функциональный)
подход, предложенный в 1957 г. Н. Н. Красовским и известный теперь как метод моментов (в первых
статьях его называли методом L-проблемы моментов). В работах ФаиныМихайловны было показано,
что можно расширить возможности метода моментов, в частности решать задачи оптимального
управления с фазовыми ограничениями, если использовать нестандартные нормы. Ей удалось
оптимизировать системы, линейные только по состоянию, но нелинейные по аддитивно входящим
управлениям, применяя теоремы об отделимости выпуклых множеств в пространстве состояний и
теоремы о минимаксе. Эта техника стала общепринятой в современных работах.

По мере развития теории оптимального управления различные ее аспекты привлекали внима-
ние Фаины Михайловны. В начале 1960-х годов ею была решена задача Летова–Калмана для систем,
не являющихся вполне управляемыми. Затем Фаина Михайловна исследовала управляемость и
наблюдаемость систем со сложной структурой и систем с последействием. Ею впервые было введено
определяющее уравнение – рекуррентное соотношение, составляемое по определенным простым
правилам на основе параметров системы управления. Роль определяющих уравнений в теории
управления и наблюдения аналогична роли характеристических уравнений в теории устойчиво-
сти. С помощью определяющих уравнений легко получаются классические результаты Калмана
об управляемости и наблюдаемости обыкновенных систем. Задача относительной управляемости
систем с последействием была полностью решена с использованием определяющих уравнений.
Затем была разработана общая схема исследования полной управляемости произвольных систем
с запаздыванием.

Фаина Михайловна внесла существенный вклад в исследование условий существования
оптимальных управлений. В отличие от классических теорем, сформулированных для весьма
широких классов систем и не учитывающих индивидуальные особенности конкретных систем,
ею впервые были доказаны индивидуальные теоремы существования оптимальных управлений,
в которых условия существования решений связываются с условиями оптимальности. Тесно связан-
ная с этой проблемой теория необходимых условий оптимальности получила развитие в работах
Фаины Михайловны, установившей универсальный способ выражения принципа максимума и
обосновавшей его для широкого класса дифференциально-функциональных систем, включающих,
в частности, системы с запаздываниями.

Одним из важных направлений дальнейшего развития теории необходимых условий оптималь-
ности стало исследование особых управлений. Этой теме был посвящен ряд работ и монография,
написанная совместно с Р. Габасовым. Для исследования оптимальных особых управлений во внут-
ренней области был разработан универсальный метод пучка вариаций, предложен оригинальный
метод матричных импульсов для особых управлений с замкнутыми множествами значений, найдены
новые условия оптимального сопряжения экстремалей. Особые оптимальные управления исследова-
лись также с точки зрения динамического программирования, где были предложены новые уравнения
высокого порядка, содержащие полезную информацию об оптимальных особых управлениях. Разра-
ботанная теория особых управлений связана с результатами Фаины Михайловны в теории условий
оптимальности высокого порядка. Новые условия высокого порядка усиливали принцип максимума
на неособых дугах, где его условия недостаточны для распознавания неоптимальных управлений.

Большой резонанс в научном мире вызвали работы Ф. М. Кирилловой и Р. Габасова по
принципу ε-максимума, в которых впервые принцип максимума Понтрягина получил адекватное
выражение для дискретных систем. В отличие от предыдущих результатов в этой области, при
стремлении шага дискретизации к нулю из принципа ε-максимума следовал классический принцип
максимума для непрерывных систем. Этот результат позволил понять связь между существованием
оптимальных управлений в непрерывных системах и справедливостью принципа максимума для
дискретных систем.

Новое направление научных исследований Фаины Михайловны возникло в 1970-е годы.
Совместно с Р. Габасовым они разработали широкую программу создания конструктивной теории
оптимального управления. Конечной целью было построение быстрых численных методов решения
задач оптимального управления, однако было решено начать с задач линейного программирования,
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чтобы глубже понять способы решения простых задач. Был проанализирован симплекс-метод и
предложен так называемый адаптивный метод линейного программирования, в котором основными
преимуществами были возможность начинать с произвольного допустимого решения, независимо
изменять на каждой итерации допустимое решение и базис, называемый в адаптивном методе
опорой, а также использование теории двойственности. Последнее позволяло, с одной стороны,
доказать критерий ε-оптимальности и прекращать итерации при достижении субоптимального ре-
шения, а с другой – существенно повысить эффективность метода за счет использования «длинных»
двойственных шагов. Важным свойством адаптивного метода с точки зрения теории оптимального
управления была возможность его развития для решения задач линейного оптимального управления.
После широкого использования адаптивного метода для задач линейного программирования он был
обобщен на более сложные задачи оптимизации: квадратичное, кусочно-линейное, линейно-дробное
программирование и соответствующие задачи оптимального управления. Развитие адаптивного
метода для общих нелинейных задач программирования осуществлялось с использованием нового
важного понятия – сетевых моделей нелинейных функций. Их применение позволило Ф. М. Кирил-
ловой, Р. Габасову и их сотрудникам учитывать специфику конкретной задачи и строить различные
эффективные численные методы решения нелинейных задач программирования с учетом структуры
функций, входящих в постановку задачи.

Развитие адаптивного метода применительно к задачам оптимального управления началось
с линейных систем. При анализе этого подхода выяснилось, что вместо множителей Лагранжа,
определяющих оптимальное поведение сопряженной системы, в качестве основного инструмента
целесообразно использовать опору. Последняя тесно связана как с прямой, так и с сопряженной
системами и стала определяющим элементом при создании быстрых алгоритмов построения
оптимальных программных управлений и оптимальных обратных связей для линейных и нелинейных
динамических систем. При переходе от линейных и специальных нелинейных задач к общим
задачам оптимального управления большую роль играют задачи с нелинейностью, зависящей от
малого параметра. Для решения таких задач Минской научной группой под руководством Фаины
Михайловны Кирилловой и Рафаила Габасова были разработаны асимптотические методы. И здесь
успех был обусловлен использованием опоры как основного инструмента, которая, в отличие от
двойственных переменных, гладко зависит от малого параметра.

К концу 1980-х годов программа создания конструктивной теории задач оптимизации, начатая
в начале 1970-х годов, в основном была завершена и привела к появлению многочисленных работ
и монографий «Методы линейного программирования» (в 3 томах) и «Методы конструктивной
оптимизации» (в 5 томах), опубликованных в Минске Фаиной Михайловной Кирилловой, Рафаилом
Габасовым и их учениками. Для задач оптимального управления разработанные методы были
ориентированы на построение оптимальных программных решений, однако оказалось, что они
могут быть успешно применены для реализации оптимальных обратных связей в реальном времени.

Первая работа по синтезу оптимальных обратных связей для линейных систем на основе
нового подхода была опубликована в 1991 г. В дальнейшем этот подход был развит для кусочно-
линейных, квазилинейных и нелинейных систем, а исследования продолжены в направлении
построения робастных оптимальных обратных связей как по состоянию, так и по выходу. Здесь
появились новые типы обратных связей – замыкаемые и замкнутые, которые строятся с учетом
некоторой информации о будущих состояниях или их измерениях при построении оптимального
управления, что позволяет повысить качество управления.

Среди поздних результатов исследований Фаины Михайловны – работы по конструктивным
методам оптимального управления системами с распределенными параметрами, системами с за-
паздыванием, большими системами, группами взаимосвязанных динамических систем, методам
стабилизации, слежения, наведения, а также по некоторым задачам оптимального управления
в экономике.

Фаина Михайловна Кириллова является автором более 600 научных работ, опубликованных
в престижных научных изданиях, и 14 монографий, 4 из которых переизданы в США и Японии.

Ф. М. Кириллова совместно с Р. Габасовым была основателем белорусской научной школы по
математическим методам оптимального управления и оптимизации, известной далеко за пределами
республики. Под ее руководством были защищены 49 кандидатских диссертаций, 8 из ее учеников
из Беларуси, России и Вьетнама впоследствии защитили докторские диссертации. Всего Фаина
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Михайловна и Рафаил Габасов совместно руководили подготовкой 116 кандидатов наук. Ученики
Фаины Михайловны плодотворно работают в университетах и научных центрах Беларуси, стран
СНГ, США, Канады, Австралии, Португалии, Болгарии, Китая, Вьетнама и других стран, продолжая
развивать созданную научную школу.

Научные достижения Ф. М. Кирилловой получили высокую оценку и широкое признание,
в том числе на международном уровне. Она являлась лауреатом Премии Совета Министров СССР
(1981, 1986), Премии Академии наук Беларуси (1995) за цикл работ по разработке конструктивных
методов решения экстремальных задач, была награждена бронзовой медалью ВДНХ СССР (1985).
В 2002 г. ей было присвоено почетное звание «Заслуженный деятель науки Республики Беларусь».
За большой вклад в подготовку научных кадров высшей квалификации ей было присвоено звание
«Почетный доктор наук Иркутского государственного университета» (2001), а за выдающийся вклад
в подготовку научных кадров дляВьетнама она была награжденамедальюМинистерства образования
Социалистической Республики Вьетнам и памятной медалью Ханойской военной технической
академии. Фаина Михайловна была членом Национального комитета СССР по автоматическому
управлению (1975–1991), членом рабочей группы Международной федерации по автоматическому
управлению (IFAC) по применениям нелинейного программирования в управлении (1978–1987),
заместителем председателя технического комитета IFAC по математическим методам в управлении
(1984–1987), председателем рабочей группы IFAC по применениям оптимизации в управлении
(1987–1994), председателем рабочей группы IFAC по оптимальному управлению (1996–2002).

Ф. М. Кириллова оказала огромное влияние на развитие и популяризацию идей белорусских
математиков. Она входила в состав редколлегий международных журналов «Optimization», «Control
and Cybernetics», «Applied and Computational Mathematics», под ее непосредственным руководством
были организованы престижные международные конференции по проблемам управления. По
ее инициативе в Республике Беларусь было создано общественное объединение «Национальная
академия по автоматическому управлению», позднее переименованное в «Белорусскую ассоциацию
управления и менеджмента», бессменным руководителем которого она являлась в 1994–2008 гг.

В 2002 г. в журнале Control Systems Magazine, издаваемом в США Институтом инженеров
электротехники и электроники (IEEE), была опубликована статья «Women in the field of control
systems», в которой Ф. М. Кириллова была признана одной из шести женщин-ученых, оказавших
наибольшее влияние на развитие теории управления в XX в.

Фаина Михайловна была целеустремленным, настойчивым, принципиальным ученым, пе-
дагогом и организатором, ответственным, честным и отзывчивым человеком, готовым прийти на
помощь и оказать поддержку в трудную минуту. Светлая память о Фаине Михайловне навсегда
сохранится в сердцах ее коллег, учеников, друзей, всех тех, кто ее знал и ценил за необыкновенную
мудрость и талант. Ее научные результаты и идеи продолжают развиваться в работах учеников и
последователей, которые применяют их в своих исследованиях и передают накопленные знания
новым поколениям математиков в Беларуси и за рубежом.

Редколлегия журнала
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Аннотация. В статье представлено обобщение дискретных 2D систем Россера и
Форназини–Маркезини на непрерывный случай. Получены формулы для представле-
ния решений линейных непрерывных 2D систем, в том числе указана возможность
расширения методов операционного исчисления путем построения соответствующих
интегральных преобразований по пространственной переменной. Рассмотрены линейно-
квадратичные задачи оптимизации, для которых получены соответствующие условия
оптимальности и форма представления оптимального управления.
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Abstract. The paper presents an extension of discrete 2D systems of Roesser and Fornasini–
Marchesini types for the continuous case. Formulas for solution representation of linear
continuous 2D systems are obtained, including the possibility of expanding the methods of
operational calculus by constructing corresponding integral transformations with respect to
the spatial variable. Some linear-quadratic optimization problems are considered and the
corresponding optimality conditions based on the operator setting are stated. Also, some form
of the optimal control representation is presented.

1. Введение

В последние годы определенное внимание привлекают так называемые многопараметрические
системы управления. В зарубежных публикациях эти объекты называют mD (m > 1, чаще всего
m = 2) системы (сокращение английского термина multidimensional systems). Отличительной чертой
таких систем является то, что их динамические переменные зависят более чем от одного параметра,
так что распространение информации в них осуществляется по многим независимым направлениям.
При этом эти направления в динамических переменных могут быть представлены в различных
комбинациях, как функции дискретных, непрерывных или смешанных дискретно-непрерывных
параметров. Если рассматривать, например, случай m = 2, то распространение динамики в двух
независимых направлениях может быть функцией: a) двух дискретных переменных, б) непрерывной
переменной в одном направлении и дискретной в другом, или с) двух непрерывных переменных.
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Первоначальные исследования таких моделей мотивировались необходимостью математической
формализации многочисленных задач, возникших в практике электрических цепей и обработке
многомерных сигналов и их изображений. В первых работах для изучения электрических схем были
использованы модели, которые опираются на так называемые передаточные функции, зависящие
от двух и более переменных. Наиболее полно развитие теории многопараметрических систем
в этот период изложено, по-видимому, в [1], а также ряде обзорных статей, частично опублико-
ванных в Трудах общества IEEE и переведенных затем на русский язык [2]. Все возрастающий
интерес к 2D системам объяснялся широким распространением во многих областях естествознания
и техники цифровых методов распознавания и обработки изображений, цифровой фильтрации
массивов данных и подавления шума, для сжатия и улучшения качества информации, обработки
сейсмических, радарных данных и ряда других приложений [3]. Изучение нового круга задач можно
осуществлять с использованием различных формальных представлений используемых объектов.
В теории цифровой обработки сигналов основной упор делается на описание соответствия между
входом и выходом системы посредством передаточной функции, в то время как современная
теория управления опирается главным образом на представления в пространстве состояний. Это
различие в определенной мере можно объяснить тем, что в каждой области необходимо най-
ти ответы на поставленные там свои вопросы. В первом случае интересуются большей частью
проблемами реализации систем с заданным внешним поведением, что и предопределяет необхо-
димость в описании соответствия «вход–выход». Методы же теории управления, основанные на
представлении объектов в пространстве состояний посредством динамических систем, позволяют
проанализировать качество этих объектов, определить наиболее рациональные режимы их функ-
ционирования и синтезировать в итоге оптимальные замкнутые системы управления. При первом
подходе основные методы исследования опираются на классические разделы алгебры, прежде всего
на теорию полиномов от нескольких переменных. Следует отметить, что теория полиномов от двух
и более переменных, а также другие алгебраические объекты, вовлеченные позже в рамках данного
подхода, существенно сложнее случая одной переменной. Это обстоятельство является серьезным
препятствием для алгебро-геометрических методов. Весьма объективно трудности и проблемы этого
подхода изложены в обзоре [4]. По-видимому, в [5; 6] были впервые предложены различные модели
дискретных 2D систем управления, определенные непосредственно в пространстве состояний.
В монографии И. В. Гайшуна [7] эти модели были объединены и представлены в виде оператор-
ного уравнения, заданного в пространствах функций, определенных на целочисленной решетке.
Для случая дискретных многопараметрических систем имеется довольно обширная литература.
С историей становления теории таких систем и основными направлениями исследований можно
познакомиться, например, в [8].

В случае многопараметрических 2D систем с независимыми параметрами, приведенными
выше в пункте а), имеется много работ, основанных на линейных моделях Россера и Форназини–
Маркезини. Простейший класс линейных дискретных систем Россера, используемых в приложениях
и математической теории, может быть описан уравнениями

x(t +1,s) = A11x(t,s)+A12y(t,s)+g(t,s),

y(t,s+1) = A21x(t,s)+A22y(t,s)+ f (t,s),
(1)

заданными на пространстве функций, определенных на целочисленной решетке (t,s) ∈ Z+
2 относи-

тельно неизвестных функций x(t,s),y(t,s) . Отметим, что в данном введении не детализированы
необходимые начальные и/или граничные условия, а также классы функций и размерность матриц,
задействованных для описания представленных моделей. Это будет сделано в следующих разделах.

Важный класс многопараметрических 2D систем составляют так называемые многошаговые
(в англоязычной литературе их называют «repetitive processes»), в которых распространение инфор-
мации имеет специфический характер. Теория таких систем хорошо изложена в работе [9]. Эти
системы нашли широкое применение при моделировании многих технических задач, например,
в итеративных схемах с обучением в робототехнике, конструировании устройств конвейерного
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типа и др. Некоторые результаты из последних исследований, имеющих как теоретический, так и
практический интерес, приведены в [10–12]. Простой случай линейных дискретных повторяющихся
(или многошаговых) процессов можно записать следующим образом:

x(t +1,s+1) = A11x(t +1,s)+A12y(t,s)+g(t,s), t ⩾ 0,

y(t +1,s) = A21x(t +1,s)+A22y(t,s)+ f (t,s), s = 0,1, ...,h.

Отличительную особенность такого процесса можно проиллюстрировать, рассмотрев операции
обработки, в которых материал или заготовка обрабатывается последовательностью движений,
называемых проходами (или шагами), некоторого инструмента. На каждом шаге выходной сигнал,
полученный на предыдущем шаге, действует как новое начальное состояние и, следовательно,
вносит вклад в динамику процесса. Промышленные примеры повторяющихся процессов включают
металлопрокатные станки, различные конвейерные устройства и др. Также в последние годы
появились приложения, в которых использование для анализа условий повторяющегося процесса
имеет явные преимущества перед альтернативными вариантами. Это справедливо, например, для
классов итеративных обучающихся схем и алгоритмов управления.

Непрерывные версии для моделей (1) в простейшей форме могут быть представлены в виде
∂x(t,s)

∂ t
= A11x(t,s)+A12y(t,s)+g(t,s),

∂y(t,s)
∂ s

= A21x(t,s)+A22y(t,s)+ f (t,s)
(2)

и
∂x(t,s)

∂ t
= A1x(t,s)+g(t,s),

∂x(t,s)
∂ s

= A2x(t,s)+ f (t,s),
(3)

где (t,s) ∈R+×R+. Уравнения (3) часто называют уравнениями Пфаффа или вполне разрешимыми
многомерными дифференциальными уравнениями. Первые приложения таких уравнений были
связаны с дифференциальной геометрией для нахождения многообразий с заданным тангенциаль-
ным подпространством [13]. В электродинамике эта модель описывает электрические потенциалы
заданного электрического поля [14]. Поверхность переключения для релейного (bang-bang) оп-
тимального управления также может быть описана дифференциальными уравнениями Пфаффа.
Существенной особенностью таких систем уравнений является их переопределенность, т. е. когда
число уравнений в такой системе больше, чем неизвестных функций. Некоторые подробности (и
библиографию), касающиеся теории устойчивости и управления для этих моделей, можно найти,
например, в монографии И. В. Гайшуна [15]. Линейно-квадратичная задача оптимизации для
уравнения (3) с помощью функций комплексной переменной экспоненциального типа конечной
степени исследовалась в [16].

Другой тип линейной дискретной модели Форназини–Маркезини может быть представ-
лен в виде

x(t +1,s) =
N

∑
i=0

Aix(t,s+ i)+g(t,s), (4)

где для определения вектора состояний в каждой следующей точке (t +1,s) дискретной решетки
необходимо собрать информацию о векторах состояний объекта на всем дискретном интервале
{(t,s),(t,s+ 1), . . . ,(t,s+N)} (возможен также случай, когда N → +∞).

Таким образом, имеется достаточно широкий класс 2Dмоделей, в которых динамика процесса
зависит от различных комбинаций независимых параметров вида а)–с).

Предметом данной работы являются непрерывные 2D системы управления, обобщающие
приведенные выше дискретные модели Россера и Форназини–Маркезини. В работе также рассмат-
ривается одно из возможных обобщений 2D моделей (4), когда вместо суммирования дискретного
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набора состояний объекта требуется осуществлять его непрерывное суммирование на всем вре-
менном интервале в виде

∂x(t,s)
∂ t

=

s1w

s0

K(t,τ,x(t,τ))dτ+g(x(t,s), t,s), (5)

где s0, s1 – некоторые заданные действительные числа. По-видимому впервые такие математические
объекты рассматривались в работах Е. А. Барбашина [17], в которых исследовались свойства
устойчивости для нелинейных интегро-дифференциальных уравнений.

В работе исследуются задачи квадратичной оптимизации в многопараметрических системах
управления, описываемые непрерывными линейными 2D уравнениями типа (2) и (5). Получе-
ны условия существования и единственности решения соответствующих линейно-квадратичных
задач оптимизации и дана форма представления этих решений. Кроме того, для модели (2)
с возмущениями построены специальные интегральные преобразования (прямые и обратные) для
пространственных переменных. Применение этих преобразований совместно с преобразованием
Лапласа по временной переменной сводит краевую задачу к системе алгебраических уравнений,
которая после применения обратных интегральных преобразований может быть представлена
в виде системы взаимосвязанных отдельных блоков, непосредственно связанных с начальными
данными. Этот факт может быть использован для привлечения эффективных методов параллельного
программирования при нахождении решений задачи.

2. Непрерывная модель Россера

Простейшая непрерывная версия 2D модели Россера (2), описывающая математическую
модель отдельного сорбционного аппарата при некоторых предположениях относительно изотерми-
ческих условий для неравновесной динамики сорбции [18; 19], может быть записана в виде

∂ s(x, t)
∂ t

= p(x, t)− s(x, t), 0 ⩽ t ⩽ t1,

∂ p(x, t)
∂x

= s(x, t)− p(x, t), 0 ⩽ x ⩽ l1, (6)

где l1 и t1 есть длина и период работы устройства соответственно, скалярные функции s(x, t) и
p(x, t) обозначают плотность поглощенного вещества, т. е. концентрацию загрязняющего вещества
в материале сорбента, и концентрацию загрязняющего вещества в потоке в точке x в момент
времени t соответственно (рисунок). Начальные и граничные условия имеют следующий вид:

p(0, t) =ψ(t), 0 ⩽ t ⩽ t1, s(x,0) = u(x), 0 ⩽ x ⩽ l1, (7)

где ψ(t), 0 ⩽ t ⩽ t1, – заданная непрерывная функция; u(x) ⩾ 0 – функция управления, которая
представляет собой концентрацию сорбента, загружаемого в устройство в начальный момент
времени. Следовательно, управление процессом для простейшей модели сорбционного аппарата
возможно лишь в начальный момент t = 0. Полагаем, что управления допустимы, если u(·)∈ L2[0, l1].
Абсолютно непрерывные функции являются решениями уравнений (6) с начальными данными (7),
если они удовлетворяют (6) и (7) почти всюду на промежутках 0 ⩽ t ⩽ t1, 0 ⩽ x ⩽ l1. Задача
оптимизации заключается в нахождении такой функции управления u(x), 0 ⩽ x ⩽ l1, которая
вместе с соответствующим решением s(x, t) и p(x, t) уравнений (6) с граничными условиями (7)
минимизирует показатель качества вида

J(u) =
l1w

0

u2(x)dx+
l1w

0

t1w

0

p2(x, t)dxdt +
l1w

0

t1w

0

[︄(︃
∂ p(x, t)

∂x

)︃2

+

(︃
∂ p(x, t)

∂ t

)︃2
]︄

dx dt. (8)

Таким образом, цель оптимизационной задачи (6)–(8) заключается в минимизации расхода сорбента
и концентрации загрязняющих веществ в потоке. Отметим, что функция управления u(x), 0 ⩽ x ⩽ l1,
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p(x, t) – концентрация
загрязняющих

веществ в потоке

s(x, t) – концентрация
загрязняющего вещества

в сорбенте

t

p

t1

sorbent t0
input

l1

s

u(x) – управление концентрацией сорбента
Схематическое устройство сорбционного аппарата

в модели сорбционного аппарата присутствует в граничных условиях, так что управление процессом
очистки входящего потока осуществляется посредством граничных данных.

2.1. Существование и единственность решения

Введем следующие обозначения: C(K) – пространство непрерывных функций, определенных
на множестве K ⊂ R; AC(K) – пространство абсолютно непрерывных функций на K; L2(K) –
пространство измеримых и интегрируемых с квадратом функций на K; C1(Π), где Π := [0, l1]×
× [0, t1] – пространство дифференцируемых функций f (x, t), определенных в некоторой открытой
области Ω ⊃ Π с непрерывными частными производными ∂ f

∂x и ∂ f
∂ t .

Лемма 2.1. Система уравнений (6), (7) имеет единственное абсолютно непрерывное
решение p(x, t), s(x, t) для любых начальных данных ψ(·) ∈C[0, t1] и управлении u(·) ∈ L2[0, l1].

Доказательство. Непосредственной проверкой можно убедиться, что если абсолютно непре-
рывная функция p(x, t) является решением интегрального уравнения

p(x, t) = e−(x+t)
xw

0

tw

0

eξ+ηp(ξ,η)dηdξ+ e−(x+t)
xw

0

ezu(z)dz+ e−xψ(t), (9)

то p(x, t) и функция

s(x, t) =
tw

0

eη−t p(x,η)dη+ e−tu(x) (10)

почти везде удовлетворяют (6) и (7).
Далее осталось доказать, что уравнение (9) имеет решение. Можно показать, что оператор T ,

заданный формулой

(T f )(x, t) =
xw

0

tw

0

eξ+η f (ξ,η)dηdξ+ e−(x+t)
xw

0

ezu(z)dz+ e−xψ(t),

является сжимающим [20] в пространстве Соболева W 1
2 (Π) для любых заданных функций ψ(·) ∈

∈C[0, t1] и u(·) ∈ L2[0, l1]. Тогда по теореме о неподвижной точке [21] интегральное уравнение (9)
имеет единственное решение p(x, t), и следовательно, соответствующая функция s(x, t) единствен-
ным образом определяется формулой (10).
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Теорема 2.2. Для любого допустимого управления u(x) система уравнений (6), (7) имеет
единственное решение (p(x, t),s(x, t)), t ∈ [0, t1], x ∈ [0, l1], вида

p(x, t) = e−xψ(t)+ e−(x+t)
xw

0

ezu(z)dz+ e−(x+t)

[︄ xw

0

tw

0

e−ξR(x, t,ξ,η)ψ(η)dηdξ+

+

xw

0

ezu(z)
[︂ xw

z

tw

0

e−(ξ+η)R(x, t,ξ,η)dηdξ
]︂
dz

]︄
, s(x, t) =

tw

0

eη−t p(x,η)dη+ e−tu(x),

(11)

где функция R(x, t,ξ,η), 0 ⩽ x ⩽ l1, 0 ⩽ t ⩽ t1, 0 ⩽ ξ⩽ x, 0 ⩽ η⩽ t, удовлетворяет интегральному
уравнению

R(x,ξ, t,η) = eξ+η+
xw

ξ

tw

η

R(z,τ,ξ,η)dzdτ, (12)

с начальными данными

R(x,x, t,η) = ex+η, R(x,ξ, t, t) = eξ+t . (13)

Доказательство. Для того чтобы получить искомое представление для p(x, t), t ∈ [0, t1], x ∈
∈ [0, l1], рассмотрим параметрическое интегральное уравнение вида

p(x, t) = µe−(x+t)
xw

0

tw

0

eη+ξp(η,ξ)dηdξ+ e−(x+t)
xw

0

ezu(z)dz+ e−xψ(t), (14)

относительно неизвестной функции p(x, t), где µ является скалярным параметром. Это уравнение
типа Вольтерра, правая часть которого, как видно из доказательства леммы, является сжимающим
оператором [20] при любых ψ(·) ∈C[0, t1] и u(·) ∈ L2[0, l1]. Следовательно, опять согласно теореме
о неподвижной точке [21] уравнение (14) имеет единственное решение. Решение этого интегрального
уравнения можно представить в виде формального степенного ряда относительно параметра µ

p(x, t) =
∞

∑
n=0

pn(x, t)µn, (15)

где члены степенного ряда pn(x, t) задаются формулой

p0(x, t) = e−xψ(t)+ e−(x+t)
xw

0

ezu(z)dz,

pn(x, t) = e−(x+t)
xw

0

tw

0

Kn(x, t,ξ,η)p0(ξ,η)dξdη, n = 1,2, . . . ,

а итерированные ядра Kn(x, t,ξ,η) определяются рекуррентным образом по формуле

Kn+1(x, t,ξ,η) =
xw

ξ

tw

η

Kn(z,τ,ξ,η)dzdτ, K0(x, t,ξ,η) = eξ+η, n = 0,1,2, . . . . (16)

Можно проверить, что решения интегральных уравнений (16) имеют вид

Kn+1(x, t,ξ,η) = e−(x+t)eξ+η
(x−ξ)n

n!
(t −η)n

n!
, 0 ⩽ x,ξ⩽ l1, 0 ⩽ t,η⩽ t1. (17)

Из (17) на множестве Π можно получить оценки для ядер Kn+1(x, t,ξ,η) и функций pn(x, t) в виде

|Kn+1(x, t,ξ,η)|⩽
Mn+1

n!
и |pn(x, t)|⩽

Ln

n!
соответственно, где M и L – некоторые константы. Так как

функции pn(x, t) ограничены в области Π, то степенной ряд (15) при любом конечном значении
параметра µ является абсолютно и равномерно сходящимся. Тогда при сделанных предположениях
при любом конечном значении параметра µ следующий степенной ряд
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R(x, t,ξ,η,µ) =
∞

∑
n=0

Kn(x, t,ξ,η)µn (18)

также равномерно и абсолютно сходится к резольвенте R(x,ξ, t,τ,µ). Можно проверить, что эта
резольвента удовлетворяет интегральному уравнению

R(x,ξ, t,η,µ) = eξ+η+µ
xw

ξ

tw

η

R(z,τ,ξ,η,µ)dzdτ,

которое эквивалентно интегро-дифференциальному уравнению вида

∂R(x, t,ξ,η,µ)
∂x

= µ

tw

η

R(x,τ,ξ,η,µ)dτ,

с начальными данными вида

R(x,x, t,η,µ) = ex+η, R(x,ξ, t, t,µ) = eξ+t .

Теперь записав степенной ряд (15) через итерированые ядра Kn(x, t,ξ,η) и заменив затем полу-
ченный степенной ряд

∞

∑
n=0

Kn(x, t,ξ,η)µn резольвентой R(x,ξ, t,η,µ) из (18), мы получим решение

уравнения (14). Положив в полученной формуле µ= 1, получим требуемое решение в требуемом
виде (11).

2.2. Условия оптимальности

Теорема 2.3. Для любых начальных данныхψ(·)∈C[0, t1] задача оптимизации (6)–(8) имеет
единственное оптимальное решение u0(·) ∈ L2[0, l1].

Доказательство. В пространствах функций L2[0, l1]) и AC(Π) введем скалярное произведе-
ние формулами

(︁
u,v
)︁

2 ≜
l1w

0

u(x)v(x)dx, ∀ u,v ∈ L2[0, l1],

и (︁
ν,ω

)︁
1 ≜

t1w

0

l1w

0

ν(x, t)ω(x, t)dxdt +
t1w

0

l1w

0

[︄
∂ν(x, t)

∂x
∂ω(x, t)

∂x
+

∂ν(x, t)
∂ t

∂ω(x, t)
∂ t

]︄
dxdt (19)

соответственно. Определим оператор L : L2[0, l1]→ AC(Π) формулой

(︁
Lu
)︁
(x, t) = e−(x+t)

xw

0

ezu(z)dz+
xw

0

ezu(z)
[︂ xw

z

tw

0

e−(ξ+η)R(x, t,ξ,η)dηdξ
]︂
dz, (20)

и оператор F : C[0, t1]→ AC(Π) в виде

(︁
Fψ
)︁
(x, t) = e−xψ(t)+ e−(x+t)

xw

0

tw

0

e−ξR(x, t,ξ,η)ψ(η)dηdξ,

где функция R(x, t,ξ,η) определяется интегральным уравнением (12) и начальными данными (13).
Тогда решение p ∈ AC(Π) первого уравнения в (6) с начальными условиями (7) можно представить
в операторной форме следующим образом:

p = Lu+Fψ, (21)
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и, следовательно, функционал качества (8) можно записать в виде

J(u) =
(︂

p, p
)︂

1
+
(︂

u,u
)︂

2

(︂
(Lu+Fψ),(Lu+Fψ)

)︂
1
+
(︂

u,u
)︂

2
=

=
(︂

u,(L∗L+E)u
)︂

2
+2
(︂

u,(L∗F)ψ
)︂

2
+
(︂
ψ,F∗Fψ

)︂
2
,

(22)

где E обозначает тождественный оператор в L2[0, l1], а L∗ : AC(Π)→ L2[0, l1] есть оператор, сопря-
женный к оператору L относительно скалярного произведения, определенного выше.

Так как оператор L∗L+E обратимый [22], то можно определить управление в операторном
виде формулой

u0 =−(L∗L+E)−1L∗Fφ. (23)

Для того чтобы убедиться, что функция u0 является оптимальным управлением, достаточно
проверить, что неравенство J(u)− J(u0) ⩾ 0 выполняется для всех допустимых управлений u ∈
∈ L2[0, l1]. Обозначим Γ = (L∗L+E). Тогда, принимая во внимание формулы (22), (23), получаем,
что приращение показателя качества можно представить в следующем виде:

J(u)− J(u0) = (Γ(u−u0),(u−u0))2,

и, так как оператор Γ = L∗L+E> 0 является положительным [22], то верно неравенство

J(u)− J(u0) = ((E+L∗L)(u−u0),(u−u0))2 > 0

для любых допустимых u, u ̸= u0. Это означает, что функция u0, определенная формулой (23), явля-
ется единственным оптимальным управлением и p0 =Lu0 +Fψ является оптимальной траекторией
в задаче (6)–(8).

Как известно, для линейно-квадратичных 1D задач оптимизации важным является пред-
ставление оптимального управления через переменные состояния исходной системы. Подобное
представление для задачи оптимизации (6)–(8) приведено в нижеследующей теореме.

Теорема 2.4. Оптимальное управление u0(z), 0 ⩽ z ⩽ l1, в задаче (6)–(8) представимо в виде

u0(z) = ez

[︄ t1w

0

e−t ∂ p0(z, t)
∂ z

dt +
l1w

z

t1w

0

(︄
e−(x+t)p0(x, t)+

+(t − e−(x+t))
∂ p0(x, t)

∂x
+(x− z− e−(x+t))

∂ p0(x, t)
∂ t

+

+

xw

z

tw

0

e−(ξ+η)

(︄
p0(x, t)R(x, t,ξ,η)+

∂ p0(x, t)
∂x

∂R(x, t,ξ,η)
∂x

+

+
∂ p0(x, t)

∂ t
∂R(x, t,ξ,η)

∂ t

)︄
dηdξ

)︄
dxdt

]︄
,

(24)

где функция R(x, t,ξ,η) является решением интегрального уравнения

R(x,ξ, t,η) = eξ+η+
xw

ξ

tw

η

R(z,τ,ξ,η)dzdτ

с начальными данными

R(x,x, t,η) = ex+η, R(x,ξ, t, t) = eξ+t ,

а p0(x, t) есть решение (6), (7), соответствующее оптимальному управлению.
Доказательство. Как следует из (23), оптимальное управление u0 удовлетворяет оператор-

ному уравнению

L∗
(︂
Lu0 +Fψ

)︂
+Eu0 = 0, (25)
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где E обозначает тождественный оператор в L2[0, l1]. Тогда из (21) следует, что оптимальная
траектория p0 ∈ AC(Π) системы (6)–(8) может быть представлена в виде

p0 = Lu0 +Fψ.

Следовательно, операторное уравнение (25) можно переписать как

L∗p0 +Eu0 = 0.

Отсюда имеем

u0 =−L∗p0. (26)

Для скалярного произведения (19) и функций u ∈ L2[0, l1], φ ∈ AC(Π) сопряженный оператор
L∗ : AC(Π)→C[0, t1] к оператору L : C[0, t1]→ AC(Π) из (20) определяется как

(φ,Lu)1 = (L∗φ,u)2.

Таким образом, имеем

(φ,Lu)1 =

l1w

0

t1w

0

(︂
φ(x, t),(Lu)(x, t)

)︂
dxdt +

l1w

0

t1w

0

∂φ(x, t)
∂x

∂ (Lu)(x, t)
∂x

+
∂φ(x, t)

∂ t
∂ (Lu)(x, t)

∂ t
dxdt, (27)

где (︁
Lu
)︁
(x, t) = e−(x+t)

xw

0

ezu(z)dz+
xw

0

ezu(z)
[︂ xw

z

tw

0

e−(ξ+η)R(x, t,ξ,η)dηdξ
]︂
dz.

Можно показать, что

∂ (Lu)(x, t)
∂x

= e−tu(x)+(t − e−(x+t))

xw

0

ezu(z)dz+
xw

0

ezu(z)

(︄ xw

x

tw

0

e−(ξ+η) ∂R(x, t,ξ,η)
∂ t

dηdξ

)︄
dz.

Аналогично вычисляется производная
∂ (Lu)(x, t)

∂ t
. Подставив полученные производные в (27) и

поменяв порядок интегрирования в полученном выражении, получим, что сопряженный оператор
L∗ : AC(Π)→ L2[0, l1] имеет вид

(L∗φ)(z) = ez

[︄
t1r

0
e−t ∂φ(z, t)

∂ z
dt +

l1r

z

t1r

0

(︄
e−(x+t)φ(x, t)+

+(t − e−(x+t))
∂φ(x, t)

∂x
+(x− z− e−(x+t))

∂φ(x, t)
∂ t

+

+
xr

z

tr

0
e−(ξ+η)

(︄
φ(x, t)R(x, t,ξ,η)+

∂φ(x, t)
∂x

∂R(x, t,ξ,η)
∂x

+

+
∂φ(x, t)

∂ t
∂R(x, t,ξ,η)

∂ t

)︄
dηdξ

)︄
dxdt

]︄
.

Применив построенный оператор L∗ в (26), получим требуемое представление (24).

2.3. Обобщенные непрерывные 2D модели Россера

Непрерывные версии 2D моделей Россера в форме (2) широко используются во многих
прикладных исследованиях. Например, для описания основных параметров движения изотерми-
ческого турбулентного газа часто используется система линейных дифференциальных уравне-
ний [19; 23] вида

∂Q(t,x)
∂ t

= −s
∂ p(t,x)

∂x
−ρQ(t,x)−βp(t,x)+ v1(t,x),
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∂ p(t,x)
∂ t

= α
∂Q(t,x)

∂x
+ v2(t,x), x ∈ [0,1], t ⩾ 0. (28)

Здесь состояние системы определяется давлением газа p(t,x) и объемом (массой) потока газа
Q(t,x) в точках сечения трубопровода, где x обозначает пространственную, а t – временную
переменную; s – площадь поперечного сечения; d – диаметр трубы; c – изотермическая скорость
звука; ρ – коэффициент трения; v1(t,x),v2(t,x) – заданные функции. Начальные и граничные
условия задаются в виде

y(0,x) =
[︃

y1(0,x)
y2(0,x)

]︃
=

[︃
q0(x)
p0(x)

]︃
(29)

и

U1(y) =

1w

0

y2(t,x)(t,x)dx =
1w

0

p(t,x)dx = const, (30)

U2(y) = y2(t,0)− y2(t,1) = p(t,0)− p(t,1) = 0,∀t ⩾ 0

соответственно. Заданные начальные условия отражают факт возникновения возмущений
q0(x), p0(x) в начальный момент t = 0 для некоторого предписанного режима Q(t,x), p(t,x) движе-
ния газа в трубопроводе, а граничные условия обеспечивают сохранение начального и конечного
значений давления и количества газа в трубопроводе.

В инженерной практике широко используются преобразования Лапласа для решения обык-
новенных дифференциальных уравнений, что позволяет эти уравнения свести к алгебраическим
уравнениям. Для реализации такой идеи при решении уравнений в частных производных требу-
ются иные интегральные преобразования, учитывающие сложный характер поведения решений
на границе области пространственных переменных.

Для этих целей в работе предлагается использовать специальные интегральные преоб-
разования (прямые и обратные) для пространственных переменных [24; 25]. Применение этих
преобразований совместно с преобразованием Лапласа по временной переменной сводит краевую
задачу к системе алгебраических уравнений, которая после применения обратных интегральных
преобразований может быть представлена в виде системы взаимосвязанных отдельных блоков, непо-
средственно зависящих от начальных данных. Этот факт может быть использован для привлечения
эффективных методов параллельного программирования. В частности, данный подход был успешно
использован для решения некоторых актуальных задач магнитогидродинамики [26; 27].

Для получения такого представления решений уравнений будем использовать так называе-
мые канонические системы базисных функций, которые состоят из совокупности собственных и
присоединенных функций прямого и сопряженного к нему оператора, порождаемых рассматрива-
емой задачей. С этой целью рассматриваемую непрерывную 2D модель Россера (28) перепишем
в операторной форме

Dty(t,x) = Ly(t,x)+ v(t,x), (31)

где y(t,x) =

[︃
y1(t,x)
y2(t,x)

]︃
.
=

[︃
Q(t,x)
p(t,x)

]︃
; v(t,x) =

[︃
v1(t,x)
v2(t,x)

]︃
, а оператор L : C1([0,1],R2) →

→ L2([0,1],R2) задается формулой

L = A+BDx =

[︃
−ρ −sDx −β
αDx 0

]︃
,

где

A =

[︃
−ρ −β

0 0

]︃
,B =

[︃
0 −s
α 0

]︃
,
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а символы Dt и Dx обозначают частные производные по временной и пространственной переменной
соответственно. Начальные и граничные условия зададим в виде

y0(x) = y(0,x) =
[︃

q0(x)
p0(x)

]︃
,U(y) .

=

[︃
U1(y)
U2(y)

]︃
= 0, (32)

где U1(y) = y1(t,1)− y1(t,0); U2(y) = y2(t,1)− y2(t,0), t ⩾ 0. Оператор L действует в пространстве
абсолютно непрерывных функций с непрерывной производной, которое плотно в пространстве
L2([0,1],R2). Можно показать, что сопряженный к L оператор L∗ определяется формулой

L∗ = AT −BT Dx =

[︃
−ρ −αDx

−β+ sDx 0

]︃
и граничными данными вида

V1(z) = 0 ⇔ z1(t,1)− z1(t,0) = 0,

V2(z) = 0 ⇔ z2(t,1)− z2(t,0) = 0.

Применяя к задаче (31), (32) одностороннее преобразование Лапласа по переменной t, получим
уравнение в частотной области комплексной переменной s:

sY (s,x) = LY (s,x)+V (s,x)+ ya(x), s ∈ C, x ∈ [0,1], (33)

с граничными условиями

Y (s,1)−Y (s,0) = 0, s ∈ C. (34)

Для дальнейшей трансформации граничной задачи (33), (34) к алгебраическим уравнениям от-
носительно функций в комплексной плоскости требуется построить соответствующие преобра-
зования. Для этого будем использовать многопараметрические интегральные преобразования
(прямые и обратные) [1, p. 193–194] по пространственной переменной x, ядром которых явля-
ются канонические системы, построенные из цепочек собственных и присоединенных функций
{e(p)

m (x,λ), p = 1, ...,P(λi),m = 0,1, ...,Mp} оператора L и собственных и присоединенных функций
{ε(p)

m (x,λ), p = 1, ...,P(λi),m = 0,1, ...,Mp} сопряженного к нему оператора L∗. Здесь Mp и P(λi)

обозначают кратность и порядок рассматриваемых собственных значений и собственных функций.
Можно показать, что эти две канонические системы после соответствующей нормализации являются
биортогональными. В работах [25; 27; 28] приведены детали нахождения канонических систем
функций в различных задачах. Предполагается, что линейный оператор L является секториальным
с компактной резольвентой и непустым спектром σ(λ).

Построенные канонические системы функций являются ядром требуемых интегральных пре-
образований пространственных переменных уравнений, с помощью которых можно преобразовать
дифференциальные уравнения к их алгебраическим аналогам в комплексной области. Каноническая
система {ε(p)

m (x,λ), p = 1, ...,P(λi),m = 0,1, ...,Mp} из собственных и присоединенных векторов
сопряженного оператора L∗ является ядром интегрального преобразования T = {T p

m (λi),λi ∈ σ(L∗)}
по пространственной переменной x и задается следующим образом:

T p
m (λi){Y (s,x)}≜˜︂Y p

m(s,λi) = (Y (s,x),ε(p)
m (x,λ∗i ))L2 =

1w

0

Y (s,x)ε(p)
m (x,λ∗i )dx,

где p = 1, ...,P(λi);m = 0,1, ...,Mp. Аналог теоремы дифференцирования оригинала при преобразо-
вании Лапласа для введенного преобразования имеет следующий вид:

T p
m (λi){LY (s,x)}= (L{Y (s,x)},ε(p)

m (x,λ∗i ))L2 = (Y (s,x),L∗{ε(p)
m (x,λ∗i )}).

Отсюда следует, что для любогоm= 1,2, ...,Mp справедливы следующие рекуррентные соотношения:

T p
m (λi){LY (s,x)}= λi

˜︂Y p
m(s,λi)− ˜︃Y p

m−1(s,λi),

где для краткости полагаем, что ˜︂Y pk(s,λi) ≡ 0 при k < 0.
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Обратное преобразование T−1 определяется с помощью канонической системы {e(p)
m (x,λ), p=

= 1, ...,P(λi),m = 0,1, ...,Mp} оператора L и задается следующим образом:

T−1{˜︂Y p
m(s,λi)}= Y p

m(s,x) = ∑
λi∈σ(L)

Pi

∑
p=1

Mp

∑
m=0

˜︂Y p
m(s,λi)e

p
Mp−m(x,λi).

По аналогии с [28] можно показать, что в рассматриваемой задаче собственные числа
оператора L имеют следующий вид:

λ
(n)
1,2 =−β+

√︁
β2 −2αβπi+4hαπ2n2, (35)

где i2 =−1, a = −β
2h и при этом кратность найденных собственных значений равна единице P(λi) = 1.

Соответствующие собственные функции оператора L имеют следующий вид:

e1,0(x,λ
(n)
i ) =

[︄
f 1
p,0(x,λ

(n)
i )

f 2
p,0(x,λ

(n)
i )

]︄
= c(n)k e2πnix

⎡⎣ 1

2aαπn j
λ
(n)
k

⎤⎦ ,k = 1,2, n = 0,±1, ...

Для тривиального собственного значения λ0 = 0 собственная функция есть

e1,0(x,λ0) =

[︄
f 1
p,0(x,λ0)

f 2
p,0(x,λ0)

]︄
= c0

[︄
1

−2

]︄
.

Для собственных значений вида λ1,2 =−β±β
√︂

1+ 4α
h собственные функции имеют вид

e1,0(x,λk) =

[︄
f 1
p,0(x,λk)

f 2
p,0(x,λ1)

]︄
= ckeax

[︄
1

aα
λk

]︄
, k = 1,2.

Собственные числа λ̂(n)1,2, n = 0,±1,±2, ... сопряженного оператора L∗ выражаются формулой (35),
соответствующие собственные функции задаются в виде

ϵ1,0(x, λ̂
(n)
k ) =

[︄
z1

p,0(x, λ̂k)

z2
p,0(x, λ̂k)

]︄
= c(n)k e2πnix

⎡⎣ 1

−2(ah+β)απni

λ̂
(n)
k

⎤⎦ , k = 1,2.

Для тривиального собственного значения λ̂0 = 0 собственная функция ϵ1,0(x, λ̂0) = e1,0(x,λ0). Для
собственных значений вида λ̂1,2 =−β±β

√︂
1+ 4α

h собственные функции имеют вид

ϵ1,0(x, λ̂k)σ= cke−ax

[︄
1

−2(ah+β)α
λ̂k

]︄
, k = 1,2.

Теорема 2.5. Решение задачи (28)–(30) в частотной области имеет вид

Y (s,x) = Y0(s,x)+Yinp(s,x),

где

Y0(s,x) = ∑
λi∈σ(L)

Pi

∑
p=1

Mp

∑
m=0

(︃ m

∑
q=0

˜︁yp
0,m−q

(s−λi)q+1

)︃
ep

Mp−m(x,λi),

Yinp(s,x) = ∑
λi∈σ(L)

Pi

∑
p=1

Mp

∑
m=0

(︃ m

∑
q=0

˜︁V p
m−q

(s−λi)q+1

)︃
ep

Mp−m(x,λi).

Доказательство. Применим к (31), (32) преобразование T = {T p
m (λi),λi ∈ σ(L)} по простран-

ственной переменной x поочередно при m = 0,1, ....Mp, учитывая начальные данные и свойство
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дифференцирования, получим
при m = 0

s˜︁Y0(λi,s) = λi ˜︁Y0(λi,s)+ ˜︁V0
p
(λi,s)+ ˜︁y0

p
0(λi),

где

˜︁V p
0 (λi,s) = (V (s,x),ep

0(x,λ
∗
i ))L2 =

1w

0

V (s,x)ep
0(x,λ

∗
i )dx,

˜︁y0
p
0(λi) = (y0(s,x),e

p
0(x,λ

∗
i ))L2 =

1w

0

y0(s,x)e
p
0(x,λ

∗
i )dx.

Отсюда имеем

˜︁Y0(λi,s) =
1

s−λi
˜︁V p

0 (λi,s)+
1

s−λi
˜︁y0

p
0(λi).

Продолжая эту процедуру для любого m и учитывая свойство дифференцирования, получим

s˜︁Y p
m(λi,s) = λi˜︁Y p

m(λi,s)− ˜︁Y p
m(λi,s)+ ˜︁V p

m(λi,s)+ ˜︁y0
p
m(λi)

и ˜︁Y p
m(λi,s) =

1
s−λi

˜︁V p
m(λi,s)+

1
s−λi

˜︁y0
p
m(λi)+

1
s−λi

˜︁V p
m−1(λi,s) =

=
m

∑
q=0

(︃
1

(s−λi)q+1
˜︁V p

m−q(λi,s)+
1

(s−λi)q+1 ˜︁y0
p
m−q(λi)

)︃
.

Для завершения доказательства теоремы достаточно теперь лишь воспользоваться обратным
преобразованием T−1 и выделить слагаемые, связанные с начальными данными y0(x) и функциями
возмущения v(t,x), оказывающими воздействие на систему.

Таким образом, в соответствии с вышеприведенной теоремой, решение Y (s,x) рассматривае-
мой задачи в частотной областиможно представить через найденные канонические системыфункций.
Как отмечалось выше, детали построения канонических систем {e(p)

m (x,λ), p = 1, ...,P(λi),m =

= 0,1, ...,Mp} и {ε(p)
m (x,λ), p = 1, ...,P(λi),m = 0,1, ...,Mp} можно найти в работах [25; 28]. Для

нахождения решения y(t,x) исходной задачи нужно к найденной функции Y (s,x) применить
обратное преобразование Лапласа.

3. Непрерывная модель Форназини–Маркезини

В этом разделе кратко обсуждается возможность обобщения дискретной модели Форназини–
Маркезини (4) на непрерывный случай. В качестве такого обобщения рассмотрим линейное
интегро-дифференциальное уравнение вида

∂x(t,s)
∂ t

=

s1w

s0

K(t,τ,s)x(t,τ)dτ+a(t,s)x(t,s)+b(t,s)u(t,s), t ∈ [t0, t1], s ∈ [s0,s1], (36)

с начальным условием

x(t0,s) =φ(s), s ∈ [s0,s1], (37)

где x(t,s) ∈ R есть скалярная переменная состояния; u(t,s) ∈ R – скалярная функция управления.
Как отмечалось во введении, по-видимому, впервые такие математические объекты рассмат-

ривались в работах Е. А. Барбашина [17], где исследовались свойства устойчивости для общего
класса интегро-дифференциальных уравнений.

Обозначим D ≜ {t0 ⩽ t ⩽ t1, s0 ⩽ s ⩽ s1}. Будем предполагать, что функции a(t,s), b(t,s)
непрерывны на множестве D, φ(s) непрерывна на промежутке s0 ⩽ s ⩽ s1, K(t,τ,s) непрерывна
на [t0, t1]× [t0, t1]× [s0,s1].
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Непрерывную функцию u(t,s), (t,s) ∈ D, назовем допустимым управлением, если u(t,s) ∈
∈U, ∀ (t,s) ∈ D, где U есть некоторое замкнутое и ограниченное множество из R.

Задача оптимизации заключается в нахождении такого допустимого управления u(t,s),
которое вместе с соответствующим решением x(t,s) уравнения (36) с начальным условием (37)
минимизирует квадратичный функционал качества вида

J(u) =
t1w

t0

(︁
Q(t,s1)x2(t,s1)+F(t,s1)u2(t,s1)

)︁
dt +

t1w

t0

s1w

s0

(︁
Q(t,s)x2(t,s)+F(t,s)u2(t,s)

)︁
dtds, (38)

где Q(t,s) ⩾ 0, F(t,s) > 0 – заданные непрерывные на D функции.
Используя метод, предложенный в разделе 2.1 и внося необходимые модификации, можно

доказать следующее утверждение.
Теорема 3.1. При заданном допустимом управлении u(t,s) уравнение (36) с начальным

условием (37) имеет единственное абсолютно непрерывное решение вида

x(t,s) =
tr

t0

[︂
e

tr

τ

a(θ,s)dθ
b(τ,s)u(τ,s)+

tr

τ

s1r

s0

e

τ1r

τ

a(θ,ξ)dθ
R(t,τ1,s,ξ)b(τ,ξ)u(τ,ξ)dξdτ1

]︂
dτ+

+
tr

t0

s1r

s0

e

τr

t0

a(θ,ξ)dθ
R(t,τ,s,ξ)φ(ξ)dξdτ+ e

tr

t0

a(θ,s)dθ
φ(s),

где резольвента R(t,τ,s,ξ) ядра K(t,τ,s) удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению

∂R(t,τ,s,ξ)
∂ t

= a(t,s)R(t,τ,s,ξ)+
s1w

s0

K(t,τ1,ξ)R(τ1,τ,s,ξ)dτ1
(39)

с начальными данными

R(t,τ,s,s) = K(t,τ,s). (40)

По аналогии с разделами 2.2, 2.3 можно доказать существование и единственность решения оп-
тимизационной задачи (36)–(38) и получить форму представления оптимального управления в виде

Теорема 3.2. Оптимальное управление для задачи (36)–(38) при U = R имеет вид

u0(τ,ξ) =−F−1(τ,ξ)

{︄
b(τ,s1)

t1w

τ

e

tr

τ

a(θ,s1)dθ
Q(t,s1)x0(t,s1)dt+

+b(τ,ξ)

[︄ t1w

τ

tw

τ

e

τ1r

τ

a(θ,ξ)dθ
R(t,τ1,s1,ξ)Q(t,s1)x0(t,s1)dτ1dt+

+

s1w

s0

t1w

τ

tw

τ

e

τ1r

τ

a(θ,ξ)dθ
R(t,τ1,s,ξ)Q(t,s)x0(t,s)dsdτ1dt

]︄}︄
,

где функция R(t,τ,s,ξ) определяется из (39), (40), а x0(t,s) есть решение системы (36), (37),
соответствующее оптимальному управлению.

Детали доказательства и другие подробности можно найти в [29].
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Аннотация. В работе исследуются анализ чувствительности и асимптотическое поведе-
ние решений параметрических выпуклых задач полубесконечного программирования
с компактными полиэдральными индексными множествами. Анализируются свойства
оптимальных решений, множителей Лагранжа и множества активных индексов при
стремлении параметра к номинальному значению. При стандартных предположениях
о гладкости, выпуклости и выполнении условий регулярности ограничений получены
соотношения, характеризующие пределы и производные первого порядка соответствую-
щих прямых и двойственных функций решений.

1. Introduction

Parametric optimization, which investigates how the optimal solutions and value functions of
optimization problems respond to perturbations in problem data, constitutes a vital and rapidly evolving
field of mathematical programming [1–3]. Understanding the sensitivity, stability, and well-posedness of
optimization models is crucial for both theoretical analysis and practical applications, such as engineering
design, economic forecasting, and robust decision-making under uncertainty [4–8].

Over the past few decades, substantial research efforts have been dedicated to analyzing parametric
optimization problems. The existing literature can be broadly classified into three main research directions,
according to the structure of the underlying optimization models:

A. Parametric Nonlinear Programming (NLP), where the problems involve a finite number of
variables and constraints. Classic foundations and comprehensive surveys in this area can be found
in the pioneering works of Fiacco [1], Bank et al. [9], see also [2; 10–12].
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B. Parametric Semi-Infinite Programming (SIP), which deals with a finite number of variables but
infinitely many constraints. Key contributions to the theoretical foundations, stability, and sensitivity
analysis of SIP include the landmark studies by Hettich and Kortanek [4], López and Still [13],
Gobera and López [14], as well by the authors of [15;16].

C. General Parametric Optimization in Banach Spaces, which provides an abstract and unified
framework for the analysis of optimization problems in infinite-dimensional settings. Representative
contributions in this area include the monographs by Bonnans and Shapiro [3] and Rockafellar and
Wets [17], see also [18;19].

A fundamental concept that connects convergence and stability across these areas is well-posedness
under perturbations. This notion, extensively developed by Levitin and Polyak [20; 21], has become
a cornerstone of modern sensitivity and error bound analysis [22].

Formally, three classes of models introduced above satisfy the inclusion relation A ⊂ B ⊂C, where
SIP occupies a unique intermediate position. Due to the presence of infinitely many constraints, standard
results and techniques from finite-dimensional parametric NLP (Group A) cannot be directly applied to
SIP problems without facing significant topological and analytical challenges. On the other hand, since
SIP constitutes a particular class of optimization problems in Banach spaces (Group C), the abstract
perturbation framework developed for general infinite-dimensional optimization remains applicable.

However, relying solely on the general framework of Group C often yields conditions that are
overly abstract, non-constructive, and difficult to verify in practice. By exploiting the specific structure of
SIP – namely, a finite-dimensional decision space combined with an infinite constraint system indexed
by a compact set – these general results can be significantly refined and simplified, making them more
transparent, computationally tractable, and readily verifiable. Furthermore, the explicit geometric and
analytical structure of SIP allows one to establish stronger, sharper, and more exact sensitivity results
than those obtained by a direct application of the general infinite-dimensional theory. Consequently, SIP
occupies a particularly attractive position, combining the rich theoretical framework of infinite-dimensional
optimization with structural properties that permits a more precise and practical analysis.

Interest in this area has experienced a strong resurgence in recent years. Current research (2020–
2026) has significantly advanced the study of parametric and stability properties of semi-infinite problems,
extending classical results to nonconvex SIP, generalized SIP (GSIP), and robust optimization frameworks.
These developments are reflected in recent surveys and research contributions by Mitsos et al. [23],
López [24], as well as in a growing number of engineering and applied optimization studies [5].

In this paper, we consider the following parametric convex semi-infinite programming problem

(SIP(ε)) : min
x

f∗(x,ε),

s. t. f (x, t,ε)⩽ 0, ∀t ∈ T := {t ∈ Rp : a⊤i t ⩽ bi, i ∈ I},

where x ∈Rn is the decision variable; t ∈Rp is the constraint index, and ε ∈R is the parameter. The index
set T is a non-empty compact polyhedron defined by a finite number of linear inequalities, vectors ai ∈Rp,
i ∈ I, and numbers bi, i ∈ I, are supposed to be given. We assume that the scalar functions f∗(x,ε) and
f (x, t, ε) are sufficiently smooth with respect to all their arguments. Furthermore, they are assumed to be
convex with respect to x ∈Rn for all t ∈ T and all ε∈ E(ε0) := [ε0−δ,ε0+δ], where δ> 0 is a sufficiently
small positive number. Here and in what follows, the symbol ⊤ stands for the transpose operation.

For a fixed parameter value ε, let x(ε) be an optimal solution to problem (SIP(ε)), and let Ta(x(ε),ε)
denote the corresponding active index set defined as:

Ta(x(ε),ε) := {t ∈ T : f (x(ε), t,ε) = 0}.

Suppose that the active set above consists of a finite number of elements, i. e.,Ta(x(ε),ε)= {ts(ε), s∈ S(ε)},
with |S(ε)|< ∞. Then, under standard constraint qualification assumptions (such as the Slater constraint
qualification), the first-order optimality conditions guarantee the existence of Lagrange multipliers
ys(ε) ⩾ 0, s ∈ S(ε), such that:

∂ f∗(x(ε),ε)
∂x

+ ∑
s∈S(ε)

ys(ε)
∂ f (x(ε), ts(ε),ε)

∂x
= 0.
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The main objective of this paper is to systematically study the properties and asymptotic behavior
of the mappings representing the primal solution x(ε), the dual solution y(ε) = (ys(ε), s ∈ S(ε)), and
the active indices ts(ε), s ∈ S(ε), as the parameter ε approaches the unperturbed value ε0. Specifically,
we analyze the limiting values of these mappings and their derivatives at ε = ε0. We show that both
the limiting values and the derivatives can be characterized as solutions of certain linearly constrained
quadratic optimization problems. This characterization enables us to derive a system of linear equations
and inequalities that must be satisfied by the corresponding limiting values and derivatives.

The theoretical results obtained in this paper are intended to provide a solid foundation for future
research on the corresponding inverse problem. Specifically, given a known solution to the unperturbed
problem (SIP(ε0)), our goal is to predict and accurately characterize the local behavior of the primal-dual
solution trajectories under small perturbations of the parameter ε. In particular, we seek to describe and
track the evolution of both primal and dual solutions as ε varies in a neighborhood of ε0.

2. Problem Statement, Notation, and Assumptions

In this paper, we consider the parametric semi-infinite programming problem (SIP(ε)) formulated
in the Introduction. For simplicity and without loss of generality, we suppose hereinafter that ε0 = 0.

We also assume that the following standard assumption is fulfilled.
Assumption 2.1. Let the following conditions be satisfied:
1. The constraints of problem (SIP(0)) satisfy the Slater condition, i. e., there exists x̄ ∈ Rn such

that f (x̄, t,0)< 0 for all t ∈ T .
2. The sets of feasible solutions X(ε) := {x ∈ Rn : f (x, t,ε) ⩽ 0, t ∈ T} of parametric problems

(SIP(ε)), are non-empty and uniformly bounded for ε ∈ E(0) := [−δ,δ], for a sufficiently small δ> 0.
Under Assumption 2.1, problem (SIP(ε)) has an optimal solution for any ε ∈ E(0) (see [3]). Let

x(ε) be an optimal solution to (SIP(ε)).
Assumption 2.2. Suppose that for all ε ∈ E(0), the set Ta(x(ε),ε) consists of a finite number of

elements, i. e. it admits a representation

Ta(x(ε),ε) = {ts(ε), s ∈ S(ε)}

and there exists M > 0 such that the cardinality of the set S(ε) is less than M.
Consider ε ∈ E(0). It is evident that for all s ∈ S(ε), the vector ts(ε) is a global optimal solution

of the lower level problem (LLP(x(ε),ε)):

(LLP(x,ε)) : max
t

f (x, t,ε), s.t. t ∈ T.

For s ∈ S(ε), denote

Is(ε) := Ia(ts(ε)), where Ia(t) := {i ∈ I : a⊤i t = bi}.

Then, for s ∈ S(ε), according to the optimality conditions for ts(ε) in problem (LLP(x(ε),ε)), there exists
a vector µ(s,ε) = (µi(s,ε), i ∈ Is(ε))

⊤ such that:
∂ f (x(ε), ts(ε),ε)

∂ t
= ∑

i∈Is(ε)

aiµi(s,ε), µi(s,ε)⩾ 0, i ∈ Is(ε), (1)

l⊤
∂ 2 f (x(ε), ts(ε),ε)

∂ t2 l ⩽ 0, ∀l ∈ K(ts(ε),ε),

where

K(t,ε) :=
{︃

l ∈ Rp : a⊤i l ⩽ 0, i ∈ Ia(t), l⊤
∂ f (x(ε), t,ε)

∂ t
⩾ 0
}︃
.

Note that the set K(ts(ε),ε) admits the following representation:

K(ts(ε),ε) = {l ∈ Rp : a⊤i l = 0 if µi(s,ε)> 0, a⊤i l ⩽ 0 if µi(s,ε) = 0, i ∈ Is(ε)}.
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Under the Slater condition, the first-order optimality conditions for x(ε) in problem (SIP(ε)) imply
the existence of Lagrange multipliers ys(ε), s ∈ S(ε), such that

∂ f∗(x(ε),ε)
∂x

+ ∑
s∈S(ε)

ys(ε)
∂ f (x(ε), ts(ε),ε)

∂x
= 0, ys(ε)⩾ 0, s ∈ S(ε). (2)

Assumptions 2.1, 2.2 and the compactness of the set T imply the existence of an index set J̄ and
a subsequence εm, m = 1,2, . . . , such that εm → 0 as m → ∞,

S(εm) = S for all sufficiently large m, S =
⋃︂
j∈J̄

S j, S j ∩Si =∅ if i ̸= j,

and there exist limits

lim
m→∞

ts(εm) =: t∗j , s ∈ S j, j ∈ J̄, (3)

lim
m→∞

ys(εm) =: y∗s , s ∈ S, lim
m→∞

x(εm) =: x0. (4)

In what follows, we simplify the notation by considering the sequence ε→ 0 instead of the
subsequence εm → 0 as m → ∞, without loss of generality.

Denote
Ta(x0,0) = {t0

j , j ∈ J0},

where J0 := S(0). It follows fromAssumption 2.2 that |J0|<∞, and it is evident that {t∗j , j ∈ J̄}⊂ Ta(x0,0),
where t∗j , j ∈ J̄, and x0 are defined in (3) and (4). Hence, we can assume that

t0
j = t∗j , j ∈ J̄ ⊂ J0.

Let us set

y0
j := ∑

s∈S j

y∗s , j ∈ J̄; y0
j = 0, j ∈ J0 \ J̄. (5)

It is easy to show that the vector x0 is a feasible solution to unperturbed problem (SIP(0)) and
that the following conditions are satisfied:

∂ f∗(x0,0)
∂x

+ ∑
j∈J0

y0
j
∂ f (x0, t0

j ,0)

∂x
= 0, y0

j ⩾ 0, j ∈ J0. (6)

These conditions imply the optimality of x0 in problem (SIP(0)), taking into account its convexity.
By definition, Ta(x0,0) = Ta(x(ε),ε)|ε=0, hence, as mentioned above, the vectors t0

j , j ∈ J0, are
global optimal solutions to the lower level problem (LLP(x0,0)). Consequently, there exist vectors

µ( j) = (µi( j), i ∈ I j)
⊤, j ∈ J0,

such that
∂ f (x0, t0

j ,0)

∂ t
= ∑

i∈I j

aiµi( j), µi( j)⩾ 0, i ∈ I j, j ∈ J0, (7)

l⊤
∂ 2 f (x0, t0

j ,0)

∂ t2 l ⩽ 0, ∀l ∈ K( j), (8)

where
I j := {i ∈ I : a⊤i t0

j = bi},

K( j) := {l ∈ Rp : a⊤i l = 0 if µi( j)> 0, a⊤i l ⩽ 0 if µi( j) = 0, i ∈ I j}=

= {l ∈ Rp : a⊤i l ⩽ 0, i ∈ I j; l⊤
∂ f (x0, t0

j ,0)

∂ t
= 0}, j ∈ J0.
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Assumption 2.3. In the terminology defined earlier, there exist finite limits:

lim
ε→0

x(ε)− x0

ε
=: κ∗, (9)

lim
ε→0

ts(ε)− t0
j

ε
=: τ∗s , s ∈ S j, j ∈ J̄. (10)

For simplicity, in what follows we use the following shorthand notation:

f j(·) := f (x0, t0
j ,0),

∂ k+s f j(·)
∂xk∂ys :=

∂ k+s f (x0, t0
j ,0)

∂xk∂ys , j ∈ J0, s ⩾ 0, k ⩾ 0, k+ s ⩽ 2.

Let us denote

L̄(x,ε) := f∗(x,ε)+ ∑
j∈J0

y0
j f (x, t0

j ,ε); D :=
∂ 2L̄(x0,0)

∂x2 , c :=
∂ 2L̄(x0,0)

∂x∂ε
;

D j :=
∂ 2 f j(·)

∂ t2 , A j :=
∂ 2 f j(·)
∂ t∂x

, c j :=
∂ 2 f j(·)
∂ t∂ε

, q j :=
∂ f j(·)

∂x
, ω j =

∂ f j(·)
∂ε

, j ∈ J0.

(11)

Consider the following linear programming problem:

(LP) : max ∑
j∈J0

y jω j, s. t.
∂ f∗(x0,0)

∂x
+ ∑

j∈J0

y jq j = 0, y j ⩾ 0, j ∈ J0,

and its dual problem:

(DLP) : min κ⊤ ∂ f∗(x0,0)
∂x

, s. t. q⊤j κ+ω j ⩽ 0, j ∈ J0.

It follows from (6) that the vector y0 is a feasible solution to problem (LP). Moreover, by the
Slater condition (see Assumption 2.1), the feasible set of this problem is bounded. Hence, the optimal
solution set of problem (LP) is nonempty and also bounded. Consequently, both problems (LP) and
(DLP) have optimal solutions.

Let Y 0 be the set of all optimal solutions to problem (LP). Introduce the following sets:

J∗∗ := { j ∈ J0 : ∃y ∈ Y 0 such that y j > 0}, J∗0 := J0 \ J∗∗ .

It is evident that there exists ȳ ∈ Y 0 such that

ȳ j > 0 ∀ j ∈ J∗∗ , ȳ j = 0 ∀ j ∈ J∗0 . (12)

Then, it is easy to show that the optimal solution set X∗ of problem (DLP) can be characterized as follows:

X∗ = {κ ∈ Rn : q⊤j κ+ω j = 0, j ∈ J∗∗ , q⊤j κ+ω j ⩽ 0, j ∈ J∗0}. (13)

3. Main results

In this section, we will use the following functions:

Ψ j(τ,x) :=
1
2
τ⊤D jτ+ c⊤j τ+ x⊤A jτ, x ∈ Rn, τ ∈ Rp, j ∈ J0; (14)

Ω j(κ,ρ) :=
1
2
κ⊤ ∂ 2 f j(·)

∂x2 κ+
∂ 2 f j(·)
∂x∂ε

κ+
1
2

∂ 2 f j(·)
∂ε2 +ρ, κ ∈ Rn, ρ ∈ R; (15)

Ω0(κ) :=
1
2
κ⊤ ∂ 2 f∗(x0,0)

∂x2 κ+
∂ 2 f∗(x0,0)

∂x∂ε
κ+

1
2

∂ 2 f∗(x0,0)
∂ε2 , κ ∈ Rn;

ρ j(κ) := max
τ∈K( j)

Ψ j(τ,κ), j ∈ J∗∗ ; (16)

∆x(ε) = x(ε)− x0, ∆ts(ε) = ts(ε)− t0
j , s ∈ S j, j ∈ J̄.

Notice that functions Ω j(κ,ρ), j ∈ J∗∗ , and Ω0(κ) are convex with respect to their variables, functions
Ψ j(τ,x), j ∈ J0, are not convex with respect to τ ∈ Rp in general.
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3.1. Properties of vector y0 and derivatives τ∗s , s ∈ S j, j ∈ J̄

In this subsection, we show that the vector y0 defined in (5) is a solution to certain linear programming
problems, and that for j ∈ J̄, the vectors τ∗s , s ∈ S j, solve a non-convex linear-quadratic problem.

Theorem 3.1. Let Assumptions 2.1–2.3 hold. Consider the vector y0 = (y0
j , j ∈ J0) with entries

defined in (5), and the vectors κ∗ and τ∗s , s ∈ S j, j ∈ J̄, defined in (9) and (10), respectively. Then:
i) the vectors y0 = (y0

j , j ∈ J0) and κ∗ are optimal solutions to problems (LP) and (DLP);
ii) for j ∈ J̄, the vectors τ∗s , s ∈ S j, solve the corresponding problem

maxΨ j(τ,κ∗), s. t. τ ∈ K( j). (17)

Proof. Let us prove statement i). To this end, we first show that for j ∈ J̄, the inclusions τ∗s ∈ K( j),
s ∈ S j, hold true.

It is evident that Is(ε) = Ia(ts(ε)) ⊂ I j for sufficiently small ε > 0. Hence, for such ε and
∆ts(ε):= ts(ε)− t∗j , we have

a⊤i ∆ts(ε) = 0, i ∈ Is(ε), a⊤i ∆ts(ε)⩽ 0, i ∈ I j \ Is(ε). (18)

Dividing both sides of (18) by ε and passing to the limit yields:

a⊤i τ
∗
s ⩽ 0, i ∈ I j, s ∈ S j, j ∈ J̄.

Using (18), we multiply both sides of (1) by ∆ts(ε) to get:

∂ f⊤(x(ε), ts(ε),ε)
∂ t

∆ts(ε) = ∑
i∈Is(ε)

a⊤i ∆ts(ε)µi(s,ε) = 0.

Dividing both sides of the last equality by ε and passing to the limit, we obtain

∂ f⊤j (·)
∂ t

τ∗s = 0, s ∈ S j, j ∈ J̄. (19)

Hence, we have shown that τ∗s ∈ K( j), s ∈ S j, j ∈ J̄.
By construction,

f (x0, t0
j ,0) = 0, j ∈ J0,

f (x(ε), ts(ε),ε) = 0, s ∈ S j, j ∈ J̄; f (x(ε), t0
j ,ε)⩽ 0, j ∈ J0 \ J̄.

Hence,

0 = f (x(ε), ts(ε),ε)=

=
∂ f⊤j (·)

∂x ∆x(ε)+
∂ f⊤j (·)

∂ t ∆ts(ε)+
∂ f j(·)

∂ε
ε+o(∥(∆x(ε),∆ts(ε),ε)∥), s ∈ S j, j ∈ J̄; (20)

f (x(ε), t0
j ,ε) =

∂ f⊤j (·)
∂x ∆x(ε)+ ∂ f j(·)

∂ε
ε+o(∥(∆x(ε),ε)∥)⩽ 0, j ∈ J0 \ J̄. (21)

After dividing both sides of (20) and (21) by ε and letting ε→ 0, we obtain
∂ f⊤j (·)

∂x κ∗+
∂ f⊤j (·)

∂ t τ∗s +
∂ f j(·)

∂ε
= 0, s ∈ S j, j ∈ J̄,

∂ f⊤j (·)
∂x κ∗+

∂ f j(·)
∂ε

⩽ 0, j ∈ J0 \ J̄.

Taking into account (19), the above relations imply:

q⊤j κ∗+ω j = 0, j ∈ J̄, q⊤j κ∗+ω j ⩽ 0, j ∈ J0 \ J̄. (22)

Hence the vector κ∗ is a feasible solution to problem (DLP).
Consider the vector y0 = (y0

j , j ∈ J0)⊤,where the components y0
j , j ∈ J0, are defined in (5). It follows

from (6) that y0 is a feasible solution to problem (LP). Moreover, the relations (22) imply that y0 is an
optimal solution to (LP) and κ∗ is the corresponding dual optimal solution; that is, κ∗ solves the problem
(DLP). Hence, statement i) is proved.

Now, let us prove statement ii) by showing that for j ∈ J̄, the vectors τ∗s , s ∈ S j, are global optimal
solutions to problem (17).
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Suppose, to the contrary, that for some j ∈ J̄ and s ∈ S j, there exists a vector τ j ∈ K( j) such that

−1
2
τ⊤j D jτ j − (c j +A⊤

j κ∗)⊤τ j <−1
2
τ∗s

⊤D jτ
∗
s − (c j +A⊤

j κ∗)⊤τ∗s . (23)

Since τ j ∈ K( j), there exists ε∗ > 0 such that t0
j +ετ j ∈ T for all 0 ⩽ ε⩽ ε∗.

As mentioned above, for any s ∈ S j and ε ∈ E(0), we have

0 = f (x(ε), ts(ε),ε)⩾ f (x(ε), t,ε), ∀t ∈ T. (24)

Computing the Taylor expansions yields:

0 = f (x(ε), ts(ε),ε) = f j(·)+
∂ f⊤j (·)

∂x ∆x(ε)+
∂ f⊤j (·)

∂ t ∆ts(ε)+
∂ f j(·)

∂ε
ε+

+1
2 ∆x⊤(ε) ∂ 2 f j(·)

∂x2 ∆x(ε)+ 1
2 ∆t⊤s (ε)

∂ 2 f j(·)
∂ t2 ∆ts(ε)+ 1

2
∂ 2 f j(·)

∂ε2 ε
2+ (25)

+∆t⊤s (ε)
∂ 2 f j(·)
∂ t∂x ∆x(ε)+

∂ 2 f⊤j (·)
∂ε∂x ∆x(ε)ε+

∂ 2 f⊤j (·)
∂ε∂ t ∆ts(ε)ε+o(∥(∆x(ε),∆ts(ε),ε)∥2)

and

f (x(ε), t0
j +ετ j,ε) = f j(·)+

∂ f⊤j (·)
∂x ∆x(ε)+

∂ f⊤j (·)
∂ t τ jε+

∂ f j(·)
∂ε
ε+

+1
2 ∆x⊤(ε) ∂ 2 f j(·)

∂x2 ∆x(ε)+ 1
2τ

⊤
j

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ jε

2 + 1
2

∂ 2 f j(·)
∂ε2 ε

2+ (26)

+τ⊤j
∂ 2 f j(·)
∂ t∂x ∆x(ε)ε+

∂ 2 f⊤j (·)
∂ε∂x ∆x(ε)ε+

∂ 2 f⊤j (·)
∂ε∂ t τ jε

2 +o(∥(∆x(ε),ε)∥2).

Note that, due to Assumption 2.3, in the above expansions, we have o(∥(∆x(ε),∆ts(ε),ε)∥2) = o(ε2)
and o(∥(∆x(ε),ε)∥2) = o(ε2).

Since τ j ∈ K( j), it holds that ∂ f⊤j (·)
∂ t τ j = 0. Multiplying both sides of (7) by ∆ts(ε) and using (18),

we get ∂ f⊤j (·)
∂ t ∆ts(ε)⩽ 0. Consequently, it follows from (24)–(26) that

1
2 ∆t⊤s (ε)

∂ 2 f j(·)
∂ t2 ∆ts(ε)+∆t⊤s (ε)

∂ 2 f j(·)
∂ t∂x ∆x(ε)+

∂ 2 f⊤j (·)
∂ε∂ t ∆ts(ε)ε+o(ε2)⩾

⩾ 1
2τ

⊤
j

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ jε

2 +τ⊤j
∂ 2 f j(·)
∂ t∂x ∆x(ε)ε+

∂ 2 f⊤j (·)
∂ε∂ t τ jε

2 +o(ε2).

Dividing both sides of this inequality by ε2 and passing to the limit, we obtain

1
2
τ∗⊤s

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ∗s +τ

∗⊤
s

∂ 2 f j(·)
∂ t∂x

κ∗+
∂ 2 f⊤j (·)

∂ε∂ t
τ∗s ⩾

1
2
τ⊤j

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ j +τ

⊤
j

∂ 2 f j(·)
∂ t∂x

κ∗+
∂ 2 f⊤j (·)

∂ε∂ t
τ j.

But this contradicts inequality (23). Hence, we have proved that for any j ∈ J̄, each vector τ∗s , s ∈ S j, is
a global optimal solution to problem (17).

It was proved above that y0 ∈ Y 0 and κ∗ ∈ X∗. Taking these inclusions into account along with
the fact that, by construction, y0

j = 0 for j ∈ J0 \ J̄ and that κ∗ satisfies (22), we conclude that

y0
j = 0 ∀ j ∈ J0 \ (J∗∗ ∩ J̄),

q⊤j κ∗+ω j = 0, j ∈ J̄, q⊤j κ∗+ω j = 0, j ∈ J∗∗ \ J̄, q⊤j κ∗+ω j ⩽ 0, j ∈ J∗0 \ J̄. (27)

To derive further properties of the vector y0 = (y0
j , j ∈ J0) defined in (5), we introduce one

more assumption.
Assumption 3.2. Suppose the following condition holds(︂

κ∗⊤A j + c⊤j
)︂

l ⩽ 0, ∀l ∈ ∆K( j) := {l ∈ K( j)\{0} : l⊤D jl = 0}, ∀ j ∈ J∗∗ \ J̄.

Note that for j ∈ J∗∗ \ J̄, this condition is considered to be satisfied if∆K( j)=∅. Thus, Assumption 3.2
holds whenever the inequalities (8) are strict.

According to [25], this assumption is equivalent to the following condition: for each j ∈ J∗∗ \ J̄,
problem (17) admits an optimal solution.
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Theorem 3.3. Let Assumptions 2.1–2.3, 3.2 be fulfilled. Then the vector y0 = (y0
j , j ∈ J0) defined

in (5) is an optimal solution to the following problem

max
y∈Y 0

(︁
∑
j∈J∗∗

y jΩ j(κ∗,ρ j(κ∗))+Ω0(κ∗)
)︁
. (28)

Proof. Problem (28) can be rewritten in the form

(LP∗) : max ∑
j∈J∗∗

y jWj(κ∗), s. t. ∑
j∈J∗∗

q jy j +
∂ f∗(x0,0)

∂x
= 0, y j ⩾ 0, j ∈ J∗∗ ;

whereWj(κ∗) := Ω j(κ∗,ρ j(κ∗)), j ∈ J∗∗ , and the functions ρ j(κ), Ω j(κ,ρ j) are defined in (16) and (15).
Let us write the dual problem to problem (LP∗):

(DLP∗) : min
∂ f∗(x0,0)⊤

∂x
w, s. t. q⊤j w+Wj(κ∗)⩽ 0, j ∈ J∗∗ .

The feasible set of problem (LP∗) coincides with that of problem (LP). Therefore, it is nonempty
and bounded. By standard results from linear programming theory, the feasible set of dual problem (DLP∗)
is also nonempty.

First, let us show that

lim
ε→0

1
ε2

∂ f⊤j (·)
∂ t

∆ts(ε) = 0, j ∈ J∗∗ ∩ J̄. (29)

Consider j ∈ J∗∗ ∩ J̄. Since ∆ts(ε) := ts(ε)− t0
j = ε(τ

∗
s +∆τs(ε)), where ∥∆τs(ε)∥ → 0 as ε→ 0, and

∂ f⊤j (·)
∂ t τ∗s = 0 for s ∈ S j, j ∈ J̄ (see (19)), we need to show that

lim
ε→0

1
ε

∂ f⊤j (·)
∂ t

∆τs(ε) = 0. (30)

The direction∆ts(ε) is feasible at the point t0
j in the set T , and t0

j solves the problemmaxt∈T f (x0, t,0).
Hence, by the first-order optimality conditions, we have the following

∂ f⊤j (·)
∂ t

∆ts(ε)⩽ 0 =⇒
∂ f⊤j (·)

∂ t
∆τs(ε)⩽ 0. (31)

The direction −∆ts(ε) is feasible at the point ts(ε) in T , and ts(ε) solves the problem maxt∈T f (x(ε), t,ε).
Therefore, by the first-order optimality conditions for this problem, we have

∂ f⊤(x(ε), ts(ε),ε)
∂ t

∆ts(ε)⩾ 0.

Hence,

0 ⩽

(︃
∂ f j(·)

∂ t
+ε

(︃
∂ 2 f j(·)
∂ t∂x

κ∗+
∂ 2 f j(·)

∂ t2 τ∗s +
∂ 2 f j(·)
∂ t∂ε

)︃
+o(ε)

)︃⊤

(τ∗s +∆τs(ε)). (32)

It was noted above that ∂ f⊤j (·)
∂ t τ∗s = 0 and τ∗s is an optimal solution to problem (17). Then from the

first-order optimality conditions for τ∗s in problem (17), we get(︃
∂ 2 f j(·)
∂ t∂x

κ∗+
∂ 2 f j(·)

∂ t2 τ∗s +
∂ 2 f j(·)
∂ t∂ε

)︃⊤

τ∗s = 0.

Consequently, the inequality (32) can be rewritten as follows

0 ⩽

(︃
∂ f j(·)

∂ t
+ε

(︃
∂ 2 f j(·)
∂ t∂x

κ∗+
∂ 2 f j(·)

∂ t2 τ∗s +
∂ 2 f j(·)
∂ t∂ε

)︃
+o(ε)

)︃⊤

∆τs(ε).

By dividing both sides of the preceding inequality by ε and passing to the limit as ε→ 0, keeping
in mind that ∆τs(ε)→ 0 as ε→ 0, we obtain

0 ⩽ lim
ε→0

1
ε

∂ f⊤j (·)
∂ t

∆τs(ε).
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Together with (31), this inequality implies (30) and, therefore, (29).

It follows from Assumption 2.3 that the vector x(ε) admits the representation

x(ε) = x0 +κ∗ε+εw(ε) = x0 +κ∗ε+ε2w̃(ε), (33)

where w(ε)→ 0 as ε→ 0, and w̃(ε) := w(ε)
ε .

Consider j ∈ J∗∗ ∩ J̄. Then, for each s ∈ S j, it follows from (25), where o(∥(∆x(ε),∆ts(ε),ε)∥2) =
= o(ε2), that

0 = ε2 ∂ f⊤j (·)
∂x

w̃(ε)+
∂ f⊤j (·)

∂ t
∆ts(ε)+

1
2
ε2
(︂
κ∗⊤ ∂ 2 f j(·)

∂x2 κ∗+
∂ 2 f j(·)

∂ε2 +

+2
∂ 2 f j(·)
∂ε∂x

κ∗+2κ∗⊤ ∂ 2 f j(·)
∂x∂ t

τ∗s +τ
∗⊤
s

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ∗s +2

∂ 2 f j(·)
∂ε∂ t

τ∗s

)︂
+o(ε2) =⇒

=⇒ 0 = f (x(ε), ts(ε),ε) = ε2 ∂ f⊤j (·)
∂x

w̃(ε)+
∂ f⊤j (·)

∂ t
∆ts(ε)+ε2Wj(κ∗)+o(ε2). (34)

Here, we used the relation ∆x(ε) := x(ε)− x0 = κ∗ε+εw(ε) (see (33)), the equality ∂ f⊤j (·)
∂x κ∗ = 0, and

the fact that the vector τ∗s solves problem (17).
Now consider j ∈ J∗∗ \ J̄, and let τ∗j ∈ K( j) be an optimal solution to the corresponding problem (17).

By Assumption 3.2, such a solution exists. Hence,

∂ f⊤j (·)
∂ t

τ∗j = 0, ρ j(κ∗) = κ∗⊤ ∂ 2 f j(·)
∂x∂ t

τ∗j +
1
2
τ∗⊤j

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ∗j +

∂ 2 f⊤j (·)
∂ε∂ t

τ∗j . (35)

Since j /∈ J̄, it follows from the assumption that, for all sufficiently small ε> 0, we have t0
j +ετ

∗
j ∈ T

and f (x(ε), t0
j +ετ

∗
j ,ε)< 0. Thus,

f (x(ε), t0
j +ετ

∗
j ,ε) = ε

2 ∂ f⊤j (·)
∂x

w̃(ε)+ε
∂ f⊤j (·)

∂ t
τ∗j +

1
2
ε2
(︂
κ∗⊤ ∂ 2 f j(·)

∂x2 κ∗+
∂ 2 f j(·)

∂ε2 +2
∂ 2 f⊤j (·)

∂ε∂x
κ∗+

+2κ∗⊤ ∂ 2 f j(·)
∂x∂ t

τ∗j +τ
∗⊤
j

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ∗j +2

∂ 2 f⊤j (·)
∂ε∂ t

τ∗j

)︂
+o(ε2) =⇒

=⇒ f (x(ε), t0
j +ετ

∗
j ,ε) = ε

2 ∂ f⊤j (·)
∂x

w̃(ε)+ε2Wj(κ∗)+o(ε2)< 0. (36)

Here, we used relations (35), (33), and (27). Taking into account (29), we divide both sides of
relations (34) and (36) by ε2. This yields

q⊤j w̃(ε)+Wj(κ∗) = Õ(ε), j ∈ J∗∗ ∩ J̄; q⊤j w̃(ε)+Wj(κ∗) = d j(ε)+ Õ(ε), d j(ε)⩽ 0, j ∈ J∗∗ \ J̄, (37)

where Õ(ε) denotes a function satisfying Õ(ε)→ 0 as ε→ 0.
Consider the convex quadratic programming problem

(QP∗) : min
w

(w− w̃(ε))⊤(w− w̃(ε)), s. t. q⊤j w+Wj(κ∗)⩽ 0, j ∈ J∗∗ .

As observed above, the feasible set of this problem is nonempty. Therefore, this problem admits a unique
optimal solution, denoted by w0(ε). The optimality conditions for w0(ε) in (QP∗) imply the existence of
a vector λ(ε) = (λ j(ε), j ∈ J∗∗ )

⊤ such that

w0(ε)+Qλ(ε)− w̃(ε) = 0, λ(ε)⩾ 0, λ⊤(ε)(Q⊤w0(ε)+W (κ∗)) = 0,

where Q = (q j, j ∈ J∗∗ ) and W (κ∗) = (Wj(κ∗), j ∈ J∗∗ )
⊤. Hence,

w̃(ε) = w0(ε)+Qλ(ε) =⇒ Q⊤w̃(ε) = Q⊤w0(ε)+Q⊤Qλ(ε) =⇒ (38)

=⇒ Q⊤w̃(ε)+W (κ∗) = Q⊤w0(ε)+W (κ∗)+Q⊤Qλ(ε) =⇒

=⇒ λ⊤(ε)
(︂

Q⊤w̃(ε)+W (κ∗)
)︂
= λ⊤(ε)Q⊤Qλ(ε). (39)

Let us show that
lim
ε→0

∥λ(ε)∥= 0. (40)



Parametric semi-infinite programming problems: properties of solution functions 41

If λ(ε) = 0 for all sufficiently small ε > 0, then equality (40) is evident. Suppose that λ(ε) ̸= 0 for all
sufficiently small ε> 0, and set λ∗ := limε→0

λ(ε)
∥λ(ε)∥ . Assume that limε→0 ∥λ(ε)∥> 0. Dividing both sides

of equality (39) by ∥λ(ε)∥2 and passing to the limit while taking into account relations (37), we obtain

∑
j∈J∗∗\J̄

λ∗j d̄ j = λ
∗⊤Q⊤Qλ∗ ⩾ 0, where d̄ j = lim

ε→0
d j(ε)/∥λ(ε)∥⩽ 0, j ∈ J∗∗ \ J̄.

The above relations imply Qλ∗ = 0, λ∗ ⩾ 0, and λ∗ ̸= 0. However, this contradicts the fact that the feasible
set of problem (LP∗) is bounded (see problem (LP) and its properties). Hence, equality (40) holds.

Relations (38) and equality (40) imply that

w̃(ε) = w0(ε)+ Õ(ε). (41)

By construction, ∑ j∈J∗∗ ȳ jq j = ∑ j∈J∗∗∩J̄ y0
jq j, where the vector ȳ = (ȳ j, j ∈ J0)⊤ ∈ Y 0 and

satisfies (12). It follows from this equality and relations (37) that

∑
j∈J∗∗

ȳ jq⊤j w̃(ε) = ∑
j∈J∗∗∩J̄

y0
jq

⊤
j w̃(ε) =− ∑

j∈J∗∗∩J̄

y0
jWj(κ∗)+ Õ(ε).

Hence,
∑
j∈J∗∗

ȳ jq⊤j w̃(ε) = ȳ⊤∗ Q⊤w̃(ε) = const+ Õ(ε), (42)

where const :=−∑ j∈J∗∗∩J̄ y0
jWj(κ∗) and ȳ∗ = (ȳ j, j ∈ J∗∗ )

⊤.
The feasible setW := {w∈Rn : Q⊤w+W (κ∗)⩽ 0} of problems (DLP∗) and (QP∗) is a polyhedron.

Hence, it admits a V-representation; that is, there exist finite sets of n-vectors bi, i ∈ I∗, and ai, i ∈ I0 ∪ I1,
such that

q⊤j ai = 0, j ∈ J∗∗ , i ∈ I0; q⊤j ai ⩽ 0, j ∈ J∗∗ , ∑
j∈J∗∗

q⊤j ai =−1, i ∈ I1; (43)

W= {w ∈ Rn : w =Bγ+A0α+A1β, γ ∈ Γ, β⩾ 0},
where B= (bi, i ∈ I∗), γ= (γi, i ∈ I∗), Γ = {γ : γi ⩾ 0, i ∈ I∗, ∑

i∈I∗

γi = 1},

A0 = (ai, i ∈ I0), α= (αi, i ∈ I0), A1 = (ai, i ∈ I1), β= (βi, i ∈ I1).

Since w0(ε) ∈W, there exist γ(ε) ∈ Γ, α(ε) and β(ε)⩾ 0 such that

w0(ε) =Bγ(ε)+A0α(ε)+A1β(ε). (44)

It follows from the last representation, together with relations (41), (42), and the equality Q⊤A0 = 0
(see (43)), that

const+ Õ(ε) = ȳ⊤∗ Q⊤w̃(ε) = ȳ⊤∗ Q⊤w0(ε)+ Õ(ε) = ȳ⊤∗ Q⊤Bγ(ε)+ ȳ⊤∗ Q⊤A1β(ε)+ Õ(ε).

Consequently,
ȳ⊤∗ Q⊤Bγ(ε)+ ȳ⊤∗ Q⊤A1β(ε) = const+ Õ(ε). (45)

We now examine the term ȳ⊤∗ Q⊤A1β(ε)

ȳ⊤∗ Q⊤A1β(ε) = ∑
j∈J∗∗

ȳ jq⊤j ∑
i∈I1

aiβi(ε) = ∑
i∈I1

βi(ε) ∑
j∈J∗∗

ȳ jq⊤j ai = ∑
i∈I1

βi(ε)σi, (46)

where, with respect to relations (43), −ȳmax ⩽ σi := ∑ j∈J∗∗ ȳ jq⊤j ai ⩽ −ȳmin, ȳmax := max j∈J∗∗ ȳ j ⩾
⩾ ȳmin := min j∈J∗∗ ȳ j > 0. Since γ(ε) ∈ Γ and the set Γ is bounded, it follows from (45) and (46)
that there exists M > 0 such that 0 ⩽ βi(ε) ⩽ M for i ∈ I1. Hence, without loss of generality, we may
assume that

γ(ε)→ γ∗ ∈ Γ, βi(ε)→ β∗
i , 0 ⩽ β∗

i ⩽ M, i ∈ I1, as ε→ 0.

It follows from (41), (44), and (37) that

q⊤j w̃(ε)+Wj(κ∗) = q⊤j [Bγ(ε)+A0α(ε)+A1β(ε)]+Wj(κ∗)+ Õ(ε) =

= q⊤j [Bγ(ε)+A1β(ε)]+Wj(κ∗)+ Õ(ε) =

{︄
Õ(ε), j ∈ J∗∗ ∩ J̄;
d j(ε)+ Õ(ε), j ∈ J∗∗ \ J̄.
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Passing to the limit as ε→ 0 in the last expression and keeping in mind that d j(ε)⩽ 0 for j ∈ J∗∗ \ J̄, we
obtain

q⊤j w̄∗+Wj(κ∗)

{︄
= 0, j ∈ J∗∗ ∩ J̄;
⩽ 0, j ∈ J∗∗ \ J̄,

(47)

where w̄∗ =Bγ∗+A1β∗ and β∗ = (β∗
i , i ∈ I1)

⊤.
By construction, the vector (y0

j , j ∈ J∗∗ ) is feasible for problem (LP∗) with y0
j ⩾ 0 for j ∈ J∗∗ ∩ J̄

and y0
j = 0 for j ∈ J∗∗ \ J̄. This fact, combined with (47), implies that the vector (y0

j , j ∈ J∗∗ ) is an optimal
solution to problem (LP∗) and the vector w̄∗ is an optimal solution to problem (DLP∗). Hence, we have
proved that the vector (y0

j , j ∈ J0) solves problem (28).

3.2. Properties of the primal solution function derivative κ∗

The purpose of this subsection is to show that the vector κ∗, defined in (9), is an optimal solution to
a certain linear-quadratic problem. This problem can be formulated solely in terms of the optimal solution
x0 to the unperturbed problem (SIP(0)), which is a limit point of the sequence x(ε) as ε→ 0.

Using notations (11) and (15), let us consider the following SIP problem:

(SIP∗) : ∑
j∈J∗∗∩J̄

y0
jΩ j(κ,ρ j)+Ω0(κ)→ min,

s. t.
1
2
τ⊤D jτ+ c⊤j τ+κ⊤A jτ−ρ j ⩽ 0 ∀τ ∈ K( j), j ∈ J∗∗ ∩ J̄; (48)

q⊤j κ+ω j = 0, j ∈ J∗∗ ; q⊤j κ+ω j ⩽ 0, j ∈ J∗0 .

In problem (SIP∗), the vector of decision variables is ϕ= (κ ∈ Rn, ρ j ∈ R, j ∈ J∗∗ ∩ J̄).

Theorem 3.4. Let Assumptions 2.1–2.3 be fulfilled. Then the vector

ϕ0 = (κ∗, ρ∗j = ρ j(κ∗), j ∈ J∗∗ ∩ J̄), (49)

where the functions ρ j(κ), κ ∈ Rn, j ∈ J∗∗ , are defined in (16), is an optimal solution to problem (SIP∗).
Proof. It follows from the statements of Theorem 3.1 that the vector κ∗ is a feasible solution

of (SIP∗).
Consider the following convex quadratic programming problem

(QP) : ∑
j∈J∗∗∩J̄

y0
jΩ j(κ,ρ j)+Ω0(κ)→ min

κ,ρ
,

s. t.
1
2
τ∗s

⊤D jτ
∗
s + c⊤j τ

∗
s +κ⊤A jτ

∗
s −ρ j ⩽ 0, s ∈ S j, j ∈ J∗∗ ∩ J̄;

q⊤j κ+ω j = 0, j ∈ J∗∗ ; q⊤j κ+ω j ⩽ 0, j ∈ J∗0 .

Let us show that the vector (49) is an optimal solution to problem (QP).
Using notation (11) and setting ∆ys(ε) := ys(ε)− y∗s , s ∈ S j, j ∈ J̄, we obtain from (2)–(6) the

following implication

0 =
∂ f∗(x(ε),ε)

∂x
+ ∑

s∈S(ε)
y∗s

∂ f (x(ε), ts(ε),ε)
∂x

+ ∑
s∈S(ε)

∆ys(ε)
∂ f (x(ε), ts(ε),ε)

∂x
=⇒

=⇒ 0 = D∆x(ε)+∑
j∈J̄

∑
s∈S j

y∗s A j∆ts(ε)+∑
j∈J̄

∑
s∈S j

∆ys(ε)q j + cε+o(∥(∆x(ε),∆ts(ε),s ∈ S j, j ∈ J̄,ε)∥).

Taking into account Assumption 2.3, dividing both sides of the last equality by ε, and passing to the limit,
we obtain

Dκ∗+∑
j∈J̄

∑
s∈S j

A jy∗sτ
∗
s + lim

ε→0
∑
j∈J̄

q j ∑
s∈S j

∆ys(ε)

ε
+ c = 0. (50)
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Denote c∗ = Dκ∗+∑ j∈J̄ ∑s∈S j A jy∗sτ
∗
s + c, Q∗ = (q j, j ∈ J̄),

∆y j(ε) = ∑
s∈S j

∆ys(ε), j ∈ J̄, ∆y(ε) = (∆y j(ε), j ∈ J̄), z(ε) = Q∗ ∆y(ε)
ε

+ c∗.

Then it follows from (50) that z(ε)→ 0 as ε→ 0.
Notice that y∗s = 0 for s ∈ S j and j ∈ J̄ \ J∗∗ . Hence, ∆y j(ε) ⩾ 0 for all j ∈ J̄ \ J∗∗ . Applying

Proposition 6.1 (see Appendix), we conclude that there exist numbers η0
j , j ∈ J̄, such that Q∗(η0

j , j ∈
∈ J̄)⊤+ c∗ = 0 and η0

j ⩾ 0 for j ∈ J̄ \ J∗∗ .
By setting η0

j = 0 for all j ∈ J0 \ J̄, we conclude that the following relations hold true:

Dκ∗+ ∑
j∈J∗∗∩J̄

∑
s∈S j

A jy∗sτ
∗
s + ∑

j∈J0

q jη
0
j + c = 0, (51)

y∗s ⩾ 0, s ∈ S j, ∑
s∈S j

y∗s = y0
j , j ∈ J∗∗ ∩ J̄, η0

j ⩾ 0, j ∈ J∗0 .

It follows from Theorem 3.1 that κ∗ ∈ X∗ (see (13)) and the following equalities take place:
1
2
τ∗s

⊤D jτ
∗
s + c⊤j τ

∗
s +κ∗⊤A jτ

∗
s −ρ∗j = 0, s ∈ S j, j ∈ J∗∗ ∩ J̄. (52)

Hence, the vector ϕ0 is a feasible solution to problem (QP).
It follows from (51) and (52) that the vector ϕ0 satisfies the necessary and sufficient optimality

conditions for the convex problem (QP). Therefore, ϕ0 solves problem (QP).
Since τ∗s ∈ K( j) for s ∈ S j, j ∈ J∗∗ ∩ J̄, the feasible set of problem (SIP∗) is contained in the feasible

set of problem (QP). Thus, taking into account the feasibility of the vector ϕ0 for problem (SIP∗) and its
optimality in problem (QP), we conclude that ϕ0 is an optimal solution to problem (SIP∗) as well.

Corollary 3.5. Let Assumptions 2.1–2.3 be fulfilled. Suppose that the following limits exist:

lim
ε→0

ys(ε)− y∗s
ε

=: ∆ηs, s ∈ S j, j ∈ J̄.

Then these limits, together with those defined in (4), (9), and (10) solve the following system:

Dκ∗+∑
j∈J̄

∑
s∈S j

A jy∗sτ
∗
s +∑

j∈J̄

q j ∑
s∈S j

∆ηs + c = 0,

y∗s ⩾ 0, s ∈ S j, ∑
s∈S j

y∗s = y0
j , j ∈ J̄, ∆ηs ⩾ 0, s ∈ S j, j ∈ {i ∈ J̄ : y0

j = 0},

q⊤j κ∗+ω j = 0, j ∈ J̄∩ J∗∗ , q⊤j κ∗+ω j ⩽ 0, j ∈ J∗0 \ J̄.

Consider the minimax problem:

F(κ) :=
[︂
Ω0(κ)+max

y∈Y 0
∑
j∈J0

y j

(︃
Ω̄ j(κ)+ max

τ∈K( j)
Ψ j(τ,κ)

)︃]︂
→ min

κ∈X∗
, (53)

where Ω̄ j(κ) = Ω j(κ,ρ)−ρ, j ∈ J0, the functions Ω j(κ,ρ), j ∈ J0, and Ω0(κ) are defined in (15), the
functions Ψ j(τ,x), j ∈ J0, are defined in (14), Y 0 is the set of optimal solutions to problem (LP), and
X∗ is the set of optimal solutions to problem (DLP).

Notice that, to formulate this problem, one needs to know only the optimal solution x0 to the
unperturbed problem (SIP(0)), which is the limit point of the sequence x(ε) as ε→ 0.

Theorem 3.6. Let Assumptions 2.1–2.3 and 3.2 be fulfilled. Then the vector κ∗ is an optimal
solution to problem (53).

Proof. Note that it follows from Assumptions 2.1–2.3 and Theorems 3.1, 3.4 that κ∗ ∈ X∗ and
F(κ∗) < +∞. Hence, without loss of generality, we can restrict our consideration in problem (53) to
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the feasible solutions satisfying the condition F(κ) < +∞. Under this condition, problem (53) can be
rewritten in the following form:

(SIP∗∗) : β→ min,

s. t. ∑
j∈J∗∗

y jΩ j(κ,ρ j)+Ω0(κ)−β⩽ 0 ∀y ∈ Y 0;

Ψ j(τ,κ)−ρ j ⩽ 0 ∀τ ∈ K( j), j ∈ J∗∗ ;

q⊤j κ+ω j = 0, j ∈ J∗∗ ; q⊤j κ+ω j ⩽ 0, j ∈ J∗0 .

In this problem, the vector of decision variables is

(κ ∈ Rn, ρ j ∈ R, j ∈ J∗∗ , β ∈ R). (54)

As before, let us define the functions

ρ j(κ) := max
τ∈K( j)

Ψ j(τ,κ), j ∈ J∗∗ , β(κ) := max
y∈Y 0

(︁
∑
j∈J∗∗

y jΩ j(κ,ρ j(κ))+Ω0(κ)
)︁
.

Notice that if vector (54) is a feasible solution of problem (SIP∗∗), then ρ j(κ)<+∞ for all j ∈ J∗∗ .
Let κ be a feasible solution of problem (53). It is easy to verify that the vector (κ, ρ j(κ), j ∈

∈ J∗∗ , β(κ)) is a feasible solution of (SIP∗∗), and for any feasible solution (κ, ρ j, j ∈ J∗∗ , β) of (SIP∗∗),
we have β(κ)⩽ β. Moreover, we have F(κ) = β(κ).

Let κ̃ ∈ X∗ be a feasible solution of problem (53) such that F(κ̃)<+∞. Then, taking into account
that y0 ∈ Y 0, we obtain

F(κ̃) = β(κ̃) = max
y∈Y 0

(︁
∑
j∈J∗∗

y jΩ j(κ̃,ρ j(κ̃))+Ω0(κ̃)
)︁
⩾ ∑

j∈J∗∗

y0
jΩ j(κ̃,ρ j(κ̃))+Ω0(κ̃).

Since Assumption 3.2 is satisfied, problem (17) has an optimal solution for each j ∈ J∗∗ \ J̄. Hence,
without loss of generality, the constraint (48) in problem (SIP∗) can be replaced by the following one:

1
2
τ⊤D jτ+ c⊤j τ+κ⊤A jτ−ρ j ⩽ 0 ∀τ ∈ K( j), j ∈ J∗∗ ,

and the vector of decision variables ϕ= (κ ∈ Rn, ρ j ∈ R, j ∈ J∗∗ ∩ J̄) can be replaced by (κ ∈ Rn, ρ j ∈
∈ R, j ∈ J∗∗ ).

Taking into account this observation, together with the fact that y0
j = 0 for all j ∈ J∗∗ \ J̄ and applying

Theorem 3.4, we obtain

∑
j∈J∗∗

y0
jΩ j(κ̃,ρ j(κ̃))+Ω0(κ̃)⩾ ∑

j∈J∗∗

y0
jΩ j(κ∗,ρ j(κ∗))+Ω0(κ∗).

Furthermore, by Theorem 3.3, we know that

∑
j∈J∗∗

y0
jΩ j(κ∗,ρ j(κ∗))+Ω0(κ∗) = max

y∈Y 0

(︁
∑
j∈J∗∗

y jΩ j(κ∗,ρ j(κ∗))+Ω0(κ∗)
)︁
=: β(κ∗) = F(κ∗).

Hence, we have shown that F(κ̃) ⩾ F(κ∗) for any κ̃ ∈ X∗. Since κ∗ ∈ X∗, we conclude that κ∗ is an
optimal solution to problem (53).

4. Strengthening Assumption 3.2

In this section, we consider some assumptions that guarantee that Assumption 3.2 holds.

Assumption 4.1. There exists a finite limit

lim
ε→0

x(ε)− x0 −εκ∗

ε2 =: w∗.

Lemma 4.2. Let Assumptions 2.1–2.3 and 4.1 be fulfilled. Then Assumption 3.2 is fulfilled as well;
i. e., for j ∈ J∗∗ \ J̄, problem (17) has an optimal solution.
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Proof. Suppose the contrary: for some j0 ∈ J∗∗ \ J̄, the corresponding problem (17) has no optimal
solution. Then it follows from [25] that there exists a vector τ̄ ∈ Rp such that

τ̄ ∈ K( j0), τ̄⊤D j0 τ̄= 0, (c j0 +A⊤
j0κ

∗)τ̄> 0. (55)

Notice that it was proved above that, under Assumption 2.3, relations (27) hold. It follows from
these relations that q⊤j κ∗+ω j = 0 for j ∈ J∗∗ and hence,

q⊤j0∆x(ε)+ω j0ε= q⊤j0w∗ε2 +o(ε2). (56)

Since τ̄ ∈ K( j0), there exists a number ε∗ > 0 such that t0
j0 + ετ̄ ∈ T for all 0 ⩽ ε ⩽ ε∗. By

construction, f (x0, t0
j0 ,0) = 0, f (x(ε), t0

j0 +ετ̄,ε)⩽ 0, and therefore

f (x(ε), t0
j0 +ετ̄,ε) = (57)

= ε2
(︁ ∂ f⊤j0 (·)

∂x w∗+ 1
2κ

∗⊤ ∂ 2 f j0 (·)
∂x2 κ∗+ 1

2
∂ 2 f j0 (·)

∂ε2 +
∂ 2 f⊤j0 (·)

∂ε∂x κ∗+ τ̄⊤
∂ 2 f j0 (·)

∂ t∂x κ∗+
∂ 2 f⊤j0 (·)

∂ε∂ t τ̄
)︁
+o(ε2)⩽ 0.

Here, we took into account Assumption 2.3, the equalities
∂ f⊤j0 (·)

∂ t τ̄= 0, τ̄⊤D j0 τ̄= 0 (see (55)), and (56).
Dividing both sides of inequality (57) by ε2 and passing to the limit, we obtain

const+(A⊤
j0κ

∗+ c j0)
⊤τ̄⩽ 0, (58)

where const=
∂ f⊤j0 (·)

∂x w∗+ 1
2κ

∗⊤ ∂ 2 f j0 (·)
∂x2 κ∗+ 1

2
∂ 2 f j0 (·)

∂ε2 +
∂ 2 f⊤j0 (·)

∂ε∂x κ∗.
Notice that it follows from (55) that without loss of generality, the vector τ̄ can be scaled such that

(A⊤
j0κ

∗+ c j0)
⊤τ̄⩾ a, where 0 < a < ∞ is any fixed number. However, this contradicts (58). Hence, we

have proved that, for any j ∈ J∗∗ \ J̄, problem (17) has an optimal solution.
Let us make the following assumption.

Assumption 4.3. There exists a limit (9), and for each j ∈ J∗∗ ∪ J̄,(︁
A⊤

j κ∗+ c j
)︁⊤l < 0 ∀l ∈ ∆K( j) := {l ∈ K( j)\{0} : l⊤D jl = 0}. (59)

Note that relations (59) imply the fulfillment of Assumption 3.2 and, consequently, the existence
of optimal solutions to problem (17) for all j ∈ J∗∗ ∪ J̄.

Lemma 4.4. Suppose that Assumption 4.3 is fulfilled. Then there exist limits (10).
Proof. Consider an index j ∈ J̄. It follows fromAssumption 4.3 that the corresponding problem (17)

has an optimal solution, say τ j. Since τ j ∈ K( j), there exists a number ε∗ > 0 such that t0
j +ετ j ∈ T for

all 0 ⩽ ε⩽ ε∗.
Recall that, for s ∈ S j, inequalities (24) and expansions (25) and (26) hold. Since τ j ∈ K( j), we have

∂ f⊤j (·)
∂ t τ j = 0. Multiplying both sides of (7) by ∆ts(ε) and taking into account (18), we get

∂ f⊤j (·)
∂ t ∆ts(ε)⩽ 0.

Consequently, from (24), (25), and (26) it follows:

1
2

∆t⊤s (ε)
∂ 2 f j(·)

∂ t2 ∆ts(ε)+∆t⊤s (ε)
∂ 2 f j(·)
∂ t∂x

∆x(ε)+
∂ 2 f⊤j (·)

∂ε∂ t
∆ts(ε)ε+o(∥(∆ts(ε),ε)∥2)⩾

⩾
1
2
τ⊤j

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ jε

2 +τ⊤j
∂ 2 f j(·)
∂ t∂x

∆x(ε)ε+
∂ 2 f⊤j (·)

∂ε∂ t
τ jε

2 +o(ε2). (60)

It is evident that Is(ε) = Ia(ts(ε))⊂ I j for sufficiently small ε> 0. Hence, we have

a⊤i ∆ts(ε) = 0, i ∈ Is(ε), a⊤i ∆ts(ε)⩽ 0, i ∈ I j \ Is(ε). (61)

Multiplying both sides of (1) by ∆ts(ε) and taking into account (61), we obtain:

∂ f⊤(x(ε), ts(ε),ε)
∂ t

∆ts(ε) = ∑
i∈Is(ε)

a⊤i ∆ts(ε)µi(s,ε) = 0. (62)

Conditions (61) and (62) imply that ∆ts(ε) ∈ K( j). Hence, it follows from (8) that

∆t⊤s (ε)
∂ 2 f j(·)

∂ t2 ∆ts(ε)⩽ 0. (63)
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Let us divide both sides of (61) by ∥∆ts(ε)∥ and pass to the limit. As a result, we obtain

a⊤i τ̄
∗
s ⩽ 0, i ∈ I j, s ∈ S j, j ∈ J̄, with τ̄∗s = lim

ε→0

∆ts(ε)
∥∆ts(ε)∥

.

Next, dividing both sides of equality (62) by ∥∆ts(ε)∥ and passing to the limit, we get

∂ f⊤j (·)
∂ t

τ̄∗s = 0, s ∈ S j, j ∈ J̄.

Hence, we have shown that τ̄∗s ∈ K( j) for s ∈ S j, j ∈ J̄.
Suppose that lim

ε→0

∥∆ts(ε)∥
ε = ∞. This implies that lim

ε→0
ε

∥∆ts(ε)∥ = 0.

Dividing both sides of inequality (60) by ∥∆ts(ε)∥2 and passing to the limit yields 1
2 τ̄

∗⊤
s

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ̄∗s ⩾ 0.

This inequality, together with the inclusion τ̄∗s ∈ K( j) and inequalities (8), implies that

1
2
τ̄∗⊤s

∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ̄∗s = 0.

Now, let us divide both sides of inequality (60) by ∥∆ts(ε)∥ε and pass to the limit. We then obtain
1
2 lim
ε→0

(︂
∥∆ts(ε)∥
ε

∆t⊤s (ε)
∥∆ts(ε)∥

∂ 2 f j(·)
∂ t2

∆ts(ε)
∥∆ts(ε)∥

)︂
+

+(τ̄∗s )
⊤ ∂ 2 f j(·)

∂ t∂x κ∗+
∂ 2 f⊤j (·)

∂ε∂ t τ̄
∗
s +

o(∥(∆ts(ε),ε)∥2)
∥∆ts(ε)∥ε ⩾ 0. (64)

It follows from Assumption 4.3, the inclusion τ̄∗s ∈ K( j), and the equality 1
2(τ̄

∗
s )

⊤ ∂ 2 f j(·)
∂ t2 τ̄∗s = 0 that

(τ̄∗s )
⊤ ∂ 2 f j(·)

∂ t∂x
κ∗+

∂ 2 f j(·)
∂ε∂ t

τ̄∗⊤s < 0.

From (63), we conclude that

1
2

lim
ε→0

(︂∥∆ts(ε)∥
ε

∆t⊤s (ε)

∥∆ts(ε)∥
∂ 2 f j(·)

∂ t2
∆ts(ε)

∥∆ts(ε)∥

)︂
⩽ 0.

However, these inequalities contradict inequality (64). The resulting contradiction proves that
limε→0

∥∆ts(ε)∥
ε < ∞, and consequently, there exists a limit limε→0

∆ts(ε)
ε =: τ∗s .

The following corollary is a direct consequence of Theorems 3.3, 3.6 and Lemmas 4.2, 4.4.

Corollary 4.5. Suppose that one of the following sets of assumptions is fulfilled:
• Assumptions 2.1–2.3 and 4.1,
• Assumptions 2.1–2.2 and 4.3.
Then the vector y0 = (y0

j , j ∈ J0) defined in (5) is an optimal solution to problem (28) and κ∗ is
an optimal solution to problem (53).

5. Comparison with known results

The results obtained in this paper are most closely related to those presented in [3], which
investigates parametric problems of both semi-infinite programming and more general optimization
problems in Banach spaces. In [3], the analysis of parametric SIP problems primarily focuses on the
behavior of the objective function under small perturbations of the parameter ε. For the asymptotic analysis
and structural properties of the optimal solution x(ε), the authors refer to general results established
for abstract parametric optimization problems.

Regarding these general results, the following limitations can be highlighted:

a) These results are formulated in a highly complex and abstract framework.

b) The underlying assumptions are difficult to verify in practice.

c) The assumptions in [3] are quite restrictive, as they are tailored to much broader classes of
optimization problems rather than specifically to SIP.
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Specifically, Theorem 4.101 in [3] provides a formulation that is closest to SIP settings, since it
assumes a finite-dimensional decision variable vector. Under certain conditions, this theorem states that

“For any o(ε)-optimal solution x̃(ε) of SIP(ε), every accumulation point of x̃(ε)−x0

ε as ε→ 0
is an optimal solution of the min-max problem DQ”,

where problem DQ serves as an analogue to our problem (53). One of the key assumptions required for
this theorem is the second-order regularity condition (see condition (v) of Theorem 4.101 in [3]). This
condition is formulated implicitly and is generally difficult to verify.

To overcome this drawback, sufficient conditions ensuring this second-order regularity are provided
in [3]. The sufficient condition closest to the structure of our problem and our assumptions can be stated
as follows (using the notation introduced above [3, p. 526]):

Let x0 be an optimal solution to SIP(0). Suppose that:

(a) The set of active indices Ta(x0,0) = {t0
j , j ∈ J0} is finite.

(b) The set T is second-order regular at every point of Ta(x0,0).

(c) The second-order growth condition for the lower-level problem holds, i. e., for every t0
j ∈ Ta(x0,0),

there exist a constant c > 0 and a neighborhood N j of t0
j such that

− f (x0, t,0)⩾ c∥t − t0
j ∥2 ∀ t ∈ N j.

Then the second-order regularity condition (v) in Theorem 4.101 from [3] is satisfied.

Let us show that if there exists an index j0 ∈ J0 such that ∆K( j0) := {l ∈ K( j0)\{0} : l⊤D jl =
= 0} ̸= ∅, then condition (c) fails to hold.

Indeed, let l ∈ ∆K( j0) with ∥l∥= 1. Then τ(θ) := t0
j0 +θl ∈ T and τ(θ) ∈ N j0 for sufficiently small

θ ⩾ 0. Computing the Taylor expansion yields:

− f (x0, t0
j0 +θl,0) =−

(︂
θ

∂ f⊤j0 (·)
∂ t

l +
1
2
θ2l⊤

∂ 2 f j0(·)
∂ t2 l +o(θ2)

)︂
= o(θ2).

However, the relations o(θ2) ⩾ c∥τ(θ)− t0
j0∥

2 = cθ2 cannot hold for a strictly positive constant c and
sufficiently small θ ⩾ 0.

Note that, for our min-max problem (53), we provide an explicit formulation in the form of a specific
convex semi-infinite programming problem (SIP∗∗). This problem has been studied in detail in [26;27].

In our framework, we do not exclude the case where ∆K( j0) ̸=∅. Consequently, our assumptions are
weaker than those in [3], and the results presented in this paper cannot be derived as direct consequences
of the theorems in [3].

Furthermore, Theorems 3.1–3.4 characterize the asymptotic properties not only of the limit points
κ∗ of the sequence x(ε)−x0

ε , but also of the limit points τ∗s of the sequence ts(ε)−t0
j

ε for s ∈ S j, j ∈ J̄, as
well as the limit points ∆ηs of the sequence ys(ε)−y∗s

ε for s ∈ S j, j ∈ J̄ as ε→ 0. Namely, it is shown that
for j ∈ J̄, the vectors τ∗s , s ∈ S j, are optimal solutions to the problem max

τ∈K( j)
Ψ j(τ,κ∗), and the vector

η0 = (η0
j = ∑s∈S j ∆ηs, j ∈ J̄; η0

j = 0, j ∈ J0 \ J̄)⊤ is the vector of optimal Lagrange multipliers for the
problem (QP) corresponding to the constraints:

q⊤j κ+ω j = 0, j ∈ J∗∗ ; q⊤j κ+ω j ⩽ 0, j ∈ J∗0 .

The derived properties of the derivatives κ∗, η0, and τ∗s (s ∈ S j, j ∈ J̄), along with the explicitly
constructed optimization problems they solve, are highly convenient for analyzing the inverse problem.
That is, given the solution to the unperturbed problem, it is necessary to describe the behavior of the
perturbed system, including predicting the (new) number of active indices under perturbation. These
topics will be the focus of our future research.



48 O. I. Kostyukova, T. V. Tchemisova

6. Appendix

Proposition 6.1. Suppose that

Q∗ ∆y(ε)
ε + c∗ = z(ε) ∀ε ∈ (0,ε∗], (65)

z(ε)→ 0, ∆y(ε) = (∆yk(ε),k ∈ P)⊤ → 0 as ε→ 0; ∆yk(ε)⩾ 0,k ∈ I ⊂ P.

Then there exists a vector y∗ = (y∗k ,k ∈ P)⊤ such that

Q∗y∗+ c∗ = 0, y∗k ⩾ 0, k ∈ I. (66)

Proof. Consider the following linear programming problem:

(LP0) : max θ s. t. Q∗y+θc∗ = 0, yk ⩾ 0, k ∈ I.

This problem has a feasible solution (y = 0, θ= 0). Suppose that there exists another feasible solution
(ȳ, θ̄) of this problem such that θ̄> 0. Then the vector y∗ = ȳ/θ̄ satisfies relations (66) and the proposition
is proved.

Suppose now that there is no feasible solution (ȳ, θ̄) of problem (LP0) such that θ̄ > 0. Then
(y0 = 0,θ0 = 0) is an optimal solution to problem (LP0). Therefore, by the optimality conditions,

∆
∗ := Q∗⊤λ∗, ∆

∗
k = 0 ∀k ∈ P\ I, ∆

∗
k ⩾ 0 ∀k ∈ I, λ∗⊤c∗ = 1. (67)

Multiplying equality (65) by λ∗⊤, we obtain λ∗⊤Q∗ ∆y(ε)
ε + λ∗⊤c∗ = λ∗⊤z(ε), and taking into

account (67), we have

∑
k∈I

∆
∗
k

∆yk(ε)

ε
+1 = λ∗⊤z(ε) where ∆

∗
k ⩾ 0, ∆yk(ε)⩾ 0 ∀k ∈ I. (68)

Set α := lim
ε→0

∑
k∈I

∆∗
k

∆yk(ε)
ε ⩾ 0. Since z(ε)→ 0 as ε→ 0, passing to the limit in (68) yields α+1 = 0 which

is impossible because α⩾ 0. This contradiction completes the proof of the proposition.
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Аннотация.Как известно, одним из основных результатов теории потребления является
теорема Е. Е. Слуцкого, устанавливающая зависимость между показателями сравнитель-
ной статики этой теории. В теории производства (фирмы) основные задачи аналогичны
задачам теории потребления. Поэтому вызывает интерес получить аналогичный резуль-
тат в теории фирмы. В научной литературе имеются похожие результаты при различных
подходах к соответствующей постановке задачи фирмы. В данном сообщении получены
соотношения между показателями сравнительной статики теории фирмы, являющиеся
аналогом теоремы Слуцкого в теории потребления в интерпретации Дж. Хикса.

THE RELATIONSHIP BETWEEN THE INDICATORS OF COMPARATIVE STATICS OF THE
FIRM THEORY

V. V. Alsevich

Belarusian State University, Minsk, Belarus
e-mail: alsevichvv@mail.ru

Received: 25.08.2026 Revised: 14.09.2026 Accepted: 14.10.2026
Keywords: problems of the the-
ory of the firm, factor demand
functions, supply function, com-
parative statics measures, ana-
logue of the Slutsky theorem in
the theory of the firm

Abstract. As is well known, the fundamental result of consumption theory is E. E. Slutsky’s
theorem, which establishes a relationship between the comparative statics indicators of this
theory. In production theory (of the firm), the main problems are similar to those of con-
sumption theory. Therefore, it is of interest to obtain a similar result within the theory of
the firm. Similar results can be found in the academic literature across various approaches
to formulating the problem of the firm. In this paper, we obtain relationships between the
comparative statics indicators of the theory of the firm, which are analogous to Slutsky’s
theorem in consumer theory as interpreted by J. Hicks.

1. Введение

Как известно, в теории потребления одним из основных результатов является теорема
Е. Е. Слуцкого, выражающая соотношения между показателями сравнительной статики, которые
определяют поведение спроса на товары при изменении цен на них и бюджет (см., напр., [1–4]).
Независимо от Слуцкого аналогичная теорема была доказана другими авторами, в частности,
Дж. Хиксом [5], хотя в несколько иной интерпретации. Следует отметить, что именно в интер-
претации Хикса в основном приводится в учебной литературе эта теорема, а фамилия Хикса
при этом не всегда упоминается.

Если сравнить частные случаи задач фирмы с задачей потребления, они в чем-то схожи. Сле-
дует подчеркнуть, что сравнение необходимо проводить именно с частными случаями задач фирмы
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(при фиксированном выпуске или фиксированных издержках), поскольку вывод об оптимальном
поведении фирмы, полученный из общепринятой постановки задачи производства, дает уравнения,
из которых для почти всех известных производственных функций решение можно получить лишь
при определенном соотношении цен, при котором прибыль равна нулю, что соответствует условиям
равновесия, которое в реальной экономике не осуществимо (см. пример ниже).

Следует также отметить, что задачи и теории фирмы, и теории потребления являются
задачами оптимизации, для решения которых применяются однотипные математические методы.

Отсюда возникает ряд вопросов, в частности: а) как зависит цена на выпускаемую продукцию
при изменении цен на производственные факторы, чтобы не изменилась, например, прибыль
фирмы? б) как при этом зависят между собой показатели сравнительной статики теории фирмы?
Другими словами: не справедлива ли теорема в теории производства (фирмы), аналогичная теореме
Слуцкого в теории потребления?

Ответ на последний вопрос по-разному формулируется в научной литературе в зависимости
от соответствующих постановок задач, причем почти нигде не упоминается, что полученные резуль-
таты похожи на уравнения Слуцкого в теории потребления. В предлагаемой работе предпринята
еще одна попытка получить некоторые ответы на поставленные вопросы и дать их графическую
интерпретацию в случае двух производственных факторов, в качестве которых выступают капи-
таловложения и трудовые затраты.

2. Задачи производства в неоклассической постановке

Сначала приведем некоторые факты из теории производства, которые потребуются для
вывода основного утверждения. Как известно, основная задача фирмы в долгосрочном периоде
в неоклассической теории заключается в максимизации прибыли на всем пространстве факторов:

Π(x) = p0 f (x)− p′x → max, x ∈ Rm
+, (1)

где p0 – цена производимой фирмой продукции; x – m-вектор затрат; p = (p1, ..., pm) – вектор цен
факторов производства; f (x) – производственная функция (вогнутая), ставящая в соответствие
каждому набору x затрат факторов максимальный объем Q выпуска продукции одного типа и
удовлетворяющая определенным свойствам, в частности, в некоторой области пространства затрат
(называемой экономической) увеличение использования затрат каждого фактора не приводит
к уменьшению выпуска продукции, а в части экономической области (называемой особой) увели-
чение использования затрат каждого фактора ведет к увеличению выпуска; R = p0 f (x) – доход;
C = p′x – издержки производства. Заметим, что в экономической области функция f (x) вогнутая, а
в особой – строго вогнутая. Следует отметить, что почти все известные производственные функции
являются однородными некоторой степени α > 0, т. е. f (tx) = tα f (x), t > 0.

Как обычно, предполагается, что все векторы понимаются как вектор-столбцы, ′(штрих) –
знак транспонирования, соотношения x ⩾ y (x ⩽ y, x = y) для векторов одинаковой размерности
означают покомпонентные соотношения, а все операции с векторами и матрицами подчиняются
правилам векторно-матричного исчисления.

В силу вогнутости функции f (x) задача (1) – задача выпуклого программирования. Пусть
x0 – решение задачи (1) (если оно существует). Как известно из любых источников по эконо-
мике, в случае гладкой функции f (x), как следует из выпуклого программирования, если x0

i > 0
(производственный фактор используется при выпуске продукции), то выполняется равенство

p0
∂ f (x0)

∂xi
− pi = 0, i = 1,m. (2)

Согласно определению предельного продукта M fi(x0) = ∂ f (x0)/∂xi равенства (2) означают:
если i-й фактор используется в производстве, то

p0M fi(x0) = pi,
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т. е. стоимость предельного продукта p0M fi(x0) равна цене pi соответствующего затрачи-
ваемого фактора. Это утверждение в экономической литературе считается основным выводом
в теории фирмы.

Если дополнительно потребовать строгой вогнутости функции f (x), то решение x0 > 0
этой задачи, если оно существует, единственное и для каждой пары (p0, p) является решением
векторного уравнения

p0
∂ f (x)

∂x
− p = 0. (3)

Однако, как указывалось выше, решение векторного уравнения (3) для основных производ-
ственных функций (ПФ) может существовать лишь при определенном соотношении цен. Покажем
это для простейшей ПФ Кобба–Дугласа.

Пусть в задаче (1) x = (K,L), где K – размер капиталовложений; L – трудовые затраты.
Тогда ПФ Кобба–Дугласа имеет вид f (K,L) = AKαL1−α, 0 < α < 1, A > 0, а задачу (1) можем
записать следующим образом:

p0AKαL1−α− pKK − pLL → max, K ⩾ 0, L ⩾ 0. (4)

Здесь pK , pL – «цены» капиталовложений и трудовых затрат. Понятно, что pK > 0, pL > 0, p0 > 0.
Если (K0, L0) > 0 – решение задачи (4), то согласно (2) будем иметь

p0αA
(︃

L0

K0

)︃1−α
= pK , p0(1−α)A

(︃
K0

L0

)︃α
= pL. (5)

С математической точки зрения система (5) не имеет решения при произвольно заданных
ценах. В самом деле, если заданы p0, pK , pL, то из (5) можем лишь указать соотношения между
капиталовложениями и трудовыми затратами:

K0

L0 =
α

1−α
pL

pK
. (6)

Но это не может быть решением системы (5) при произвольных ценах, а лишь при следующем
их соотношении:

p0 =
1
A

(︃
pK

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α
, (7)

которое получим при подстановке (6) в (5). А тогда прибыль равна нулю: Π(K0,L0) = 0 для любых
(K0, L0), лежащих на прямой (1−α)pKK −αpLL = 0.

Но, во-первых, какая фирма будет работать без прибыли? А, во-вторых, даже нулевая
прибыль обеспечивается лишь при соотношении (7) цен. А такое, как сказано выше, возможно лишь
в условиях экономического равновесия, которое в реальной экономике не осуществимо.

В связи с этим задача (1) исследуется в некотором смысле в эквивалентных постановках: либо
при фиксированном выпуске Q = f (x) (заметим, что в дальнейшем в экономической литературе
задача (1) исследуется именно в этой форме, хотя это не подчеркивается), либо при фиксированных
издержках C = p′x.

3. Решение задачи при фиксированном выпуске

Пусть в задаче (1) фиксирован выпуск в объеме Q. Тогда задача примет вид

p0Q− p′x → max, f (x) = Q, x ⩾ 0. (8)

Введем функцию Лагранжа L(x,λQ) = p0Q− p′x+λQ( f (x)−Q). Будем считать, что функция
f (x) строго вогнутая. Тогда задача (8) – задача выпуклого программирования. Пусть x0 = x0(Q) –
решение задачи (8), λ0

Q – соответствующий множитель Лагранжа. Согласно теореме Куна–Так-
кера [6] будут выполняться равенства
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∂L(x0,λ0
Q)

∂xi
=−pi +λ

0
Q

∂ f (x0)

∂xi
= 0, i = 1,m; (9)

∂L(x0,λ0
Q)

∂λQ
= f (x0)−Q = 0. (10)

Из равенства (9) согласно определению предельного продукта получим

λ0
QM fi(x0) = pi, i = 1,m.

Поскольку p > 0 и функция f (x) строго вогнутая, то λ0
Q > 0. Очевидно, что если выпуск Q

не фиксирован, то к системе (9), (10) добавится равенство

∂L(x0,λ0
Q)

∂Q
= p0 −λ0

Q = 0,

откуда λ0
Q = p0. В этом случае равенство (9) примет вид (2), что, как указывалось выше и показано

ниже на примере с ПФ Кобба–Дугласа, некорректно для реальной экономики, в которой фирма
будет работать с нулевой прибылью.

Таким образом, решив систему уравнений (9), (10) при фиксированных ценах, найдем
x0 = x0(Q).

Определив таким образом вектор затрат как функцию выпуска, получим множество
{x0 : x0 = x0(Q),Q ⩾ 0}, которое называют долгосрочным путем расширения.

Следует обратить внимание и на то, что решение не зависит от цены p0.
Покажем справедливость сказанного выше на примере. Обратимся к задаче (4) и рассмотрим

случай фиксированного выпуска

p0Q− pKK − pLL → max, AKαL1−α = Q, K ⩾ 0, L ⩾ 0. (11)

Система уравнений (9), (10) для оптимального плана (K0, L0) и соответствующего множителя
Лагранжа λ0

Q указанной задачи (11) примет вид

αλ0
QA
(︃

L0

K0

)︃1−α
= pK , (1−α)λ0

QA
(︃

K0

L0

)︃α
= pL, A(K0)α(L0)1−α = Q.

Заметим, что решение последней системы уравнений зависит не только от Q, но и от цен p, что
потребуется в дальнейшем. Поэтому, решая эту систему, будем иметь

K0(p,Q) =
1
A

(︃
α

1−α

)︃1−α(︃ pL

pK

)︃1−α
Q, L0(p,Q) =

1
A

(︃
1−α
α

)︃α(︃ pK

pL

)︃α
Q, (12)

λ0
Q(p) =

1
A

(︃
pK

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α
. (13)

Подсчитаем прибыль. Согласно (12), (13) будем иметь

Π
0(Q, p0, p) = p0Q− pKK0 − pLL0 =

(︃
p0 −

1
A

(︃
pK

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α)︃
Q = (p0 −λ0

Q(p))Q.

Отсюда видно, что при

p0 >
1
A

(︃
pK

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α
(14)

прибыль будет положительная. Но теперь решение задачи (11) существует всегда, зависит от цен,
и при их указанном соотношении (14) производство не убыточно, а при соотношении (7), т. е.
когда λ0

Q(p) = p0, – бесприбыльно.
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4. Решение задачи при фиксированных издержках

Эта задача имеет вид

p0 f (x)−C → max, p′x =C, x ⩾ 0. (15)

Введя функцию Лагранжа L(x,λC) = p0 f (x)−C+λC(C− p′x), условия оптимальности примут
вид

∂L(x0,λ0
C)

∂xi
= p0

∂ f (x0)

∂xi
−λ0

C pi = 0, i = 1,m; (16)

∂L(x0,λ0
C)

∂λC
=C− p′x0 = 0. (17)

Решая систему (16), (17), получим x0 = x0(C). Изменяя C ⩾ 0, получим множество {x0 : x0 =
= x0(C),C ⩾ 0}, которое, как и в случае с фиксированным выпуском, является долгосрочным
путем расширения и при одинаковых технологиях фирмы, т. е. при одинаковых производственных
функциях и одинаковых ценах, совпадает с указанным множеством для задачи (8).

Обратимся к задаче (4) и решим ее при фиксированных издержках:

p0AKαL1−α−C → max, pKK + pLL =C, K ⩾ 0, L ⩾ 0. (18)

Решение этой задачи удовлетворяет равенствам

αp0A
(︃

L0

K0

)︃1−α
= λ0

C pK , (1−α)A
(︃

K0

L0

)︃α
= λ0

C pL, pKK0 + pLL0 =C,

из которых получим

K0(p,C) =
α

pK
C, L0(p,C) =

1−α
pL

C, λ0
C(p0, p) =

1
p0A

(︃
pK

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α
, (19)

Π
0(C) =

p0Aαα(1−α)1−α− pαK p1−α
L

pαK p1−α
L

C.

Из всего полученного выше видно, что Π0(Q)> 0, Π0(C)> 0 при условии (14), причем во всех
приводимых случаях оптимальный план лежит на луче (1−α)pKK −αpLL = 0, который является
долгосрочным путем расширения, а в точках, соответствующих оптимальным планам, изокванта
касается изокосты, под которыми понимаются соответственно множества точек пространства затрат,
соответствующих либо постоянному выпуску, либо постоянным издержкам. Заметим только, что
условия оптимальности, которым удовлетворяет оптимальный план в задачах (4), (11), (15), не
одинаковы и при любых ценах не все подчиняются указанному в разд. 1 «основному выводу».
Однако указанные соотношения можно представить в виде

M fK(K0,L0)

pK
=

M fL(K0,L0)

pL
= β,

где β=1/p0 в задаче (4), β=1/λ0
Q – в задаче с фиксированным выпуском и β=λ0

C/p0 – в задаче
с фиксированными издержками. Последнее соотношение эквивалентно следующему равенству:

M fK(K0,L0)

M fL(K0,L0)
=

pK

pL
,

которое справедливо для всех случаев рассмотренных задач и не зависит от соотношения цен.
Поэтому указанный выше «основной результат» теории фирмы правильнее сформулировать сле-
дующим образом: при оптимальном поведении фирмы в условиях совершенной конкуренции
отношение предельного продукта к цене соответствующего производственного фактора есть
постоянная величина для всех затрачиваемых факторов или, по-другому, отношение предельных
продуктов равно отношению их цен.

Нетрудно подсчитать, что

β=
1
λ0

Q
=
λ0

C
p0

= A
(︃
α

pK

)︃α(︃1−α
pL

)︃1−α
.
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Понятно, что если λ0
Q = p0 или λ0

C = 1, то получим один и тот же результат, сформулированный
в разд. 1. Однако, как легко подсчитать, в этих случаях будет выполняться равенство (7), согласно
которому прибыль во всех случаях равна нулю. Заметим, что решение задачи (4) весьма простое.
В каждой задаче достаточно подставить данные в готовые формулы (12) или (19) при фиксированном
выпуске или издержках. При этом долгосрочный путь расширения во всех случаях определяется
формулой (6).

Результаты этого раздела в дальнейшем используем при графической интерпретации ос-
новного результата данного сообщения.

5. Показатели сравнительной статики теории фирмы

Рассмотрим теперь задачу (1) как семейство задач, зависящих от цен p0, p. Решением этого
семейства будет x0 = x0(p0, p), p0 ⩾ 0, p ⩾ 0. Очевидно, в этом случае и оптимальный выпуск
зависит от цен: Q0 = Q0(p0, p) = f (x0(p0, p)).

Как известно, чувствительность оптимальных затрат и выпуска к изменениям цен определяет-
ся величинами ∂x0/∂ p0, ∂x0/∂ p, ∂Q0/∂ p0, ∂Q0/∂ p, которые называют показателями сравнительной
статики теории фирмы. Будем считать, что функция f (x) строго вогнута в особой области. В эко-
номической литературе для семейства задач вида (1) подробно исследовано поведение спроса на
затраты и предложения выпуска при отдельном изменении либо цены p0, либо цен pi, i = 1, . . . ,m.

К сожалению, автору данного сообщения неизвестны исследования поведения спроса и
предложения при одновременном изменении цены на какой-либо фактор и на выпускаемую
продукцию, чтобы при этом, например, не изменилась прибыль. Другими словами, как ведут себя
спрос и предложение при так называемом компенсированном изменении цен. Обозначим эти
величины (∂x0/∂ p)comp, (∂Q0/∂ p)comp.

6. Уравнения сравнительной статики для неоклассической задачи фирмы

Рассмотрим следующую ситуацию. Изменяется цена pi на какой-либо фактор. Как при
этом надо изменить цену p0 на выпускаемую продукцию, чтобы не изменилась прибыль, другими
словами, чтобы выполнялось тождество

Π(x0(p0, p),Q0(p0, p)) = p0 f (x0(p0, p))− p′x0(p0, p)≡ const. (20)

В этой ситуации p0 = p0(p), причем x0 = x0(p0(p), p),

Q0 = Q0(p0(p), p)≡ f (x0(p0(p), p)). (21)

Заметим, что в таком случае, например, (∂x0
i /∂ p j)comp – это с математической точки зрения

полная производная по p j от x0
i , т. е. в матрично-векторной форме получим(︃

∂x0

∂ p

)︃
comp

=
∂x0

∂ p
+

∂x0

∂ p0

(︃
∂ p0

∂ p

)︃′
, (22)

(︃
∂Q0

∂ p

)︃
comp

=
∂Q0

∂ p
+

∂Q0

∂ p0

(︃
∂ p0

∂ p

)︃′
. (23)

Найдем величину ∂ p0/∂ p. Очевидно, для x0(p0, p), где p0 = p0(p), согласно (2) выполняется
векторное тождество

p0
∂ f (x0(p0, p))

∂x
≡ p. (24)

Дифференцируя тождество (20) по p и считая p0 = p0(p), получим(︃
∂ p0

∂ p

)︃′
f (x0(p0, p))+ p0

∂ f ′(x0(p0, p))
∂x

(︃
∂x0

∂ p

)︃
comp

− (x0)′− p′
(︃

∂x0

∂ p

)︃
comp

= 0. (25)
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Используя тождества (21), (24), из равенства (25) получим

∂ p0

∂ p
=

x0

Q0 . (26)

Подставляя (26) в (22), (23), получим

∂x0

∂ p
=

(︃
∂x0

∂ p

)︃
comp

− 1
Q0

∂x0

∂ p0
(x0)′, (27)

∂Q0

∂ p
=

(︃
∂Q0

∂ p

)︃
comp

− 1
Q0

∂Q0

∂ p0
(x0)′. (28)

Уравнения (27), (28) и представляют аналог уравнений Слуцкого в теории производства
(фирмы) в дифференциальной форме. Конечно, здесь использован подход, аналогичный схеме
Хикса, а не Слуцкого, и правильнее было бы назвать эти уравнения аналогом уравнений Хикса.

7. Уравнения сравнительной статики для задач с фиксированным выпуском

Рассмотрим семейство задач вида (8) с фиксированным выпуском Q, другими словами,
функция предложения удовлетворяет тождеству

Q0(p0, p) = f (x0(p0, p))≡ Q. (29)

Заметим, что и в этом случае основное уравнение будет иметь тот же вид (27), только вместо
выпуска Q0 будет фиксированный выпуск Q. В самом деле, прибыль в этом семействе задач равна

Π(p0, p) = p0Q− p′x0(p0, p)≡ const. (30)

Дифференцируя по p тождества (29), (30), получим

∂ f ′

∂x

(︃
∂x0

∂ p

)︃
comp

= 0, (31)

(︃
∂ p0

∂ p

)︃′
Q− (x0)′− p′

(︃
∂x0

∂ p

)︃
comp

= 0. (32)

Согласно (9) имеем ∂ f/∂x = p/λ0
Q. Тогда равенство (31) примет вид

1
λ0

Q
p′
(︃

∂x0

∂ p

)︃
comp

= 0. (33)

В силу (33) из равенства (32) для выражения ∂ p0/∂ p получим тот же вид, что и равенство (26),
в котором вместо Q0 будет стоять фиксированный выпуск Q. Подставляя затем (26) в (22), получим
уравнение (27), в котором, как сказано выше, вместо Q0 будет постоянный выпуск Q. Заметим, что
уравнение (27) в дискретной постановке можно представить в следующем виде:

∆x(p) = (∆x(p))comp −∆x(p0). (34)

Здесь ∆x(p) – общий эффект от изменения цен на производственные факторы; −∆x(p0) – эффект от
изменения цены на выпускаемую продукцию; (∆x(p))comp – эффект замены.

Таким образом, уравнения (27), (28) (или (34)) в теории производства можно интерпретировать
по аналогии с теоремой Слуцкого в теории потребления в виде следующего утверждения.

Теорема. При указанных в разд. 2 свойствах производственной функции общий эффект
от изменения цен на производственные факторы равен сумме эффекта от изменения цены на
выпускаемую продукцию и эффекта замены (компенсации).

8. Графическая интерпретация основного результата

К сожалению, для семейства задач теории фирмы в неоклассической постановке (1) основной
результат в графической интерпретации представить невозможно. Как указывалось выше, в общем
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случае найти конкретное решение задачи невозможно, а лишь при определенном соотношении
цен, при котором нулевая прибыль. Однако при изучении поведения показателей сравнительной
статики постановка семейства задач (1) несколько изменяется, т. е. добавляется тождество (21).
Но и в этом случае нельзя получить конкретное решение задачи. Другими словами, решение этих
задач заполняет все пространство факторов при изменении цен. Поэтому рассмотрим случай
фиксированного выпуска Q.

На рисунке представлена графическая интерпретация уравнения (27) (или (34)) в случае
двух факторов при достаточно малых изменениях цен.

Графическая интерпретация основного результата

Приведем пояснения. Пусть меняется цена на первый фактор: увеличивается от p1 до p̄1.
Поскольку выпуск фиксирован, то получаем изокванту IQ, любая точка которой соответствует
набору факторов, использование которых определяет один и тот же уровень выпуска Q.

Точка A соответствует набору факторов x0(p0, p) – решению задачи (8) при заданных це-
нах p0, p.

Заметим, что решение задачи (8) не зависит от p0. Поэтому, на самом деле, x0 = x0(p,Q).
Это – точка касания изокванты IR = {x ∈R2

+ : R = p0 f (x) = p0Q} с изокостой IC0 = {x ∈R2
+ : p1x1 +

+ p2x2 =C0}, где C0 = p′x0(p,Q). Как легко заметить, для изокванты IQ справедливы соотношения:
IQ = IR = IR̄, где IR соответствует цене p0, IR̄ – цене p̄0.

Точка B соответствует точке касания изокосты p̄1x1 + p2x2 = C0 и изокванты I˜︁Q = I˜︁R, где˜︁R = p0 ˜︁Q, ˜︁Q – решение задачи (15) при p̄ = (p̄1, p2); C = C0.
ТочкаD соответствует решению задачи (8) с темже выпускомQ и новыми ценами p̄0, p̄, причем

цена p̄0 такова, что прибыль не меняется. Как указывалось выше, точка D соответствует набору
факторов x0 = x0(p̄,Q) , так что f (x0(p,Q) = f (x0(p̄,Q) = Q. Решив задачу (8) для нового вектора
цен p̄, найдем издержки C̄0 = p̄′x0(p̄,Q). Новая цена p̄0 определяется из условия Π(p0, p,Q)≡ const,
т. е. из равенства p0Q−C0 = p̄0Q− C̄0, откуда получим

p̄0 = p0 +
C̄0 −C0

Q
. (35)

Исходя из приведенных выкладок, можно сделать следующий вывод. Поскольку при решении
задачи (8), вообще говоря, решение получается как функция цен на факторы и выпуск, то, решив
задачу при произвольных p и Q, получим соответствующие готовые формулы, затем подставляем
в них конкретные значения p,Q и получаем конкретный результат.

Покажем сказанное на примере двухфакторной производственной функции Кобба–Дугласа,
рассмотренной в разд. 1–3.
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9. Пример

В задачах (4), (11), (18) имеем: x = (K,L), p = (pK , pL). При постоянном выпуске Q и
заданном векторе цен p решение задачи (11) имеет вид (12), (13) (на рисунке соответствует точке A).
Аналогично решение этой же задачи, например, при векторе цен p̄ = (p̄K , pL) представимо в виде

K0(p̄,Q) =
1
A

(︃
α

1−α

)︃1−α(︃ pL

p̄K

)︃1−α
Q, L0(p,Q) =

1
A

(︃
1−α
α

)︃α(︃ p̄K

pL

)︃α
Q, (36)

λ0
Q(p̄) =

1
A

(︃
p̄K

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α
. (37)

Нетрудно подсчитать, что оптимальные издержки согласно (12), (13) и (36), (37) будут равны
соответственно

C0 =C0(p) = λ0
Q(p)Q =

1
A

(︃
pK

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α
Q, (38)

C̄0 =C0(p̄) =
1
A

(︃
p̄K

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α
. (39)

Отсюда согласно (35) и (38), (39) получим

p̄0 = p0 +
1
A

(︃
pL

1−α

)︃1−α (p̄K)
α− (pK)

α

αα
.

Рассмотрим равенство (34) и соответствующий рисунок, в которых положим x = (K,L).
Координаты точек A и D представлены формулами (12) и (36) соответственно. Найдем координаты
точки B. Для этого необходимо решить задачу (18) с издержками C =C0, полученными в (38), и
вектором цен p̄ = (p̄K , pL). В итоге согласно (19), (38) получим

K0(p̄,C0) =
α

p̄K
C0 =

α

Ap̄K

(︃
pK

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α
Q,

L0(p̄,C0) =
1−α

pL
C0 =

1
A

(︃
(1−α)pK

αpL

)︃α
Q.

λ0
C(p0, p̄) =

1
p0A

(︃
p̄K

α

)︃α(︃ pL

1−α

)︃1−α
.

Таким образом, рассматривая задачи фирмы с фиксированными выпуском либо издержками,
на самом деле получим решение в виде функций спроса, зависящих соответственно от выпуска
или издержек, причем при любом соотношении цен в отличие от общей задачи, имеющей решение
лишь при определенном соотношении цен, при котором прибыль равна нулю. После решения таких
задач получим готовые формулы для подстановки в них конкретных значений соответствующих
параметров задачи.
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Аннотация. Исследуются различные типы устойчивости для дискретных нестаци-
онарных линейных систем уравнений Вольтерра, особенностью которых является
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Abstract. Various type of stability for discrete nonstationary linear systems of Volterra
equations are investigated, the peculiarity of which is the dependence of each subsequent state
on the entire prehistory of the process. The solutions of the system of linear Volterra equations
are represented through Cauchy matrices. Necessary and sufficient conditions for stability
and asymptotic stability in the usual and interval statement are established. The presented
conditions are expressed in the form of certain restrictions on the norms of Cauchy matrices
and on the spectral radius of a special matrix. The stability problems of a perturbed system
are considered and estimates are obtained based on the norms of perturbation matrices, which
preserve asymptotic stability.

1. Введение

Для надежного функционирования широкого класса прикладных систем (технических, био-
логических, экономических и т. д.) важна не только их устойчивость, но и сохранение устойчивости
при возможных ограниченных изменениях коэффициентов систем. Это требование к системам
в более общей форме известно как свойство грубости или робастной устойчивости. Данная проблема
занимает важное место в математической теории управления и связана с получением условий
устойчивости не одной конкретной системы, а целой совокупности систем с заданными ограни-
чениями на их параметры. Исследованию робастной устойчивости для линейных обыкновенных
стационарных дискретных систем с априорной параметрической неопределенностью посвящено
большое число работ (см., напр., [1–5]).

Задачи устойчивости стационарных дифференциальных и дискретных систем уравнений
Вольтерра были рассмотрены в ряде работ В. Б. Колмановского [6–8] и И. В. Гайшуна [9–13].
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Однако в литературе сравнительно мало внимания уделено исследованию устойчивости систем
Вольтерра с интервальными неопределенностями.

В данной работе развивается метод сравнения [14–16], применительно к исследованию
устойчивости, асимптотической устойчивости систем линейных нестационарных дискретных урав-
нений Вольтерра как в обычной, так и интервальной постановках. Метод сравнения – это один
из фундаментальных и наиболее мощных подходов в качественной теории динамических систем
и теории управления. Его главная идея состоит в том, что свойства решений сложной системы
изучаются путем их сравнения с решениями другой более простой системы сравнения, свойства
которой хорошо известны или легко изучаются. Метод сравнения для рассматриваемых систем
реализуется при помощи специально построенных мажорантных систем. Особое внимание уделено
исследованию проблемы интервальной и робастной асимптотической устойчивости интерваль-
ных линейных нестационарных дискретных систем уравнений Вольтерра. Получены достаточные
условия и критерии асимптотической устойчивости как в обычной, так и интервальной постановках.

2. Представление решений и устойчивость

Рассмотрим систему дискретных линейных нестационарных однородных уравнений Вольтерра

x(t +1) =
t

∑
i=0

Ai(t)x(t − i), (t = 0,1, . . .), (1)

в которой (n×n)-вещественные матрицыAi(t) (i= 0,1, . . . , t) предполагаются известными точно; x(t)
– n-вектор-столбец решения системы (1) вмомент времени t. Если заданыначальные условия при t = 0

x(0) = v ∈ Rn, (2)

то будем также использовать обозначение x(t,v) для решения системы (1) с заданным начальным
условием.

Введем (n×n)-матрицы F0(t) (t = 0,1,2, . . . ,) по рекуррентным правилам

F0(t) =
t−1

∑
i=0

Ai(t −1)F0(t −1− i), t = 1,2, . . . , F0(0) = E. (3)

Здесь E – единичная (n×n)-матрица. Матрицы F0(t) будем называть матрицами Коши.
Из [17] следует, что решение x(t)= x(t,v) (t ⩾ 0) задачи (1), (2) определяется поформулеКоши

x(t,v) = F0(t)v, t ⩾ 0. (4)

Обобщая результаты работ [9–13;18] приведем определения устойчивости и асимптотической
устойчивости системы (1).

Пусть ∥z∥ обозначает евклидову норму вектора z в пространстве Rn, а ∥G∥ – согласованную
с ней норму матрицы G, которая определяется следующим образом: ∥G∥= max

∥z∥=1
∥Gz∥.

Определение 2.1. Система (1) называется устойчивой, если существует такая постоянная
величина c > 0, что для любых начальных условий x(0) = v ∈ Rn выполняется условие

∥x(t,v)∥⩽ c∥v∥, t ⩾ 0.

Система (1) называется асимптотически устойчивой, если x(t,v)→ 0 при t →+∞ для любых
начальных условий.

Пусть F0(t) – матрицы, определенные по формулам (3). Справедлива
Теорема 2.2 [13]. Система уравнений Вольтерра (1):
– устойчива тогда и только тогда, когда существует такая положительная постоянная

c, что ∥F0(t)∥⩽ c для любых t ⩾ 0;
– асимптотически устойчива, если и только если F0(t)→ 0 при t →+∞.
Проверка приведенных в теореме 2.2 условий устойчивости для систем Вольтерра (1) на

практике вызывает определенные трудности. Поэтому, следуя [9; 18; 19] приведем достаточные
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условия устойчивости и асимптотической устойчивости, выраженные через параметры исходной
системы (1).

Теорема 2.3. Пусть в каждый момент времени t = 0,1, . . . нормы матриц ∥Ai(t)∥

(i = 0,1, . . . , t) ограничены некоторыми неотрицательными постоянными Li, ряд
+∞

∑
i=0

Li сходится

и его сумма равна L. Тогда, если L ⩽ 1, то система (1) устойчива и ∥x(t,v)∥⩽ ∥v∥. Если же L < 1,
то она асимптотически устойчива.

Приведем ряд обозначений и пояснений, которые будут далее использованы при применении
метода сравнения для систем уравнений Вольтерра (1).

Пусть
⃓⃓
G
⃓⃓
+
обозначает матрицу, составленную из абсолютных величин элементов квадратной

матрицы G. Через ρ
(︁
G
)︁
обозначим спектральный радиус квадратной матрицы G, т. е. число

ρ
(︁
G
)︁
= max{|λ| : λ ∈ σ(G)},

где |λ| – модуль комплексного числа λ, а σ(G) – спектр матрицы G. При условии ρ
(︁
G
)︁
< 1 для

любой матричной нормы выполняется [20, с. 359] неравенство ρ
(︁
G
)︁
⩽ ∥G∥ и для матрицы E −G

существует обратная матрица
(︁
E −G

)︁−1, а также Gk → O при k →+∞. Здесь O – нулевая матрица.
Будем использовать запись M ≺ 0 для обозначения отрицательной определенности квадратной
матрицы M, а запись M ≻ 0 – для положительной определенности.

Теорема 2.4 [18]. Пусть для матриц Ai(t) (i = 0,1, . . . , t) существуют такие неотрицатель-
ные постоянные матрицыVi, что в каждый момент времени t = 0,1, . . . выполняются матричные

неравенства |Ai(t)|+ ⩽ Vi, матричный ряд
+∞

∑
i=0

Vi сходится и его сумма равна матрице V . Тогда

система уравнений Вольтерра (1) устойчива (асимптотически устойчива), если для матрицы V
ее спектральный радиус ρ

(︁
V
)︁
< 1, т. е. матрица V устойчива по Шуру [13].

Заметим, что требование устойчивости по Шуру матрицы V эквивалентно существованию
положительно определенного решения P ≻ 0 дискретного матричного неравенства Ляпунова
V PV T − P ≺ 0 [21].

3. Об оценке запаса устойчивости при аддитивных возмущениях

Пусть матрицы системы (1) подвергаются действию линейно входящих возмущений
∆i(t) ∈ Rn×n, для которых в каждый момент времени t = 0,1, . . . выполняются неравенства
|∆i(t)|+ ⩽ Ωi (i = 0,1, . . . , t). Здесь Ωi – неотрицательные постоянные квадратные матрицы, для

которых матричный ряд
+∞

∑
i=0

Ωi = Ω сходится.

С учетом изменений коэффициентов исходной системы (1) получим систему уравнений
Вольтерра с неопределенными (возмущенными) коэффициентами

x(t +1) =
t

∑
i=0

(︁
Ai(t)+∆i(t)

)︁
x(t − i), (t = 0,1, . . .). (5)

Предположим, что для исходной системы (1) выполняются условия теоремы 2.4. Требуется
найти положительное число δ, обладающее свойством: для любой матрицы Ω ∈ Rn×n, евклидова
норма которой меньше δ, система (5) с матрицами Vi +Ωi сохраняет свойство устойчивости. Здесь
число δ играет роль запаса устойчивости матрицы V . Точную верхнюю грань δ0 таких чисел δ будем
называть запасом устойчивости матрицы V . Другими словами, необходимо количественно оценить
робастность (или грубость системы), т. е. найти оценку величины норм возмущений системы,
не нарушающих ее устойчивость [4; 22]. Далее оценим норму возмущений матриц устойчивой
дискретной системы Вольтерра, не выводящих эту систему из класса устойчивых.

Пусть спектральный радиус матрицы V +Ω удовлетворяет неравенству

ρ
(︁
V
)︁
⩽ ρ
(︁
V +Ω

)︁
⩽ ∥V +Ω∥⩽ ∥V∥+∥Ω∥= 1.
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Отсюда имеем

∥Ω∥= 1−∥V∥⩽ 1−ρ
(︁
V
)︁
= δ0

и приходим к утверждению.
Теорема 3.1. При выполнении условий теоремы 2.4 и если ∥Ω∥< δ0, где δ0 = 1−ρ

(︁
V
)︁
, то

возмущенная система (5) устойчива.
Число δ0 играет роль запаса устойчивости дискретной системы Вольтерра (1).
Рассмотрим случай матрицы V с различными характеристическими числами

λ1, λ2, . . . , λp, µ1 ± iη1, µ2 ± iη2, . . . , µq ± iηq, i2 =−1, p+2q = n,

которым соответствуют собственные векторы (в комплексном пространстве)

x1, x2, . . . , xp, y1 ± iz1, y2 ± iz2, . . . , yq ± izq.

В пространстве Rn определим векторы

ek = xk, 1 ⩽ k ⩽ p, ep+2k−1 = yk, ep+2k = zk, 1 ⩽ k ⩽ q.

Пусть G
(︁
e1,e2, . . . ,en

)︁
– матрица Грама системы векторов e1, e2, . . . ,en, а χ – мера обу-

словленности этой матрицы, т. е. отношение модулей наибольшего и наименьшего собственных
значений матрицы G.

Адаптируя результаты из [4], приходим к утверждению.

Теорема 3.2. При выполнении условий теоремы 2.4 и если ∥Ω∥< δ0, где δ0 =
1−ρ

(︁
V
)︁

√
χ

, а

χ – мера обусловленности матрицы Грама G, то для матрицы V +Ω ее спектральный радиус
меньше единицы.

Замечание 3.3. Для оценки спектрального радиуса матрицы V можно воспользоваться
результатом из работы [4]. Если ϒ – множество всех обратимых (n× n)-матриц, то имеет
место равенство

ρ
(︁
V
)︁
= min

T∈ϒ
max
∥x∥=1

⃓⃓
T−1V T x

⃓⃓
,

причем минимум по T достигается при T = T0, где T0 – матрица, столбцами которой являются
векторы e1, e2, . . . ,en.

4. Устойчивость интервальной дискретной системы уравнений Вольтерра

Для описания интервальной дискретной системы уравнений Вольтерра введем следующие
понятия. Интервалами будем называть множества вида

[η,ϑ] = {ξ ∈ R : η⩽ ξ⩽ ϑ}

для вещественных чисел η,ϑ ∈ R, η⩽ ϑ. Интервалы будем обозначать буквами жирного шрифта.

Далее будем обозначать через mid(a) =
a∗+a∗

2
середину интервала a = [a∗, a∗], а через

rad(a) =
a∗−a∗

2
радиус интервала, |a|= max{|a∗|, |a∗|} – абсолютное значение (модуль) интервала.

Запись a ⩾ 0 для интервала a = [a∗, a∗] означает, что a∗ ⩾ 0.
Обозначим через Ai(t) интервальные вещественные (n×n)-матрицы, т. е.

Ai(t) = [A∗i(t), A∗
i (t)], t ⩾ 0; i = 0,1, . . . , t,

где A∗i(t) и A∗
i (t) – заданные матрицы

(︁
A∗i(t) ⩽ A∗

i (t)
)︁
. Здесь и далее матричные и векторные

неравенства понимаются поэлементно. Интервальный вещественный вектор x(t) размерности n –
это интервал [x∗(t), x∗(t)], понимаемый как покомпонентный интервал в Rn.

Вещественная неотрицательная матрица |B| =
(︁
|bi j|

)︁
называется абсолютной величиной

интервальной матрицы B [23].



64 А. И. Астровский, В. В. Горячкин

Интервальной нестационарной дискретной системой линейных уравнений Вольтерра в клас-
сической интервальной арифметике [23–26] назовем соотношение

x(t +1) =
t

∑
i=0

Ai(t)x(t − i), t = 0,1, . . . . (6)

Решение системы (6) с начальным условием x(0) = v понимается в интервальной арифметике
как совокупность интервалов x

(︁
t,v
)︁
= [x∗(t,v), x∗(t,v)] (t ⩾ 0) в пространстве Rn, полученная

при всевозможных матрицах Ai(t) ∈ [A∗i(t), A∗
i (t)] (t ⩾ 0; i = 0,1, . . . , t) и начальных условиях из

заданного интервала x(0) = v:

x(1) = A0x(0), . . . , x(τ) = A0(τ−1)x(τ−1)+A1(τ−1)x(τ−2)+ · · ·+Aτ−1(τ−1)x(0).

Интервальный вектор x(0) называется начальным условием интервальной системы (6). Ясно,
что всякий начальный интервальный вектор x(0) = v однозначно определяет решение (интервальную
траекторию) x(t) = x

(︁
t,v
)︁
на множестве [0,τ] (0 < τ ∈ Z+), где Z+ – множество неотрицательных

целых чисел.
Определение 4.1. Будем говорить, что система (6) интервально асимптотически устойчива,

если для любого начального условия x(0) = v решение системы (6) удовлетворяет требованию

lim
t→+∞

(︃
max
1⩽i⩽n

h
(︁
x(t), 0

)︁)︃
= 0, где h – метрика Хаусдорфа в интервальной арифметике [23, с. 23;

25, с. 68].
Напомним, что расстояние по Хаусдорфу между двумя интервалами a = [a∗, a∗] и b = [b∗, b∗]

определяется по формуле

h
(︁
a,b
)︁
= dist

(︁
a,b
)︁
= max

{︁
|a∗−b∗|, |a∗−b∗|

}︁
.

Теорема 4.2. Пусть для интервальных матриц Ai(t) (t ⩾ 0; i = 0,1, . . . , t) существуют
такие неотрицательные постоянные матрицы Vi, что в каждый момент времени t = 0,1, . . .

выполняются неравенства |Ai(t)|⩽Vi и матричный ряд
+∞

∑
i=0

Vi сходится, сумма которого равна

матрице V . Тогда система уравнений Вольтерра (6) интервально асимптотически устойчива,
если спектральный радиус ρ

(︁
V
)︁
матрицы V строго меньше единицы.

Доказательство. Действительно, пусть ρ
(︁
V
)︁
< 1. Введем в рассмотрение постоянные неот-

рицательные матрицы по правилу

M0 =V0, Mt+1 =
t

∑
i=0

ViMt−i +Vt+1, t = 0,1, . . . .

Исходя из (6) и [23, c. 131–132] последовательно выпишем оценки

|x(1)|= |A0(0)x(0)|⩽V0|v|= M0|v|,
|x(2)|= |A0(1)x(1)+A1(1)x(0)|⩽V0M0|v|+V1|v|= M1|v|.

Применяя метод математической индукции, получим

|x(t +1|=
⃓⃓⃓⃓ t

∑
i=0

Ai(t)x(t − i)
⃓⃓⃓⃓
⩽

t

∑
i=0

Vi|x(t − i)|⩽
(︁
V0Mt−1 +V1Mt−2 + · · ·+Vt

)︁
|v|= Mt |v|. (7)

Таким образом, при любом допустимом v справедливо неравенство

|x(t +1)|⩽ Mt |v|. (8)

Покажем, что матричная последовательность Mt → 0 при t →+∞. Для этого будем суммиро-
вать t первых равенств в правой части оценок (7), (8) и группировать матрицы при Mi (i = 0,1, . . . , t).
В результате получим

M0 +M1 + · · ·+Mt =V0 +V1 + · · ·+Vt +
(︁
V0 +V1 + · · ·+Vt−1

)︁
M0+

+ · · ·+V0Mt−1 ⩽V
(︁
E +M0 +M1 + · · ·+Mt−1

)︁
.
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Полагая

Yt = M0 +M1 + · · ·+Mt ,

приходим к рекуррентному неравенству

Yt+1 ⩽VYt +V, Y0 = O, t = 0,1, . . . ,

решение которого удовлетворяет соотношению

M0 +M1 + · · ·+Mt = Yt ⩽V +V 2 +V 3 + · · ·+V t +V t+1 ⩽V (E −V )−1, t = 0,1, . . . .

Отсюда в силу ρ
(︁
V
)︁
< 1 матричный ряд

+∞

∑
t=0

Mt из неотрицательных матриц сходится. Следо-

вательно, общий член ряда Mt → 0 при t →+∞. Поэтому в силу неравенств (8) и свойств метрики
Хаусдорфа

h(xi(t +1), 0) = |xi(t +1)|, i = 1,2, ...,n,

система (6) интервально асимптотически устойчива.
Реализацией системы (6) назовем систему (1) при заданныхматрицах из указанных интервалов,

т. е. при Ai(t) ∈ Ai(t) (t ⩾ 0; i = 0,1, . . . , t). Реализацию системы (6) также будем называть точечной
системой.

Определение 4.3. Систему (6) назовем робастно асимптотически устойчивой, если каждое
решение любой ее реализации (1) стремиться к нулю при t →+∞.

Теорема 4.4. Если система (6) интервально асимптотически устойчива, то она робастно
асимптотически устойчива.

Доказательство. Утверждение теоремы следует из очевидного включения x(t,v) ∈ x(t,v),
где x(t,v) и x(t,v) соответственно решения систем (1) и (6) с точечным начальным условием x(0) = v
и интервальным начальным условием x(0) = v.

Далее рассмотрим свойство устойчивости частных систем вида (6).

5. Устойчивость интервальных систем Вольтерра с точечными матрицами

Сначала рассмотрим систему уравнений Вольтерра с фиксированными (точечными) матри-
цами Ai(t) (t ⩾ 0; i = 0,1, . . . , t) и интервальным начальным условием x(0,v) = v. В этом случае
система (6) примет вид

x(t +1) =
t

∑
i=0

Ai(t)x(t − i), t = 0,1, . . . . (9)

Для представления интервальной системы уравнений (9) в виде двух точечных систем
воспользуемся утверждением

Лемма 5.1. Для любых трех вещественных чисел a,c и d, удовлетворяющих условию d ⩾ c,
справедливы равенства

min(ac, ad) =
a(c+d)−|a|(d − c)

2
, max(ac, ad) =

a(c+d)+ |a|(d − c)
2

. (10)

Лемма доказывается непосредственной проверкой.
В классической интервальной арифметике формула (10) имеет следующую интерпретацию:

a[c, d] =
[︁
amid

(︁
[c,d]

)︁
−|a|rad

(︁
[c,d]

)︁
, amid

(︁
[c,d]

)︁
+ |a|rad

(︁
[c,d]

)︁]︁
. (11)

Формулы (10), (11) позволяют записать следующим образом произведение точечной матри-
цы D на интервальный вектор q = [q∗, q∗] (при условии согласования размеров сомножителей):

Dq = D[q∗, q∗] =
[︁
Dmid(q)−|D|rad(q), Dmid(q)+ |D|rad(q)

]︁
. (12)

Здесь и далее центры, радиусы и модули матриц и векторов – это центры, радиусы и модули,
составленные из соответствующих элементов матриц и векторов.
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Представим систему уравнений (9) с учетом формулы (12). Имеем

x(t +1)=
t

∑
i=0

[︁
Ai(t)mid

(︁
x(t − i)

)︁
−|Ai(t)|rad

(︁
x(t − i)

)︁
, Ai(t)mid

(︁
x(t − i)

)︁
+|Ai(t)|rad

(︁
x(t − i)

)︁]︁
. (13)

Так как каждый интервал a однозначно определяется своим радиусом rad(a) и центром
mid(a), то система (13) эквивалентна системе уравнений Вольтерра из двух точечных уравнений

mid
(︁
x(t +1)

)︁
=

t

∑
i=0

Ai(t)mid
(︁
x(t − i)

)︁
,

rad
(︁
x(t +1)

)︁
=

t

∑
i=0

|Ai(t)|rad
(︁
x(t − i)

)︁
.

(14)

Введем в рассмотрение следующие матрицы и векторы:

Φi(t) =
(︃

Ai(t) O
O |Ai(t)|

)︃
, z(t) =

(︃
mid
(︁
x(t)

)︁
rad
(︁
x(t)

)︁)︃ , z0 =

(︃
mid(v)
rad(v)

)︃
.

Тогда можно перейти от интервального представления системы Вольтерра (9) к эквивалент-
ному точечному представлению в пространстве R2n

z(t +1) =
t

∑
i=0

Φi(t)z(t − i), t = 0,1, . . . , z(0) = z0.

Далее в пространстве R2n можем воспользоваться как необходимыми, так и достаточными
условиями асимптотической устойчивости, изложенными в разделе 2.

Легко видеть, что выполнение требования на расстояние Хаусдорфа между интервальной

траекторией и нулем lim
t→+∞

(︃
max
1⩽i⩽n

h
(︁
x(t), 0

)︁)︃
= 0 в интервальной арифметике эквивалентно двум

условиям:

lim
t→+∞

mid
(︁
x(t)

)︁
= 0, lim

t→+∞
rad
(︁
x(t)

)︁
= 0.

Значит, имеют место аналоги теорем 2.2, 2.3 и 2.4 для интервальной системы (9). Например,
теореме 2.4 в интервальной постановке соответствует теорема

Теорема 5.2. Пусть для матриц Φi(t) (i = 0,1, . . . t) существуют такие неотрицательные
постоянные матрицы Vi, что в каждый момент времени t = 0,1, . . . выполняются неравенства⃓⃓
Φi(t)

⃓⃓
+
⩽Vi и матричный ряд

+∞

∑
i=0

Vi сходится, сумма которого равна матрице V . Тогда интер-

вальная система уравнений Вольтерра (9) интервально асимптотически устойчива, если для
матрицы V ее спектральный радиус ρ

(︁
V
)︁
< 1.

В исходных матрицах системы (9) теорема 5.2 может быть сформулирована следующим
образом.

Теорема 5.3. Пусть для матриц Ai(t) (i = 0,1, . . . t) существуют такие неотрицательные
постоянные матрицы Vi, что в каждый момент времени t = 0,1, . . . выполняются неравенства

|Ai(t)|+ ⩽Vi и матричный ряд
+∞

∑
i=0

Vi сходится, сумма которого равна матрице V . Тогда интер-

вальная система уравнений Вольтерра (9) интервально асимптотически устойчива, если для
матрицы V ее спектральный радиус ρ

(︁
V
)︁
< 1.

Замечание 5.4. Учитывая структуру матрицы Φi(t), легко видеть, что если выполнены
достаточные условия асимптотической устойчивости всех точечных систем (1), то будут
выполнены достаточные условия интервальной асимптотической устойчивости системы (9) и
наоборот.

Для каждого из уравнений (14), учитывая формулы (3), (4), запишем формулы Коши. Получим

mid
(︁
x(t,v)

)︁
= F0(t)mid(v), rad

(︁
x(t,v)

)︁
= P0(t)rad(v), t ⩾ 0.
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Здесь матрицы F0(t) вычислены по формуле (3), а матрицы P0(t) определены по формуле,
аналогичной формуле (3):

P0(t) =
t−1

∑
i=0

|Ai(t −1)|P0(t − i−1), t = 1,2, . . . , P0(0) = E.

Из предыдущих рассуждений приходим к формуле Коши для решения интервальной си-
стемы (9)

x(t,v) =
[︁
F0(t)mid(v)−P0(t)rad(v), F0(t)mid(v)+P0(t)rad(v)

]︁
, t ⩾ 0.

Исходя из этого представления несложно прийти к критерию асимптотической устойчивости
интервальной системы Вольтерра с точечными матрицами.

Теорема 5.5. Система Вольтерра (9) с точечными матрицами интервально асимптоти-
чески устойчива тогда и только тогда, когда последовательность матриц P0(t) (t = 0,1, . . .)
стремится к нулевой матрице при t →+∞.

6. Устойчивость интервальной системы Вольтерра с неотрицательными матрицами

В данном разделе рассматриваются только матрицы Ai(t), i = 0,1, . . . , t, t ⩾ 0, с неотрица-
тельными элементами, т. е. O ⩽ Ai(t).

Для заданного точечного вещественного объекта w (скаляра, вектора или матрицы) введем
две операции по правилам: w+ = max

(︁
0, w

)︁
, w− = max

(︁
0,−w

)︁
.

Очевидны соотношения w = w+−w− и
⃓⃓
w
⃓⃓
= w++w−.

Лемма 6.1. Для любых вещественных чисел a, b, c, d, удовлетворяющих условию c ⩽ d,
0 ⩽ a ⩽ b справедливы равенства

min(ac,ad,bc,bd) = ac+−bc−, max(ac,ad,bc,bd) = bd+−ad−. (15)

Лемма доказывается непосредственной проверкой.
В классической интервальной арифметике формулы (15) позволяют в явном виде записать

произведение интервалов. Если 0 ⩽ a ⩽ b, то под произведением интервалов [a,b] и [c,d] понимается
интервал, который задается следующим образом:

[a,b] · [c,d] = [ac+−bc−, bd+−ad−]. (16)

Из леммы 6.1, формулы (16) и работы [23, с. 16, 128] следует формула представления
произведения любой неотрицательной интервальной матрицы D = [D∗, D∗] на интервальный вектор
q = [q∗, q∗] (размеры сомножителей согласованы)

D ·q = [D∗, D∗] · [q∗, q∗] =
[︁
D∗q+∗ −D∗q−∗ , D∗q∗+−D∗q∗−

]︁
. (17)

Для реализации метода сравнения и построения мажорантных систем перейдем от системы
уравнений (6) с учетом (17) для всех t = 0,1, . . . к эквивалентному представлению интервальной
системы уравнений Вольтерра:

x(t +1) =
t

∑
i=0

[︂
A∗i(t)x+∗ (t − i)−A∗

i (t)x
−
∗ (t − i), A∗

i (t)x
∗+(t − i)−A∗i(t)x∗−(t − i)

]︂
. (18)

Очевидно, из интервальной асимптотической устойчивости системы (18) следует интервальная
асимптотическая устойчивость системы (6) и наоборот.

Заметим, что интервальное уравнение (18) эквивалентно двум точечным системам

x∗(t +1) =
t

∑
i=0

(︂
A∗i(t)x+∗ (t − i)−A∗

i (t)x
−
∗ (t − i)

)︂
, x+∗ (0) = v+∗ , x−∗ (0) = v−∗ , t ⩾ 0, (19)

x∗(t +1) =
t

∑
i=0

(︂
A∗

i (t)x
∗+(t − i)−A∗i(t)x∗−(t − i)

)︂
, x∗+(0) = v∗+, x∗−(0) = v∗−, t ⩾ 0. (20)
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Учитывая неотрицательность матриц O ⩽ A∗i(t)⩽ A∗
i (t) и векторов x+∗ (t), x∗+(t), x−∗ (t), x∗−(t),

получим мажоранту системы уравнений (19):

x∗(t +1)⩽
t

∑
i=0

A∗
i (t)
(︂

x+∗ (t − i)− x−∗ (t − i)
)︂
=

t

∑
i=0

A∗
i (t)x∗(t − i), t ⩾ 0.

В силу неотрицательности слагаемых в системе уравнений (20), имеем

|x∗(t +1)|=
⃓⃓⃓ t

∑
i=0

(︂
A∗

i (t)x
∗+(t − i)−A∗i(t)x∗−(t − i)

)︂⃓⃓⃓
⩽

t

∑
i=0

(︂
A∗

i (t)x
∗+(t − i)+A∗i(t)x∗−(t − i)

)︂
⩽

⩽
t

∑
i=0

(︂
A∗

i (t)x
∗+(t − i)+A∗

i (t)x
∗−(t − i)

)︂
=

t

∑
i=0

A∗
i (t)
⃓⃓
x∗(t − i

)︁
|, t ⩾ 0.

В результате приходим к двум мажорантным системам уравнений для систем (19) и (20):

w∗(t +1) =
t

∑
i=0

A∗
i (t)w∗(t − i), w∗(0) = v∗, t ⩾ 0, (21)

|w∗(t +1)|=
t

∑
i=0

A∗
i (t)|w∗(t − i)|, w∗(0) = v∗, t ⩾ 0. (22)

Если уравнения (21), (22) асимптотически устойчивы, то интервально асимптотически устой-
чива система (6) с неотрицательными матрицами. Поэтому справедливо утверждение – аналог
теоремы 2.4.

Теорема 6.2. Пустьматрицы системы (6) неотрицательныAi(t)⩾O и дляматрицA∗
i (t) (i=

= 0,1, . . . t) существуюттакие неотрицательные постоянные матрицыVi, что в каждый момент
времени t = 0,1, . . . выполняются матричные неравенства A∗

i (t)⩽Vi. Далее пусть матричный ряд
+∞

∑
i=0

Vi сходится, сумма которого равна матрицеV . Тогда интервальная система (6) асимтотически

устойчива, если матрица V устойчива по Шуру.
Теорема 6.3. Пусть матрицы системы (6) неотрицательны Ai(t)⩾ O. Если для точечной

системы (1) с матрицами Ai(t) =
⃓⃓
Ai(t)

⃓⃓
выполнены требования теоремы 2.4, то интервальная

система (6) робастно и интервально асимптотически устойчива.
Доказательство. Система (1) с матрицами Ai(t) = |Ai(t)| асимптотически устойчива. Так как

для любой матрицы Ai(t)∈ Ai(t) справедливо неравенство Ai(t)⩽
⃓⃓
Ai(t)

⃓⃓
, то из достаточных условий

теоремы 2.4 следует робастная асимптотическая устойчивость системы (6). Ясно, что для системы (6)
выполняются условия теоремы 4.2, которые гарантируют ее интервальную асимптотическую
устойчивость.

Далее будем говорить, что система (6) имеет неотрицательные параметры, если все ее матрицы
неотрицательны, т. е. Ai(t) ⩾ O и все начальные условия также являются неотрицательными
векторами x(0) = [x∗(0), x∗(0)] = v ⩾ 0. Очевидно достаточные условия теоремы 6.2 обеспечивают
интервальную асимптотическую устойчивость системы (6).

Чтобы получить критерии устойчивости системы (6) с неотрицательными параметрами,
приведем сначала формулу Коши для точного решения интервальной задачи (6) с начальными
условиями x(0) = v ⩾ 0. Заметим, что в данном случае интервальное решение x

(︁
t,v
)︁
⩾ 0.

Введем в рассмотрение неотрицательные интервальные матрицы P0(t) = [P∗0(t), P∗
0 (t)] по

правилу (3). В формулах (3) для удобства изложения точечные матрицы F0(t) заменены на неот-
рицательные интервальные матрицы P0(t), а арифметические операции понимаются в смысле
классической интервальной арифметики. Тогда интервальная формула Коши примет вид

x
(︁
t,x(0)

)︁
= P0(t)x(0). (23)

Формула (23) доказывается методом математической индукции, учитывая неотрицательность
матриц Ai(t), P0(t), векторов x(0), x(t), а также свойства ассоциативности и дистрибутивности
операций над неотрицательными интервальными матрицами [23].
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Очевидно, что в этом случае

x(t) = P0(t)x(0) =
[︁
P∗0(t)x∗(0), P∗

0 (t)x
∗(0)

]︁
.

В силу неравенств

O ⩽ P∗0(t)x∗(0)⩽ P∗
0 (t)x

∗(0)

интервальная асимптотическая устойчивость равносильна асимптотической устойчивости точеч-
ной системы

x∗(t +1) =
t

∑
i=0

A∗
i (t)x

∗(t − i), t = 0,1, . . . . (24)

Справедливы теоремы.
Теорема 6.4. Система (6) с неотрицательными параметрами интервально асимптоти-

чески устойчива тогда и только тогда, когда асимптотически устойчива точечная система
Вольтерра (24) с матрицами, взятыми из правых границ интервалов Ai(t) = [A∗i(t), A∗

i (t)] и
неотрицательных начальных условий x∗(0)⩾ 0.

Теорема 6.5. Для системы (6) с неотрицательными параметрами интервальная асимпто-
тическая устойчивость эквивалентна робастной асимптотической устойчивости.

Доказательство. Необходимость утверждения следует из теоремы 4.4 и того факта, что
решение любой реализация системы (6) мажорируется решением системы (24) при одном и том же
неотрицательном начальном значении.

Достаточность теоремы вытекает, из тогофакта, что из робастной асимптотической устойчиво-
сти системы (6) следует асимптотическая устойчивость системы (24), что гарантирует интервальную
асимптотическую устойчивость системы (6).

7. Устойчивость неотрицательных решений интервальной системы Вольтерра

Вомногихмоделяхматематической экономики,жизнедеятельности биологических популяций,
процессов взаимодействия лекарственныхпрепаратов в теле пациента примедикоментозномлечении
и др. представляют интерес условия неотрицательности решений, очевидно, при неотрицательных
начальных условиях.

Решение x(t) интервальной задачи Коши будем называть неотрицательным, если все векторы
в последовательности x(0), x(1), . . . , x(t), . . . неотрицательны.

Адаптируя схему рассуждений из [27] на системы Вольтерра, установим необходимые и
достаточные условия неотрицательности интервального решения задачи Коши.

Заметим, что из-за перестановочности произведения интервалов

[c,d] · [a,b] = [a,b] · [c,d], здесь [a,b]⩾ 0,

результат леммы 6.1 имеет следующую интерпретацию:

[c,d] · [a,b] =
[︁
c ·mid

(︁
[a,b]

)︁
−|c| · rad

(︁
[a,b]

)︁
, d ·mid

(︁
[a,b]

)︁
+ |d| · rad

(︁
[a,b]

)︁]︁
. (25)

Из (25) и [23, с. 16, 128] следует формула для произведения интервальной матрицы D на
неотрицательный интервальный вектор q

D ·q = [D∗, D∗] · [q∗, q∗] =
[︁
D∗ ·mid(q)−|D∗| · rad(q), D∗ ·mid(q)+ |D∗| · rad(q)

]︁
. (26)

Пусть траектория системы (6) неотрицательна. Воспользуемся формулой (26) и выпишем
формулу для представления интервальной системы (6)

x(t+1)=
t

∑
i=0

[︁
A∗i(t)mid

(︁
x(t− i)

)︁
−|A∗i(t)|rad

(︁
x(t− i)

)︁
, A∗

i (t)mid
(︁
x(t− i)

)︁
+ |A∗

i (t)|rad
(︁
x(t− i)

)︁]︁
. (27)
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Вычисляя середину и радиус интервалов (27), перейдем к точечным рекуррентным соот-
ношениям

m(t +1) =
t

∑
i=0

(︂
mid
(︁
Ai(t)

)︁
m(t − i)+

(︁
|A∗

i (t)|− |A∗i(t)
)︁
r(t − i)

2

)︂
, m(0) = mid

(︁
x(0)

)︁
= mid

(︁
v
)︁
,

r(t +1) =
t

∑
i=0

(︂
rad
(︁
Ai(t)

)︁
m(t − i)+

(︁
|A∗

i (t)|+ |A∗i(t)
)︁
r(t − i)

2

)︂
, r(0) = rad

(︁
x(0)

)︁
= rad

(︁
v
)︁
,

(28)

относительно центров m(t) = mid
(︁
x(t)

)︁
и радиусов r(t) = rad

(︁
x(t)

)︁
интервальных векторов x(t).

Так как было предположено, что траектория системы (6) неотрицательна, то

x(t) = mid
(︁
x(t)

)︁
+[−1, 1]rad

(︁
x(t)

)︁
⩾ 0.

Следовательно, неравенства

m(t)− r(t)⩾ 0, t = 0,1, . . . , (29)

относительно дискретных функций m(t) и r(t), которые построены по соотношениям (28), необ-
ходимы для неотрицательности решения x(t) задачи Коши для системы (6).

Теорема 7.1. Задача Коши для интервальной дискретной системы Вольтерра (6) имеет
неотрицательное решение x(t)⩾ 0тогда итолькотогда, когда решенияm(t), r(t) задачи Коши (28)
удовлетворяют условиям (29), при этом x(t) = [m(t)− r(t), m(t)+ r(t)].

Доказательство. Необходимость теоремы была доказана выше. Достаточность условий (29)
для неотрицательности интервальных решений системы (6) докажем методом математической
индукции.

Пусть функции m(t), r(t) (t ⩾ 0) удовлетворяют соотношениям (28) и неравенству (29). При
t = 0 из (29) следует, что x(0) =

[︁
m(0)− r(0), m(0)+ r(0)

]︁
= v ⩾ 0, т. е. m(0)⩾ r(0)⩾ 0.

Пусть при некотором t (t > 0) выполнены соотношения

x(t) =
[︁
m(t)− r(t), m(t)+ r(t)

]︁
⩾ 0, m(t)⩾ r(t)⩾ 0.

Покажем справедливость неравенства x(t +1)⩾ 0 на следующем t +1 шаге. Из формул (28)
следует, что r(t +1)⩾ 0. Далее, по условию (29) m(t +1)− r(t +1)⩾ 0, откуда имеем m(t +1)⩾ 0.
Тогда можем построить неотрицательный интервальный вектор

z(t +1) =
[︁
m(t +1)− r(t +1), m(t +1)+ r(t +1)

]︁
⩾ 0. (30)

Подставим в (30) выражения из (28). Получим

z(t +1) =
[︂ t

∑
i=0

(A∗i(t)m(t − i)−|A∗i(t)|r(t − i)),
t

∑
i=0

(A∗
i (t)m(t − i)+ |A∗

i (t)|r(t − i))
]︂
. (31)

В формуле (31) заменим выражения для m(t +1) = mid
(︁
x(t +1)

)︁
, r(t +1) = rad

(︁
x(t +1)

)︁
и

получим

z(t +1) =
t

∑
i=0

[︂
A∗i(t)mid

(︁
x(t − i)

)︁
−|A∗i(t)|rad

(︁
x(t − i)

)︁
,

A∗
i (t)mid

(︁
x(t − i)

)︁
+ |A∗

i (t)|rad
(︁
x(t − i)

)︁]︂
.

(32)

Отметим, что соотношение (32) установлено в предположении x(t)⩾ 0. Сравнивая правые
части (27) и (32), а также применяя условие (28), приходим к соотношению x(t +1) = z(t +1)⩾ 0,
т. е. x(t +1)⩾ 0.

Таким образом, показано методом математической индукции, что выполнение условий (29)
обеспечивает неотрицательность решения системы (6).

Найдем условия интервальной устойчивости и асимптотической устойчивости неотрицатель-
ных решений интервальной системы (6) при произвольных вещественных интервальных матри-
цах Ai(t). Для этого определим точечные матрицы Ψi(t) для i = 0,1, . . . , t
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Ψi(t) =

⎛⎜⎜⎝ mid
(︁
Ai(t)

)︁ |A∗
i (t)|− |A∗i(t)|

2

rad
(︁
Ai(t)

)︁ |A∗
i (t)|+ |A∗i(t)|

2

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда относительно векторов z(t) =
(︃

m(t)
r(t)

)︃
(z(t)⩾ 0) c учетом формул (28) и условия (29)

имеем в пространстве R2n точечную систему Вольтерра

z(t +1) =
t

∑
i=0

Ψi(t)z(t − i), t = 0,1, . . . , z(0) =
(︃

mid
(︁
v
)︁

rad
(︁
v
)︁ )︃ . (33)

Очевидно, что система (6) с неотрицательными решениями интервально асимптотически
устойчива тогда и только тогда, когда точечная система (33) асимптотически устойчива при
выполнении условий (29). Поэтому справедлива

Теорема 7.2. Система Вольтерра (6) с неотрицательными решениями интервально асимп-
тотически устойчива тогда и только тогда, когда система (6) асимптотически устойчива и
совместна система неравенств m(t)− r(t)⩾ 0, t = 0,1, . . . . Здесь функции m(t) и r(t) определены
по формулам (28).

Условия робастной и интервальной асимптотической устойчивости системы (6) приведены
в разделах 2,4.

8. Устойчивость систем с симметричными начальными условиями

Пусть матрицы Ai(t) произвольные, а начальные условия x(0) симметричны относительно
нуля, т. е. имеют место соотношения

x(0) =
[︁
− rad

(︁
x(0)

)︁
, rad

(︁
x(0)

)︁]︁
, mid

(︁
x(0)

)︁
= 0, rad

(︁
x(0)

)︁
= |x(0)|.

Отметим, что произведение интервальной матрицы D на интервальный вектор q, из которых
по крайней мере один симметричный, дает симметричный интервальный результат. Действительно

D ·q = [D∗, D∗] · [q∗, q∗] =
[︁
−|D||q|, |D||q|

]︁
.

Поэтому решение x(t) = x
(︁
t,x(0)

)︁
системы (6) с симметричным начальным условием является

также симметричным интервальным вектором.
Запишем формулу Коши для симметричного решения x(t) в терминах середины и радиуса

интервала
mid
(︁
x(t)

)︁
≡ 0, rad

(︁
x(t)

)︁
= S0(t)rad

(︁
x(0)

)︁
, t ⩾ 0,

где точечные матрицы S0(t) вычисляются по аналогии с формулами (3):

S0(t) =
t−1

∑
i=0

|Ai(t −1)|S0(t − i−1), t = 1,2, . . . , S0(0) = E.

С учетом теоремы 2.2, справедлива
Теорема 8.1. Система (6) с симметричными начальными условиями интервально асимпто-

тически устойчива тогда и только тогда, когда limS0(t)→ 0 при t →+∞.
По аналогии сформулируем достаточные условия интервальной асимптотической устой-

чивости.
Теорема 8.2. Пусть для матриц |Ai(t)| (i = 0,1, . . . , t) существуют такие неотрицательные

постоянные матрицы Vi, что в каждый момент времени t = 0,1, . . . выполняются матричные

неравенства |Ai(t)| ⩽ Vi, матричный ряд
+∞

∑
i=0

Vi сходится, сумма которого равна матрице V .

Тогда система уравнений Вольтерра (6) с симметричными начальными условиями интервально
асимптотически устойчива, если для матрицы V ее спектральный радиус ρ

(︁
V
)︁
< 1.
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Аннотация. В статье доказаны критерии устойчивости и асимптотической устойчивости
линейных систем дифференциальных уравнений, управляемых грубыми траекториями
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стохастических дифференциальных уравнений, управляемых грубыми траекториями
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Abstract. There are proved stability and asymptotic stability criteria for linear rough path
differential systems controlled by rough signals with Holder exponent greater than 1/3. We
obtain sufficient conditions of stability in probability and asymptotic stability in probability
of stochastic linear rough path differential equations controlled by rough signals with Holder
exponent greater than 1/3.

1. Введение

В настоящей работе исследуем проблему устойчивости по Ляпунову решений стационарных
линейных дифференциальных систем

dYt = AYtdXt , t ⩾ 0, Y = (Yt)t⩾0, Yt ∈ Rn, (1)

где A – постоянная (n×n)-матрица, а Xt – скалярная α-гельдеровская функция (или случайный
процесс, траектории которого являются α-гельдеровскими). Поскольку отображение X не является
дифференцируемым, вообще говоря, уравнение (1) следует понимать в смысле соответствующего
интегрального уравнения

Yt = Y0 +

tw

0

AYτdXτ. (2)

Отметим, что в случаеα⩽ 1
2 интеграл в правой части (2) не может быть интерпретирован как интеграл

Римана–Стилтьеса в виду недостаточной гладкости подынтегральной функции. В настоящей статье
мы изучаем случай α> 1

3 и опираемся на разработанную на стыке XX и XXI веков теорию грубых
траекторий [1; 2].

Несмотря на то что общая теория дифференциальных и стохастических дифференциальных
уравнений, управляемых α-гельдеровскими грубыми траекториями при α> 1

3 , в целом построена
[3;4], асимптотические свойства решений, в частности, вопросы устойчивости, мало изучены до
настоящего времени. Это обстоятельство можно объяснить тем фактом, что для дифференциальных
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уравнений, управляемых грубыми траекториями, известные методы исследования устойчивости
не работают или дают слабые результаты. И даже в случае линейных систем с постоянными
коэффициентами проблема остается открытой.

В статье [5] была исследована проблема устойчивости решений одномерных дифферен-
циальных и стохастических дифференциальных уравнений, управляемых грубой траекторией
с произвольным положительным показателем Гельдера. Это стало возможным благодаря тому,
что была найдена явная формула для решений таких уравнений через решения соответствующих
обыкновенных дифференциальных уравнений. В настоящей статье развивается этот подход. Для
уравнения (2) находим явную формулу решений, что позволяет для детерминированной систе-
мы (2) получить критерии устойчивости и асимптотической устойчивости, аналогичные известным
критериям для систем стационарных линейных дифференциальных систем, а для стохастической
системы (2) получить явные достаточные условия устойчивости по вероятности и асимптотической
устойчивости по вероятности.

Также отметим недавнюю работу [6], посвященную исследованию устойчивости нелинейных
дифференциальных уравнений, управляемых грубыми траекториями. В данной работе на основе
методов дискретизации и техники Досс–Суссмана разработан аналог метода функций Ляпунова
исследования устойчивости. Тем не менее, построение функций Ляпунова для конкретных систем
и получение явных результатов об устойчивости представляет нетривиальную задачу даже для
линейных систем.

2. Устойчивость детерминированных систем

Пусть α ∈ (1
3 ,

1
2 ], 3 > p > 1

α . Рассмотрим скалярную α-гельдеровскую функцию Xt , опре-
деленную на промежутке [0,+∞). Следуя [5], построим геометрическую грубую траекторию
X = (X ,X) над X , где Xs,t =

(Xt−Xs)
2

2 . Согласно [7] существует последовательность непрерывных
кусочно-линейных функций Xm, которые сходятся к X по метрике p-вариации. Определим последо-
вательность сглаженных грубых траекторий Xm = (Xm,Xm), где Xm,s,t =

(Xm(t)−Xm(s))2

2 .
Пусть A – постоянная (n×n)-матрица над полем R. Рассмотрим линейное дифференциальное

уравнение, управляемое грубой траекторией X:
dYt = AYtdXt , t ∈ [0;+∞). (3)

Определение 2.1. Решением уравнения (3) будем называть такое отображение (Yt ,Y ′
t ), что при

любом T > 0 сужение этого отображения на отрезок [0,T ] есть элемент пространстваD2α
X ([0,T ],Rn)

[3], Y ′
t = AYt и выполнено следующее интегральное соотношение:

Yt = Y0 +

tw

0

AYsdXs.

Решение уравнения (3) с начальным условием Y0 = ξ называется единственным, если для двух
решений (Yt ,Y ′

t ), (Zt ,Z′
t) уравнения (3) с начальным условием Y0 = ξ выполняется Yt = Zt , Y ′

t = Z′
t

для любых t ⩾ 0.
Предложение 2.2. Для любого ξ ∈ Rn уравнение (3) с начальным условием Y0 = ξ имеет

единственное решение (Yt ,Y ′
t ) и

Yt = exp(AX0,t)ξ

для любого t ⩾ 0, где X0,t = Xt −X0.
Доказательство. Существование и единственность решения (Yt ,Y ′

t ) в пространстве D2α
X

установлено в [3, глава 8]. Согласно [8, теорема 4.5] последовательность Ym решений уравнений
dYm(t) = AYm(t)dXm(t) с начальным условием Ym(0) = ξ сходится к некоторому ˜︁Y по метрике
p-вариации. Как показано в [3, глава 8], (˜︁Yt ,˜︁Y ′

t ) = (Yt ,Y ′
t ).

Покажем, что Yt = exp(AX0,t)ξ является решением уравнения (3).
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Зафиксируем произвольное T > 0. Возьмем произвольное m и обозначим Xm(t) = xt . Докажем,
что выполняется следующее соотношение:

eAxt−Ax0 = E +A
tw

0

eAxτ−Ax0dxτ. (4)

Имеем

A
tw

0

eAxτ−Ax0dxτ = e−Ax0

tw

0

∞

∑
k=0

Ak+1xk
τ

k!
dxτ = e−Ax0

∞

∑
k=0

Ak+1

k!

tw

0

xk
τdxτ =

= e−Ax0
∞

∑
k=0

Ak+1(xk+1
t − xk+1

0 )

(k+1)!
= e−Ax0(eAxt − eAx0) = eAxt−Ax0 −E.

Пусть Xm = (Xm,Xm) – каноническая грубая траектория над Xm. Тогда для любого y0 ∈ Rn

имеем

A
tw

0

eAXm(τ)−AXm(0)y0dXm(τ) = A
tw

0

eAXm(τ)−AXm(0)y0dXm(τ). (5)

Из соотношений (4) и (5) вытекает, что функция Ym(t) = eAXm(t)−AXm(0)y0 является решением
уравнения dYm(t) = AYm(t)dXm(t) с начальным условием Ym(0) = y0, где Y ′

m = AYm, Y ′′
m = A2Ym. Так

как (Ym,Y ′
m) сходится по метрике p-вариации к решению (Y,Y ′) уравнения dY (t) = AY (t)dX(t)

с начальным условием Y (0) = y0, то

Y (t) = eAXt−AX0y0,

что и требовалось доказать.
Определение 2.3. Нулевое решение уравнения (3) называется устойчивым по Ляпунову,

если для любого ε> 0 существует такое δε > 0, что для любого ξ ∈ Rn, удовлетворяющего условию
∥ξ∥< δε, выполнено sup

t⩾0
∥Yt∥< ε, где (Yt ,Y ′

t ) – решение уравнения (3) с начальным условием Y0 = ξ.

Определение 2.4. Нулевое решение уравнения (3) называется асимптотически устойчивым,
если оно устойчиво поЛяпунову и существует такое δ> 0, что для любого ξ∈Rn, удовлетворяющего
условию ∥ξ∥< δ, выполнено lim

t→∞
∥Yt∥= 0, где (Yt ,Y ′

t ) – решение уравнения (3) с начальным условием
Y0 = ξ.

Теорема 2.5. Предположим, lim
t→∞

Xt =+∞. Тогда нулевое решение уравнения (3) асимптоти-
чески устойчиво, если и только если действительные части всех собственных значений матрицы
A отрицательные.

Доказательство. Для доказательства рассмотрим отклонение решений возмущенной и
невозмущенной задач Коши:

ρ(t,ξ) =
⃦⃦

exp(AX0,t)ξ
⃦⃦
.

По свойству экспоненты, если A = S−1JS – жорданова нормальная форма матрицы A для некоторой
невырожденной матрицы S, то exp(AX0,t) = S−1 exp(JX0,t)S, поэтому для асиптотической устойчи-
вости необходимо и достаточно, чтобы lim

t→+∞
∥exp(JλX0,t)∥= 0, где λ – произвольное собственное

значение A, а Jλ – произвольная соответствующая ему клетка Жордана матрицы J. Обозначим через
m размер Jλ. Тогда

exp(JλX0,t) = eλXt

⎛⎜⎜⎝
1 X0,t

1
2! X

2
0,t . . . 1

m! X
m
0,t

0 1 X0,t . . . 1
(m−1)! X

m−1
0,t

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎠= eλX0,t PJλ(X0,t).

Поскольку X0,t →+∞ при t →+∞, то для асимптотической устойчивости необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось равенство

lim
t→+∞

∥eλtPJλ(t)∥= 0
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для любого собственного значения λ матрицы A. Требуемое утверждение вытекает из известного
критерия асимптотической устойчивости (случай Xt = t).

Теорема 2.6. Предположим, lim
t→∞

Xt =+∞. Тогда нулевое решение задачи (1) устойчиво по
Ляпунову, если и только если действительные части всех собственных значений матрицы A
неположительны и все жордановы клетки, соответствующие чисто мнимым собственным
значениям A, имеют размер 1.

Доказательство. Исходя из доказательства предыдущей теоремы, достаточно рассмотреть
случай клетки Жордана Jλ, соответствующей собственному значению λ матрицы A, для которого
Re λ = 0. Обозначим через m размер клетки Жордана Jλ.

Если m > 1, то ∥PJλ(t)∥→+∞ при t →+∞, поэтому вне зависимости от ∥ξ∥ норма отклонения
будет стремиться к +∞ при t → +∞ и в этом случае нулевое решение не будет устойчивым по
Ляпунову. Если m = 1, то ∥PJλ(t)∥ константна для любого t ⩾ 0, поэтому

lim
∥ξ∥→0

sup
t⩾0

∥exp(JλX0,t)PJλ(X0,t)ξ∥= 0.

3. Исследование устойчивости линейных стохастических систем

Пусть Xt , t ⩾ 0, – одномерный случайный процесс, определенный на некотором вероятностном
пространстве (Ω,F,P), имеющий п. н. α-гельдеровские траектории. Аналогично определим грубую
траекторию X = (X ,X) над процессом X .Не нарушая общности, будем предполагать, что X0 = 0 п. н.

Определение 3.1. Решением стохастического уравнения (3) будем называть случайный про-
цесс (Yt ,Y ′

t ) на вероятностном пространстве (Ω,F,P), такой что для почти всех ω ∈ Ω элемент
(Yt(ω),Y ′

t (ω)) является решением детерминированного уравнения dYt(ω) = AYt(ω)dXt(ω). Реше-
ние стохастического уравнения (3) называется единственным, если для любых решений (Yt ,Y ′

t ),
(Zt ,Z′

t) выполняется P(Yt = Zt ∀t ⩾ 0) = 1.
Из предложения 2.2 вытекает, что для любой случайной величины ξ : Ω →Rn стохастическое

уравнение (3) с начальным условием Y0 = ξ имеет единственное решение.
Определение 3.2. Нулевое решение стохастического уравнения (3) устойчиво по вероят-

ности, если для любых ε1, ε2 > 0 существует δ = δ(ε1,ε2) > 0, такое что для любой случайной
величины ξ : Ω → Rn, ∥ξ∥⩽ δ п. н., выполняется неравенство

P
(︃

sup
t⩾0

∥Yt∥⩾ ε1

)︃
⩽ ε2.

Определение 3.3. Нулевое решение стохастического уравнения (3) асимптотически устой-
чиво по вероятности, если оно устойчиво по вероятности и существует ∆ > 0, такое что для любой
случайной величины ξ : Ω → Rn, ∥ξ∥⩽ ∆ п. н., имеет место сходимость по вероятности

Yt
P→

t→+∞
0.

Теорема 3.4. Пусть Xt →
t→+∞

+∞ п. н. и для любого T > 0 величина

E
(︃

sup
t∈[0,T ]

|Xt |
)︃

конечна. Тогда для устойчивости (соответственно асимптотической устойчивости) по вероят-
ности нулевого решения стохастического уравнения (3) достаточно, чтобы нулевое решение
системы dYt = AYtdt являлось устойчивым (соответственно асимптотически устойчивым) при
t ⩾ 0.

Доказательство. Предположим, что нулевое решение системы dYt = AYtdt устойчиво при
t ⩾ 0. Не нарушая общности, будем считать, что матрица A совпадает со своей матрицей Жордана J,
которая в свою очередь состоит из одной клетки Jλ. Возьмем произвольные ε1, ε2 > 0. Покажем,
что существует δ = δ(ε1,ε2) > 0, такое что для любой случайной величины ξ : Ω → Rn, ∥ξ∥ ⩽ δ
п. н., выполняется неравенство

P
(︃

sup
t⩾0

∥Yt∥⩾ ε1

)︃
⩽ ε2.
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Поскольку Xt →
t→+∞

+∞ п. н., то существует τ= τ(ε2), такое что

P(Xt ⩾ 0 ∀t ⩾ τ)⩾ 1−ε2/2.

Так как величина
E
(︃

sup
t∈[0,τ]

|Xt |
)︃

конечна, то по неравенству Чебышева найдется постоянная M = M(τ,ε2), такая что

P(|Xt |⩽ M ∀t ∈ [0,τ])⩾ 1−ε2/2.

Так как нулевое решение системы dYt = AYtdt устойчиво по Ляпунову, то найдется постоян-
ная C, такая что

sup
t⩾−M

∥eλtPJλ(t)∥⩽C.

Положим δ= ε1
2C , ∥ξ∥⩽ δ п. н. Имеем

P
(︃

sup
t⩾0

∥Yt∥⩾ ε1

)︃
= P

(︃
sup
t⩾0

∥eλX0,t PJλ(X0,t)ξ∥⩾ ε1

)︃
⩽

⩽ P
(︃

sup
t∈[0,τ]

∥eλX0,t PJλ(X0,t)ξ∥⩾ ε1

)︃
+P
(︃

sup
t⩾τ

∥eλX0,t PJλ(X0,t)ξ∥⩾ ε1

)︃
⩽

⩽
ε2

2
+P
(︃

sup
t∈[−M,M]

∥eλtPJλ(t)ξ∥⩾ ε1

)︃
+
ε2

2
+P
(︃

sup
t⩾0

∥eλtPJλ(t)ξ∥⩾ ε1

)︃
= ε2.

Допустим, что нулевое решение системы dYt = AYtdt асимптотически устойчиво при t ⩾ 0.
Аналогично будем считать, что матрица A совпадает со своей матрицей Жордана J, которая в свою
очередь состоит из одной клетки Jλ. Возьмем произвольные ε1, ε2 > 0. Требуется доказать, что
существует ∆ > 0 и τ1 = τ1(ε1,ε2)> 0, такие что любой случайной величины ξ : Ω → Rn, ∥ξ∥⩽ ∆

п. н., выполняется неравенство

P(∥Yt∥⩽ ε1 ∀t ⩾ τ1)⩾ 1−ε2.

Так как
lim

t→+∞
∥eλtPJλ(t)∥= 0,

то существует τ2, что
sup
t⩾τ2

∥eλtPJλ(t)∥⩽
ε1

2
.

Поскольку Xt →
t→+∞

+∞ п. н., то существует τ1 > 0, такое что

P(Xt ⩾ τ2 ∀t ⩾ τ1)⩾ 1−ε2/2.

Возьмем ∆ = 1. Имеем

P
(︃

sup
t⩾τ1

∥Yt∥⩾ ε1

)︃
= P

(︃
sup
t⩾τ1

∥eλX0,t PJλ(X0,t)ξ∥⩾ ε1

)︃
⩽
ε2

2
+P
(︃

sup
t⩾τ2

∥eλtPJλ(t)ξ∥⩾ ε1

)︃
=
ε2

2
,

что и требовалось доказать.

Пример 3.5. Пусть BH
t – одномерное дробное броуновское движение с показателем Харста

H ∈ (1
3 ,

1
2). Рассмотрим систему линейных стохастических уравнений{︃

dy1 = y2dt + y2dBH
t ,

dy2 =−y1dt − y1dBH
t .

(6)

Положим Xt = t +BH
t , тогда

A =

(︃
0 1
−1 0

)︃
.
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Как показано в [5] для любого T > 0 величина

E
(︃

sup
t∈[0,T ]

|Xt |
)︃
,

конечна, а из [9] следует, что Xt →
t→+∞

+∞ п. н. Согласно [4, c. 55] для любого β ∈ (0,H) траектории
процесса Xt п. н. непрерывны по Гельдеру с показателем β. Следовательно, по теореме 3.4 нулевое
решение системы (6) устойчиво по вероятности.

Благодарность. Авторы благодарят рецензентов за замечания, позволившие существенно
улучшить содержание статьи.
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Аннотация. В данной статье рассматривается задача векторной оптимизации с неопре-
деленным отношением предпочтения. Неопределенность обусловлена тем, что известно
лишь семейство P отношений предпочтения, одно из которых реализуется на самом
деле, причем конкретная реализация неизвестна. В качестве оптимального решения
данной задачи в работе предлагается рассматривать такие допустимые решения, кото-
рые доставляют целевому отображению гарантированный (слабый, сильный) максимум
относительно семейства P, т. е. такие, которые доставляют отображению (слабый, силь-
ный) максимум при любой конкретной реализации отношения предпочтения из P. При
некоторых предположениях относительно семейства P доказана теорема о скаляризации
данной задачи векторной оптимизации при помощи разностно сублинейных функ-
ций. Эта теорема используется затем при выводе необходимых, а также достаточных
условий первого и второго порядка гарантированной P-максимальности допустимых
решений. При этом необходимые условия получены для решений, доставляющих гаран-
тированный слабый P-максимум, а достаточные условия для решений, доставляющих
гарантированный сильный P-максимум.
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Abstract. In this paper we consider a vector optimization problemwith an uncertain preference
relation. The uncertainty arises from the fact that only a family P of preference relations
is known, one of which is actually realized, while the concrete realization is unknown. As
an optimal solution of this problem, we propose to consider such admissible solutions that
provide the objective mapping with the guaranteed (weak, strong) maximum relative to the
family P, i. e., those that provide the objective mapping with (weak, strong) maximum for any
concrete realization of the preference relation from P. Under some assumptions regarding
the family P, a theorem on the scalarization of this vector optimization problem by means
of difference sublinear functions is proved. Then this theorem is used for deriving first- and
second-order necessary and sufficient conditions for admissible solutions that provide the
objective mapping with the guaranteed P-maximum. The necessary conditions are established
for solutions that provide the guaranteed weak P-maximum, while the sufficient conditions
are established for solutions that provide the guaranteed strong P-maximum.

1. Постановка задачи

Прежде всего напомним определения основных понятий, относящихся к стандартной задаче
векторной оптимизации, под которой понимается (см., напр., [1–3]) задача максимизации (или
минимизации) отображения, принимающего значения в упорядоченном векторном пространстве.
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Пусть X – некоторое множество, Y – вещественное векторное пространство, ≺ – отношение
предпочтения на Y . Под отношением предпочтения понимается отношение строгого частично-
го порядка (асимметриченое и транзитивное бинарное отношение) [4; 5], определенное на Y и
согласованное с алгебраическими операциями, заданными на Y.

Напомним, что бинарное отношение ≺ (не обязательно отношение предпочтения), опреде-
ленное на векторном пространстве Y, является согласованным с алгебраическими операциями,
заданными на Y, если для любых y1, y2, y ∈ Y , и любого положительного числа α> 0 выполняются
следующие импликации:

1) y1 ≺ y2 =⇒ αy1 ≺ αy2;
2) y1 ≺ y2 =⇒ y1 + y ≺ y2 + y.
Если бинарное отношение ≺ является отношением предпочтения, то условия 1) и 2) эквива-

лентны тому, что множество P≺ := {y ∈ Y |0 ≺ y} (называемое конусом положительных элементов
или, просто, положительным конусом) есть асимметричный (P≺

⋂︁
(−P≺) = ∅) выпуклый конус

в Y, при этом

y1 ≺ y2 ⇐⇒ y2 − y1 ∈ P≺. (1)

Векторное пространство Y с заданным на нем согласованным отношением предпочтения ≺ на-
зывается упорядоченным векторным пространством, для его обозначения обычно используется
символ (Y,≺).

Предположим, что заданы также отображение F : X → (Y,≺), определенное на некотором
множестве X и принимающее значения в упорядоченном векторном пространстве (Y,≺), и под-
множество Q ⊂ X .

Говорят [3], что точка x0 ∈ Q является точкой ≺-максимума отображения F : X → (Y,≺) на
множестве Q, если соотношение F(x0)≺ F(x) не выполняется ни при каких x ∈ Q или, эквивалентно,
если F(x0) ̸≺ F(x) при всех x ∈ Q.

Символ ̸≺ обозначает отрицание отношения ≺ . Очевидно, что y1 ̸≺ y2 ⇐⇒ y2 − y1 ̸∈ P≺.
Аналогично, точка x0 ∈ Q называется [3] точкой≺-минимума отображения F : X → (Y,≺) на

множестве Q, если соотношение F(x)≺ F(x0) не выполняется ни при каких x ∈ Q или, эквивалентно,
если при всех x ∈ Q выполняется соотношение F(x) ̸≺ F(x0).

Задачу нахождения точек ≺-максимума, а также задачу нахождения точек ≺-минимума
отображения F : X → (Y,≺) на некотором множестве Q ⊂ X принято называть задачами векторной
оптимизации. Подобно скалярным задачам оптимизации множество Q называется при этом
множеством допустимых точек, а отображение F : X → (Y,≺) – целевым отображением.

Из тождества (1) следует, что точка x0 ∈ Q является точкой ≺-максимума отображения
F : X → (Y,≺) на множестве Q тогда и только тогда, когда

(F(Q)−F(x0))∩P≺ =∅.

Аналогично, точка x0 ∈ Q является точкой≺-минимума отображения F : X → (Y,≺) на множестве Q
тогда и только тогда, когда

(F(Q)−F(x0))∩ (−P≺) =∅.

Понятно, что с теоретической точки зрения достаточно изучить одну из задач, например,
задачу нахождения точек ≺-максимума, поэтому договоримся, что всюду ниже под задачей
векторной оптимизации мы будем понимать задачу нахождения точек ≺-максимума некоторого
векторного отображения F : X → (Y,≺).

При исследовании точек ≺-максимума отображений чаще всего используются локальные
аппроксимации отображений и множеств, поэтому естественно при проведении таких исследований
перейти к локальному понятию ≺-максимума.

Если X – топологическое пространство, то говорят, что точка x0 ∈ Q доставляет отображению
F : X → (Y,≺) на множестве Q локальный ≺-максимум, если для некоторой окрестности N(x0)
точки x0 соотношение F(x0) ̸≺ F(x) выполняется при всех x ∈ Q∩N(x0) или, эквивалентно, если

(F(Q∩N(x0))−F(x0))∩P≺ =∅.
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Всюду далее будем предполагать, что Y является нормированным пространством и опре-
деленное на нем отношение предпочтения ≺ таково, что intP≺ ̸=∅. При таких предположениях
введем на пространстве Y производные отношения ≺≺ и ⪯, определив их следующим образом:

y1≺≺y2 ⇐⇒ y2 − y1 ∈ intP≺

и

y1 ⪯ y2 ⇐⇒ y2 − y1 ∈ clP≺.

Здесь intP≺ и clP≺ – внутренность и замыкание конуса P≺ соответственно.
Заметим, что отношение ≺≺ также является отношением строгого частичного порядка

на Y, тогда как отношение ⪯ рефлексивно и транзитивно и, следовательно, является отношением
предпорядка. Символы⊀≺ и ̸⪯ обозначают, соответственно, отрицания отношений ≺≺ и ⪯ .

Говорят, что точка x0 ∈ Q является точкой локального слабого ≺-максимума отображения
F : X → (Y,≺) на множестве Q, если для некоторой окрестности N(x0) точки x0 соотношение
F(x0)⊀≺F(x) выполняется при всех x ∈ Q∩N(x0) или, эквивалентно, если

(F(Q∩N(x0))−F(x0))∩ (intP≺) =∅.

Точка x0 ∈ Q называется точкой локального сильного ≺–максимума отображения F : X →
→ (Y,≺) на множестве Q, если найдется окрестность N(x0) точки x0 такая, что F(x0) ̸⪯ F(x) для
всех x ∈ Q∩N(x0), F(x) ̸= F(x0) или, эквивалентно, если

F(x)−F(x0) ̸∈ clP≺ для всех x ∈ Q∩N(x0), F(x) ̸= F(x0).

Так как intP≺ ⊂ P≺ ⊂ clP≺ \ {0}, то любая точка локального сильного ≺-максимума явля-
ется точкой локального ≺-максимума, а любая точка локального ≺-максимума является точкой
локального слабого ≺-максимума. Обратные импликации, вообще говоря, неверны. Однако если
P≺ = intP≺, то, естественно, что понятие локального≺-максимума совпадает с понятием локального
слабого ≺-максимума. Если же P≺ = clP≺ \{0}, то совпадают понятия локального ≺-максимума
и локального сильного ≺-максимума. В частном случае, когда Y есть множество вещественных
чисел R с естественным отношением упорядочения <, все три понятия совпадают и сводятся
к понятию локального максимума вещественнозначной функции на множестве. Это сразу же
следует из того, что конус положительных элементов P< упорядоченного пространства (R, <)
есть множество положительных вещественных чисел, для которого, как очевидно, справедливы
равенства intP< = P< = clP< \ {0}.

В настоящей работе задача векторной оптимизации рассматривается в предположении, что
отношение предпочтения задано неопределенно. При этом неопределенность обусловлена тем, что
лицу, осуществляющему выбор решения, известно лишь семейство P отношений предпочтения,
любое из которых может реализоваться в процессе выбора решения, в то же время конкретная
реализация отношения предпочтения лицу принимающему решение неизвестна.

При исследовании данной задачи, прежде всего, надо определить понятие оптимальности
допустимого решения. В том случае, когда семейство отношений предпочтений P является одно-
элементным, т. е. в случае, когда отношение предпочтения задано точно, в качестве оптимальных
решений, как мы видели выше, рассматриваются такие элементы множества допустимых решений,
которые доставляют ≺-максимум (или ≺-минимум) целевому отображению относительно задан-
ного отношения предпочтения ≺. В общем случае, когда семейство P состоит не из одного, а из
целого множества отношений предпочтения, при отсутствии какой-либо другой дополнительной
информации о реализации отношения предпочтения, бесспорным является лишь такой подход,
который гарантирует оптимальность решения при любой реализации отношения предпочтения.
Такой подход приводит к следующему понятию.

Пусть P – семейство отношений предпочтения, определенных на векторном пространстве Y
и согласованных с алгебраическими операциями, заданными на Y.

Определение 1.1. Будем говорить, что допустимая точка x0 ∈ Q является точкой гаран-
тированного максимума для отображения F : X → Y на множестве Q относительно семейства
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согласованных отношений предпочтения P, определенных на Y , или, более просто, точкой га-
рантированного P-максимума для отображения F : X → Y на множестве Q, если соотношение
F(x0)≺ F(x) не выполняется ни при каких x ∈ Q и ≺∈ P или, эквивалентно, если

(F(Q)−F(x0))∩ (∪{P≺ | ≺∈ P}) =∅.

Определим далее понятия гарантированного слабого и гарантированного сильного макси-
мумов, при этом будем предполагать, что семейство отношений предпочтения P удовлетворяет
следующим условиям (i) intP≺ ̸= ∅ для любого ≺∈ P и (ii) cl(∪{P≺ | ≺∈ P}) ̸= Y .

Как объединение семейства конусов множество ∪{P≺ | ≺∈ P} является конусом, причем
при выполнении условий (i) и (ii) конус ∪{P≺ | ≺∈ P} является нетривиальным, т. е. ∪{P≺ | ≺∈
∈ P} ̸= {0} и ∪{P≺ | ≺∈ P} ̸= Y . Кроме того, так как ∪{intP≺ | ≺∈ P} ⊂ int(∪{P≺ | ≺∈ P}), то
int(∪{P≺ | ≺∈ P}) ̸= ∅.

Определение 1.2. Будем говорить, что допустимая точка x0 ∈ Q является
(а)точкой гарантированного слабого максимума для отображения F : X →Y на множестве Q

относительно (удовлетворяющего условиям (i) и (ii)) семейства согласованных отношений предпо-
чтения P, определенных на Y , или, более просто, точкой гарантированного слабого P-максимума
для отображения F : X → Y на множестве Q, если

(F(Q)−F(x0))∩ (int(∪{P≺ | ≺∈ P})) =∅; (2)

(б) точкой гарантированного сильного максимума для отображения F : X → Y на множе-
стве Q относительно (удовлетворяющего условиям (i) и (ii)) семейства согласованных отношений
предпочтения P, определенных на Y , или, более просто, точкой гарантированного сильного
P-максимума для отображения F : X → Y на множестве Q, если

(F(x)−F(x0)) ̸∈ cl(∪{P≺ | ≺∈ P}) для всех x ∈ Q, F(x) ̸= F(x0). (3)

Нетрудно видеть, что в случае, когда семейство P состоит из единственного отношения
предпочтения ≺, введенные выше понятия гарантированного слабого и сильного P-максимумов
сводятся к общепринятым определениям слабого и сильного ≺-максимума. Идейно данные опреде-
ления восходят к работам [6;7], посвященным исследованию задач оптимизации и оптимального
управления в условиях неопределенности.

Так как int(∪{P≺ | ≺∈ P})⊂ ∪{P≺ | ≺∈ P} ⊂ cl(∪{P≺ | ≺∈ P})\{0}, то любая точка гаран-
тированного сильного P-максимума является точкой гарантированного P-максимума, а любая
точка гарантированного P-минимума является точкой гарантированного слабого P-минимума.
Обратные импликации, вообще говоря, неверны.

Основная цель настоящей статьи – получить необходимые, а также достаточные условия
первого и второго порядков для решений, доставляющих локальный гарантированный P-максимум
целевому отображениюF : X → (y,≺) на множестве допустимых решенийQ⊂X . Вывод этих условий
будет осуществлен по методике, впервые предложенной автором в [1] и развитой в последующих ра-
ботах, см., напр., [8–12] и др. В соответствии с этой методикой исследование проводится в два этапа.
На первом этапе, используя подходящую вещественнозначную функцию, аналитически характери-
зующую объединение конусов положительных элементов отношений предпочтения, принадлежащих
P, устанавливается, что допустимое решение является гарантированно P-максимальным в исходной
задаче векторной оптимизации тогда и только тогда, когда оно является решением некоторого
скалярного вариационного неравенства. Этот этап называют обычно «скаляризацией задачи век-
торной оптимизации». В статье скаляризации задачи векторной оптимизации с неопределенным
отношением предпочтения посвящен § 2, при этом показано, что для скаляризации рассматриваемой
задачи могут быть использованы разностно сублинейные функции. На втором этапе из полученного
в результате скаляризации скалярного вариационного неравенства, используя средства дифферен-
циального анализа, основанные на локальных аппроксимациях целевого отображения F и множества
допустимых решений Q, выводятся необходимые и/или достаточные условия P-максимальности.
Условиям P-максимальности первого порядка посвящен § 4, а условиям P-максимальности второго
порядка § 5. Для вывода этих условий использованы локальные аппроксимации отображения
F производными первого и второго порядков, а также локальные аппроксимации множества Q
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касательным конусом первого порядка и касательным множеством второго порядков, определения
которых и некоторые их свойства представлены в § 3.

Отметим что условиям оптимальности в задачах векторной оптимизации посвящены мно-
гочисленные публикации, см. [1; 3; 8–19] и ссылки в них.

2. Скаляризация задачи векторной оптимизации с неопределенным отношением
предпочтения

Начиная с этого раздела и далее будем предполагать, что пространство Y значений целевого
отображения F : X → (Y,≺) является конечномерным нормированным пространством.

Предлагаемый здесь метод скаляризации задач векторной оптимизации с неопределенным
отношением предпочтения основан на аналитическом представлении замкнутых конусов при
помощи разностно сублинейных функций. Впервые возможность такого представления была
доказана А. Шапиро в работе [20]. Начало активному использованию разностно сублинейных
функций в теории оптимизации и негладком анализе было положено в начале 1980-х годов
В. Ф. Демьяновым и А. М. Рубиновым [21] (см. также [1; 22; 23]).

Приведем необходимые в дальнейшем сведения о разностно сублинейных функциях и
отображениях.

Прежде всего напомним, что функция φ : Y → R называется сублинейной, если она является
положительно однородной (φ(λy) = λφ(y),y ∈ Y, λ > 0) и субаддитивной (φ(y1 + y2) ⩽ φ(y1)+
+φ(y2), y1,y2 ∈ Y ).

Каждой сублинейной функцииφ : Y →R однозначно соответствует в пространстве линейных
непрерывных функционалов Y ∗ выпуклое компактное подмножество

∂φ= {y∗ ∈ Y ∗ |y∗(y)⩽φ(y)∀y ∈ Y},

называемое субдифференциалом функции φ, при этом

φ(y) = max
y∗∈∂φ

y∗(y), y ∈ Y. (4)

Функция p : Y → R называется разностно сублинейной [1; 23], если она может быть пред-
ставлена в виде разности двух сублинейных функций, т. е. если p(y) = p(y)− p(y), y ∈ Y, где p
и p – сублинейные функции.

Совокупность всех разностно сублинейных функций, определенных на пространстве Y, будем
обозначать символом P(Y ). Нетрудно убедиться, что относительно стандартных алгебраических
операций поточечного сложения и умножения на число P(Y ) является векторным пространством,
при этом совокупность всех сублинейных функций, обозначаемая ниже P̂(Y ), образует в P(Y )
выпуклый конус, линейная оболочка которого совпадает с P(Y ).

Пусть p : Y → R – произвольная разностно сублинейная функция и пусть p(y) = p(y)−
− p(y), y ∈ Y, – произвольное ее представление в виде разности двух сублинейных функций p и
p из P̂(Y ). Используя это представление, поставим в соответствие функции p упорядоченную
пару Dp = (∂ p, ∂ p) выпуклых компактных подмножеств из Y ∗, где ∂ p и ∂ p – субдифференциалы
сублинейных функций p и p соответственно. Упорядоченная пара Dp = (∂ p, ∂ p) называется при
этом [1; 23] квазидифференциалом функции p. В силу (4) разностно сублинейная функция p и
ее квазидифференциал Dp = (∂ p, ∂ p) связаны соотношением

p(y) = max
y∗∈∂ p

y∗(y)− max
y∗∈∂ p

y∗(y), y ∈ Y.

Обратим внимание на то, что представление функции p в виде разности p = p− p не является
однозначным, поэтому и соответствие p → Dp = (∂ p, ∂ p) также является неоднозначным.

Предложение 2.1 [23]. Пусть p : Y → R – разностно сублинейная функция и пусть Dp =
= (∂ p, ∂ p) – произвольный квазидифференциал функции p. Тогда

а) p(y)⩾ 0 для всех y ∈ Y в том и только том случае, когда

∂ p ⊂ ∂ p;
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б) p(y) > 0 для всех y ∈ Y,y ̸= 0, в том и только том случае, когда существует положи-
тельное число δ> 0 такое, что

∂ p+δBY ∗ ⊂ ∂ p.

Здесь BY ∗ – единичный шар с центром в нулевой точке в пространстве Y ∗.
Разностно сублинейные отображения могут быть определены следующим образом (см. [1,

§ 16]).
Пусть Y и Z – конечномерные нормированные пространства и пусть Z∗ – пространство

линейных функций, определенных на Z.
Отображение G : Y → Z, определенное на Y и принимающее значения в Z, называется

разностно сублинейным, если при любом z∗ ∈ Z∗ композиция z∗ ◦G : Y ∋ y → z∗(G(y)) ∈R является
вещественнозначной разностно сублинейной функцией, определенной на Y .

Предложение 2.2 [1, Предложение 16.1]. Пусть X , Y и Z – конечномерные нормированные
пространства. Если отображения T : X → Y и G : Y → Z являются разностно сублинейными, то
их композиция G◦T : X → Z также является разностно сублинейным отображением.

В частности, композиция p◦T : X → R, где T : X → Y – разностно сублинейное отображение,
а p : Y → R – разностно сублинейная функция, является разностно сублинейной функцией.

Как уже отмечалось выше, замкнутый конус в конечномерном нормированном пространстве
может быть аналитически представлен при помощи разностно сублинейной функции. Справедливо
следующее утверждение

Предложение 2.3 [20]. Для любого нетривиального (clK ̸= {0}, clK ̸= Y ) конуса K ⊂ Y
существует разностно сублинейная функция pK : Y → R такая, что

clK = {y ∈ Y | pK(y)⩽ 0}. (5)

Более того, если конус K удовлетворяет условию cl(intK) = clK, то разностно сублинейная
функция pK : Y → R может быть выбрана так, что наряду с равенством (5) будет выполняться
также равенство

intK = {y ∈ Y | pK(y)< 0}. (6)

Доказательство см. в [20].
Замечание 2.4. Как было показано в [1], если K – выпуклый телесный (intK ̸=∅) конус, то

в качестве функции pK , удовлетворяющей равенствам (5) и (6) может быть выбрана сублинейная
функция pK(y) := inf

z∈K
∥y− z∥− inf

z∈Y\K
∥y− z∥. (Для произвольного множества K ⊂ Y данная функция

была введена Хириарт–Уррути [24; 25] и названа в [1, § 15] симметризованным расстоянием до
множества K.)

Вернемся к задаче векторной оптимизации с неопределенным отношением предпочтения,
при этом будем предполагать далее, что семейство отношений предпочтения P наряду с усло-
виями (i) intP≺ ̸= ∅ для любого ≺∈ P и (ii) cl(∪{P≺ | ≺∈ P}) ̸= Y удовлетворяет также условию
(iii) cl(∪{intP≺ | ≺∈ P}) = cl(∪{P≺ | ≺∈ P}).

Как уже отмечалось выше при выполнении условий (i) и (ii) множество ∪{P≺ | ≺∈P} является
нетривиальным конусом и, кроме того, так как

∪{intP≺ | ≺∈ P} ⊂ int(∪{P≺ | ≺∈ P})⊂ ∪{P≺ | ≺∈ P},

то
cl(∪{intP≺ | ≺∈ P})⊂ cl(int(∪{P≺ | ≺∈ P}))⊂ cl(∪{P≺ | ≺∈ P}).

Из последних включений следует, что при выполнении условия (iii) справедливо равенство
cl(int(∪{P≺ | ≺∈ P})) = cl(∪{P≺ | ≺∈ P}).

Таким образом, конус ∪{P≺ | ≺∈ P} удовлетворяет всем предположениям предложения 2.3 и,
следовательно, для него существует разностно сублинейная функция p : Y → R такая, что

int(∪{P≺ | ≺∈ P}) = {y ∈ Y | p(y)< 0} (7)

и
cl(∪{P≺ | ≺∈ P}) = {y ∈ Y | p(y)⩽ 0}. (8)
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Ниже будем предполагать, что разностно сублинейная функция p : Y → R, удовлетворяющая
равенствам (7) и (8), а также ее представление в виде разности p = p− p двух сублинейных функций
p, p ∈ P̂(Y ) выбраны и зафиксированы.

Теорема 2.5 (Теорема о скаляризации). a) Точка x0 ∈ Q доставляет локальный гарантиро-
ванный слабый P-максимум отображению F : X → Y на множестве Q ⊂ X в том и только том
случае, когда существует окрестность N(x0) точки x0 такая, что

p(F(x)−F(x0))⩾ 0 для всех x ∈ Q∩N(x0). (9)

б) Точка x0 ∈ Q доставляет локальный гарантированный сильный P-максимум отобра-
жению F : X → Y на множестве Q ⊂ X в том и только том случае, когда для некоторой
окрестности N(x0) точки x0 выполняется условие

p(F(x)−F(x0))> 0 для всех x ∈ Q∩N(x0), F(x) ̸= F(x0). (10)

Доказательство утверждения a) следует из условий (2) и (7), а утверждения б) из усло-
вий (3) и (8).

Очевидно, что условие (9) является необходимым, а условие (10) – достаточным условием
для точек локального гарантированного P-минимума отображения F : X → Y на множестве Q.

Важно отметить то, что условия (9) и (10) не зависят от конкретного выбора разностно
сублинейной функции p : Y →R, удовлетворяющей равенствам (7) и (8). Таким образом, условия (9)
и (10) сводят задачу P-максимизации векторнозначного целевого отображения F на множестве
допустимых точек Q к задаче минимизации скалярной целевой функции x → p(F(x)−F(x0)) на
том же множестве Q и именно в этом смысле скаляризуют исходную задачу векторной оптимизации
с неопределенным отношением предпочтения. По сути дела, условия (9) и (10) переформулируют
теоретико-множественные по своему содержанию определения точек гарантированного слабого
и сильного P-максимума в эквивалентной аналитической форме, в виде вариационных нера-
венств, для исследования которых можно применить хорошо развитые средства нелинейного
функционального анализа.

К анализу соотношений (9) и (10), в результате которого будут получены как необходимые,
так и достаточные условия для точек локального гарантированного P-максимума отображения F ,
мы далее и переходим. Случай, когда отношение предпочтения задано точно и, следовательно,
семейство P состоит из единственного отношения предпочтения ≺, достаточно подробно изучен
автором ранее в работах [1; 3; 8–11].

3. Локальные аппроксимации множества допустимых решений и целевого
отображения

В этом параграфе будут приведены определения и некоторые свойства локальных аппрок-
симаций множеств и отображений, которые будут использованы в следующих параграфах при
выводе условий первого и второго порядков гарантированной ≺-максимальности допустимых
решений задачи векторной оптимизации с неопределенным отношением предпочтения. Будем
предполагать при этом, что X является вещественным нормированным пространством. Это позволит
нам использовать в качестве локальных аппроксимации множества допустимых решений Q ⊂ X
касательные конусы первого и второго порядков, а для построения локальных аппроксимаций
целевого отображения использовать целый спектр различных понятий теории дифференцирования
отображений, которые наиболее развиты именно в нормированных пространствах.

Символом S(0) будем обозначать ниже семейство последовательностей положительных
вещественных чисел (tn), tn > 0, n = 1,2, . . . , сходящихся к нулю.

Для любого подмножества M из вещественного нормированного пространства X симво-
лом UM будем обозначать семейство всех последовательностей (xn) таких, что xn ∈ M, n = 1,2, . . . ,
а символом UM(x0) – подсемейство из UM, состоящее из последовательностей (xn), сходящихся
(в смысле нормы, заданной на X) к точке x0.
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Говорят [23; 26–29], что вектор h ∈ X является касательным вектором первого порядка
к множеству M в точке x0 ∈ clM, если существуют последовательности (tn) ∈ S(0) и (xn) ∈UM(x0)

такие, что
xn − x0

tn
→ h при n → ∞.

Совокупность всех векторов из X , касательных (первого порядка) к множеству M в точке
x0 ∈ clM, образует замкнутый конус, который мы будем обозначать символом T (x0 |M) и называть
касательным конусом к множествуM в точке x0. (Конус T (x0 |M) называют также контингентным
конусом или конусом Булигана к множеству M в точке x0.)

Вектор w ∈ X называется (см., напр., [3; 8–11; 29–32]) касательным вектором второго
порядка к множеству M ⊂ X в точке x0 ∈ clM по направлению h ∈ X (или просто в (x0, h) ∈ clM×X),
если существуют последовательности (tn) ∈ S(0) и (xn) ∈ UM(x0) такие, что

xn − x0 − tnh
1
2 t2

n
→ w.

Множество всех касательных векторов второго порядка к множеству M ⊂ X в точке x0 ∈ clM
по направлению h ∈ X будем обозначать символом T 2(x0,h |M).

Известно [9], что T 2(x0,h |M) является замкнутым (возможно, пустым) подмножеством в X .
Говорят [11; 31; 32], что множество M ⊂ X удовлетворяет условию регулярности второго

порядка в точке x0 ∈ clM по направлению h ∈ X , если для любых последовательностей (xn) ∈UM(x0)

и (tn) ∈ S(0) таких, что
xn − x0

tn
→ h выполняется равенство

lim
n→∞

dist

(︄
xn − x0 − tnh

1
2 t2

n
,T 2(x0,h |M)

)︄
= 0,

где dist(z, M) := inf
u∈M

∥z− u∥ – расстояние от точки z до множества M.

Перейдем к обсуждению локальных аппроксимаций отображений.
Отображение F : X →Y из нормированного пространства X в нормированное пространство Y

называется [1; 23; 29; 30; 33] дифференцируемым в точке x0 ∈ X по направлению h ∈ X , если
существует предел

F ′(x0 |h) := lim
t→0, t>0

F(x0 + th)−F(x0)

t
.

Если F ′(x0 |h) существует для любого h ∈ X , то отображение F ′(x0 |·) : h → F ′(x0 |h) называется
производной по направлениям отображения F в точке x0.

Говорят [23;32], что отображениеF : X →Y дифференцируемо по направлениям в смысле Ада-
мара (кратко, H−дифференцируемо по направлениям) в точке x0 ∈ X , если оно дифференцируемо
по направлениям в точке x0 и при этом для всех h ∈ X справедливо равенство

F ′(x0 |h) = lim
t→0, t>0

z→h

F(x0 + tz)−F(x0)

t
. (11)

Равенство (11) эквивалентно следующему условию: для любых последовательностей (tn) ∈ S(0) и

(xn) ∈ UX(x0) таких, что
xn − x0

tn
→ h при n → +∞ выполняется равенство

F ′(x0 |h) = lim
n→+∞

F(xn)−F(x0)

tn
. (12)

Если отображение F : X → Y H-дифференцируемо по направлениям в точке x0 ∈ X , то
производная по направлениям F ′(x0 | ·) : X → Y, как функция направления, непрерывна на всем
пространстве X .
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Отображение F : X → Y называется [27;34] дифференцируемым по Фреше в точке x0 ∈ X ,
если существует непрерывное линейное отображение F ′(x0) : X → Y такое, что

lim
h→0

F(x0 +h)−F(x0)−F ′(x0)h
∥h∥

= 0,

при этом отображение F ′(x0) : X → Y называется производной Фреше отображения F в точке x0.
Очевидно, что дифференцируемое по Фреше отображение является H-дифференцируемым

по направлениям, причем F ′(x0 |h) = F ′(x0)h для всех h ∈ X .
Отображение F : X → Y называется [1; 23] квазидифференцируемым (H-квазидиффе-

ренцируемым) в смысле Демьянова–Рубинова в точке x0 ∈ X , если F дифференцируемо
(H-дифференцируемо) по направлениям в точке x0 и его производная по направлениям
F ′(x0 | ·) : X → Y является разностно сублинейным отображением, т. е. такова, что при каждом
y∗ ∈ Y ∗ композиция h → y∗(F ′(x0 |h)) является разностно сублинейной функцией.

Напомним сейчас необходимые понятия производных второго порядка для отображений.
Следуя [35; 36] (см. также [1; 32]), отображение F : X → Y будем называть дважды пара-

болически дифференцируемым в точке x0 по направлению h ∈ X с отклонением w ∈ X , если F
дифференцируемо в точке x0 по направлению h и, кроме того, существует предел

F ′′(x0 |h, w) := lim
t→0+

F(x0 + th+ 1
2 t2w)−F(x0)− tF ′(x0 |h)

1
2 t2

.

Если предел F ′′(x0 |h, w) существует и, кроме того,

F ′′(x0 |h, w) = lim
(t,z)→(0+,w)

F(x0 + th+ 1
2 t2z)−F(x0)− tF ′(x0 |h)

1
2 t2

,

то будем говорить [9;32], что отображение F дважды параболически H-дифференцируемо в точке
x0 по направлению h с отклонением w.

В том случае, когда F ′′(x0 |h, w) существует для всех h ∈ X и w ∈ X , отображение
F ′′(x0 | ·, ·) : (h, w)→ F ′′(x0 |h, w) называется второй параболической производной (или, если вы-
полняется (12), второй параболической H-производной) отображения F в точке x0.

Нетрудно убедиться, что сужение второй параболической производной F ′′(x0 | ·, ·) : X ×X →
→ Y на {0}×X совпадает с первой производной по направлениям, т. е. имеет место равенство
F ′′(x0 |0, w) = F ′(x0 |w) для всех w ∈ X .

Отображение F : X → Y называют [34] дважды дифференцируемым по Фреше–Тэйлору
в точке x0 ∈ X , если оно дифференцируемо по Фреше в этой точке и, кроме того, существует
непрерывное симметричное билинейное отображение F ′′(x0) : X ×X → Y такое, что

lim
h→0

F(x0 +h)−F(x0)−F ′(x0)h− 1
2 F ′′(x0)[h, h]

∥h∥2 = 0,

при этом соответствующее квадратичное отображение h → F ′′(x0)[h, h] будем называть второй
производной Фреше–Тэйлора отображения F в точке x0.

Очевидно, что дважды дифференцируемое по Фреше–Тэйлору отображение является дважды
параболически H-дифференцируемым по направлениям с отклонениями, причем

F ′′(x0 |h, w) = F ′(x0)w+F ′′(x0)[h, h] для всех h ∈ X и w ∈ X .

Заметим, что понятие второй производной Фреше–Тэйлора слабее классического понятия
второй производной Фреше, которая, как известно, вводится как производная первой производной
Фреше и в этом смысле является последовательной. В данном выше определении понятия произ-
водной Фреше–Тэйлора, фактически, пастулируется лишь одно из свойств второй производной
Фреше, связанное с формулой Тэйлора.
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4. Условия локальной гарантированной P-максимальности
первого порядка

Рассматривая далее задачу P-максимизации отображения F : X → Y на множестве Q ⊂ X ,
будем предполагать в этом параграфе, что отображение F : X → Y является, по крайней мере, H-
дифференцируемым по направлениям в исследуемой точке x0. Относительно семейства отношений
предпочтения P будем предполагать всюду далее, что оно удовлетворяет условиям (i)–(iii) и пусть
p : Y → R – произвольная разностно сублинейная функция, удовлетворяющая равенствам (7) и (8).

Используя стандартные методы дифференциального анализа, непосредственно из теоремы
о скаляризации приходим к следующим условиям P-максимальности первого порядка.

Теорема 4.1 (прямые условия первого порядка для точек гарантированного P-мак-
симума). Пусть x0 ∈ Q и пусть отображение F : X → Y является H-дифференцируемым по
направлениям в точке x0. Тогда

а) для того чтобы точка x0 доставляла отображению F : X → Y локальный гарантиро-
ванный слабый P-максимум на множестве Q, необходимо, чтобы

p(F ′(x0 |h))⩾ 0 для всех h ∈ T (x0 |Q) (13)

или, эквивалентно, чтобы
SKF(x0)∩T (x0 |Q) =∅, (14)

где SKF(x0) := {h ∈ X | p(F ′(x0 |h))< 0};
б) если оба нормированные пространства X иY конечномерны, то для того чтобы точка x0

доставляла отображению F : X → Y локальный гарантированный сильный P-максимум на
множестве Q, достаточно, чтобы

p(F ′(x0 |h))> 0 для всех h ∈ T (x0 |Q), h ̸= 0 (15)

или, эквивалентно, чтобы
KF(x0)∩T (x0 |Q) = {0}, (16)

где KF(x0) := {h ∈ X | p(F ′(x0 |h))⩽ 0}.
Доказательство. a)Пусть h ∈ T (x0|Q) и пусть последовательности (tn)∈ S(0) и (xn)∈UQ(x0)

таковы, что
xn − x0

tn
→ h при n →+∞. Если точка x0 доставляет отображению F : X → Y локальный

гарантированный слабый P-максимум на множестве Q, то в силу утверждения a) теоремы 2.5
(теоремы о скаляризации) существует окрестность N(x0) точки x0 такая, что для всех x ∈ Q∩N(x0)
выполняется неравенство p(F(x)−F(x0))⩾ 0. Так как xn → x0, то, начиная с некоторого номера,
элементы последовательности (xn) принадлежат окрестности N(x0). Не ограничивая общности,
можем считать, что xn ∈N(x0) при всех n. Следовательно, p(F(xn)−F(x0))⩾ 0 для всех n. Поскольку

функция p положительно однородна, то p
(︃

F(xn)−F(x0)

tn

)︃
⩾ 0 для всех n. Учитывая равенство (12)

и непрерывность разностно сублинейной функции p, получаем, переходя в последнем неравенстве
к пределу при n→+∞, требуемое неравенство p(F ′(x0|h))⩾ 0. В силу произвольного выбора вектора
h ∈ T (x0|Q) справедливость утверждения a) доказана. Эквивалентность (13) и (14) очевидна.

б) Будем рассуждать от противного. Предположим, что условие (15) выполнено, а точка
x0 ∈ Q не доставляет отображению F : X → Y локальный гарантированный сильный P-максимум на
множестве Q. Тогда в силу утверждения б) из теоремы о скаляризации (теоремы 2.5) существует по-
следовательность (xn)∈UQ(x0) такая, что F(xn) ̸= F(x0) и p(F(xn)−F(x0))⩽ 0 при всех n. Заметим,

что из F(xn) ̸= F(x0) следует, что xn ̸= x0. Рассмотрим последовательность hn :=
xn − x0

∥xn − x0∥
. Так как

в конечномерном нормированном пространстве X единичная сфера компактна, то из последователь-
ности (hn) можно выбрать сходящуюся подпоследовательность. Без ограничения общности можем
считать, что сама последовательность (hn) является сходящейся и пусть h:= lim

n→+∞
hn. Очевидно,

что h ∈ T (x0|Q) и h ̸= 0, поскольку ∥h∥ = 1. Пусть tn := ∥xn − x0∥. Так как xn → x0, то (tn) ∈ S(0).
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Вследствие положительной однородности функции p из неравенств p(F(xn)−F(x0)) ⩽ 0 ∀ n по-

лучаем, что при всех n выполняется неравенство p
(︃

F(xn)−F(x0)

tn

)︃
⩽ 0. Устремляя в последнем

неравенстве n к бесконечности, придем, учитывая (12) и непрерывность функции p, к неравенству
p(F ′(x0|h))⩽ 0, которое противоречит (15), поскольку h ∈ T (x0|Q) и h ̸= 0. Эквивалентность (15) и
(16) очевидна.

Теорема 4.2 (двойственные условия первого порядка для точек гарантированного
P-максимума). Пусть x0 ∈ Q и пусть отображение F : X → Y является H-квазидифференцируе-
мым в точке x0. Тогда

а) для того чтобы точка x0 доставляла отображению F : X → Y локальный гарантиро-
ванный слабый P-максимум на всем пространстве X , необходимо, чтобы

∂ (p◦F)(x0)⊂ ∂ (p◦F)(x0);

б) если оба нормированные пространства X иY конечномерны, то для того чтобы точка x0

доставляла отображению F : X → Y локальный гарантированный сильный P-максимум на всем
пространстве X , достаточно, чтобы для некоторого δ> 0 выполнялось включение

∂ (p◦F)(x0)+δBX∗ ⊂ ∂ (p◦F)(x0),

где B∗ – единичный шар с центром в нулевой точке в пространстве X∗.
Доказательство. Прежде всего заметим, что в силу предложения 2.2 композиция разностно

сублинейной функции p : Y → R и разностно сублинейного отображения F ′(x0 | ·) : X → Y также
является разностно сублинейной функцией, определенной на X . Учитывая это замечание, лег-
ко видеть, что утверждения a) и б) данной теоремы являются следствиями соответствующих
утверждений предыдущей теоремы и предложения 2.1.

5. Условия локальной гарантированной P-максимальности второго порядка.

При выводе условий гарантированной P-максимальности второго порядка мы будем исходить,
также как и при выводе условий P-максимальности первого порядка, из теоремы скаляризации,
а точнее, из условий (9) и (10), используя для анализа входящих в них множеств и отображений
локальные аппроксимации второго порядка.

Теорема 5.1 (необходимое условие второго порядка для точек локального гарантирован-
ного слабого P-максимума). Пусть отображение F : X → Y является дважды параболически
H-дифференцируемымпо направлениям с отклонениями вточке x0 ∈Q. Тогда длятого чтобыточ-
ка x0 ∈ Q доставляла отображению F : X → Y локальный гарантированный слабый P-максимум
на множестве Q, необходимо, чтобы для любого h ∈ T (x0 |Q) такого, что p(F ′(x0 |h)) = 0,
выполнялось неравенство

inf
w∈T 2(x0,h |Q)

p′(F ′(x0 |h)|F ′′(x0 |h, w))⩾ 0. (17)

Доказательство. Прежде всего отметим (см., напр., [33, теорема 13.5]), что так как Y
является конечномерным нормированным пространством, то разностно-сублинейная функция
p : Y → R является H-дифференцируемой по направлениям в любой точке пространства Y .

Рассмотрим произвольный вектор h ∈ T (x0 |Q), удовлетворяющий равенству p(F ′(x0 |h)) = 0,
и произвольный вектор w ∈ T 2(x0, h |Q). Выберем последовательности (xn) ∈UQ(x0) и (tn) ∈ S(0)

такие, что
xn − x0 − tnh

1
2 t2

n
→ w.Положим wn :=

xn − x0 − tnh
1
2 t2

n
. Тогда xn = x0+ tnh+ 1

2 t2wn. Так как xn ∈ Q

для всех n и xn → x0, то из утверждения а) теоремы 2.5 заключаем, что p≺(F(xn)−F(x0)) ⩾ 0
при достаточно больших n. Воспользовавшись тем, что отображение F дважды параболически
H-дифференцируемо в точке x0 и p(F ′(x0 |h)) = 0, получим

lim
n→∞

p(F(xn)−F(x0))
1
2 t2

n
=
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= lim
n→∞

p
(︃

F ′(x0 |h)+ 1
2 tn

(︃
F ′′(x0 |h, wn)+

o(tn, wn)

t2
n

)︃)︃
− p≺(F ′(x0 |h))

1
2 tn

=

= p′≺(F
′(x0 |h) |F ′′(x0 |h, w))⩾ 0.

Последнее равенство в предыдущих соотношениях следует из H-дифференцируемости по направ-

лениям функции p в любой точке y ∈ Y и равенства lim
n→+∞

o(tn, wn)

t2
n

→ 0, которое выполняется,

поскольку отображение F дважды параболически H-дифференцируемо в точке x0.
Так как вектор w ∈ T 2(x0, h |Q) был выбран произвольным, то из доказанного неравенства

следует (16).
Заметим, что при выполнении предположений теоремы 5.1 условие (17) содержит в себе

необходимое условие первого порядка (13). Действительно, так как p′(0 |y) = p(y) для любого y ∈Y
и F ′(x0|0) = 0, то, положив в (17) h = 0, получим (13).

Достаточное условие второго порядка для точек локального гарантированного сильного
P-максимума будет доказано ниже при дополнительных предположениях, что семейство отношений
предпочтения P является конечным, отображение F дважды дифференцируемо по Фреше–Тейлору
в точке x0, а множество Q удовлетворяет условию регулярности второго порядка в точке x0.

Пусть I – конечное множество индексов и пусть P= {≺i | i ∈ I}, где ≺i – определенные на Y
отношения предпочтения, удовлетворяющие условию intP≺i ̸=∅ при любом i ∈ I. Здесь P≺i – ко-
нус положительных элементов отношения предпочтения ≺i. Так как семейство P конечно, то
int(∪{P≺i | i = 1,2, . . . ,k}) = ∪{intP≺i | i = 1,2, . . . ,k}. Дополнительно будем предполагать, что
∪{P≺i | i ∈ I} ̸= Y , тогда семейство P = {≺i |i ∈ I} удовлетворяет всем трем условиям (i)–(iii)
и, следовательно, для него существует разностно сублинейная функция p : Y → R, удовлетворя-
ющая равенствам (7) и (8). Покажем, что в этом случае такая функция p может быть построена
конструктивно. Вследствие замечания 2.4 для каждого P≺i можно указать конкретную сублинейную
функцию φi : Y → R такую, что intP≺i = {y ∈ Y |φi(y)< 0} и clP≺i = {y ∈ Y |φi(y)⩽ 0}. Нетрудно
видеть, что функция p(y) := min

i=1,k
φi(y) является разностно сублинейной и удовлетворяет равен-

ствам int(∪{P≺i | i ∈ I}) = {y ∈ Y | p(y) < 0} и cl(∪({P≺i | i ∈ I}) = {y ∈ Y | p(y) ⩽ 0}. Заметим, что
функция p(y) := min

i∈I
φi(y) (см., напр., [33]) дифференцируема по направлениям в любой точке

ȳ ∈ Y, причем p′(ȳ |y) = min
i∈Ia(ȳ)

φ′
i(ȳ |y) = min

i∈Ia(ȳ)
max

y∗∈∂φi(ȳ)
y∗(y), y ∈ Y, где Ia(ȳ) = {i ∈ I | p(ȳ) = φi(ȳ)},

∂φi(ȳ) = {y∗ ∈ ∂φi |y∗(ȳ) = φi(ȳ)}.
Теорема 5.2 (достаточное условие второго порядка для точек локального гарантиро-

ванного сильного P-максимума). Предположим, что оба нормированные пространства X и
Y конечномерны и пусть в точке x0 ∈ Q отображение F : X → Y является дважды дифферен-
цируемым по Фреше–Тэйлору, а семейство отношений предпочтения P= {≺i |i ∈ I} является
конечным, причем intP≺i ̸=∅ для всех i ∈ I.

Тогда, для того чтобы точка x0 ∈ Q доставляла отображению F : X → Y локальный
сильный P-максимум на множестве Q, достаточно, чтобы для разностно сублинейной функции
p(y) := min

i∈I
φi(y), где φi : Y → R – сублинейные функции такие, что intP≺i = {y ∈ Y |φi(y)< 0} и

clP≺i = {y ∈ Y |φi(y)⩽ 0}, выполнялись следующие условия:
1) было справедливо неравенство

p(F ′(x0)h)⩾ 0 для всех h ∈ T (x0 |Q); (18)

2) для любого h ∈C(x0) := {h ∈ T (x0 |Q) | p(F ′(x0)h) = 0}, h ̸= 0, имело место неравенство

inf
w∈T 2(x0,h |Q)

p′(F ′(x0)h |F ′(x0)w+F ′′(x0)[h, h])> 0; (19)

3) множество Q удовлетворяло условию регулярности второго порядка в точке x0 по
любому направлению h ∈C(x0), h ̸= 0.

Доказательство. Будем рассуждать от противного. Предположим, что условия 1)–3) выпол-
нены, а x0 не является локально сильно P-максимальной точкой отображения F на множестве Q.
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Тогда в силу утверждения б) из теоремы 2.5 найдется последовательность (xn) ∈UQ(x0), F(xn) ̸=
̸= F(x0), такая, что p(F(xn)−F(x0))⩽ 0 для всех n или, учитывая конкретный вид функции p, такая,
что min

i∈I
φi(F(xn)−F(x0))⩽ 0 для всех n. Покажем, что существование такой последовательности

противоречит условиям 1)–3).
Без ограничения общности можем считать, что последовательность (xn) такова, что соответ-

ствующая ей последовательность hn =
xn − x0

tn
, где tn = ∥xn − x0∥, сходится к некоторому вектору h,

∥h∥= 1, который, как это следует непосредственно из определения касательного конуса первого
порядка, принадлежит T (x0 |Q). Так как отображение F дифференцируемо по Фреше в точке x0, то

из условия p
(︃

F(xn)−F(x0)

tn

)︃
⩽ 0, переходя к пределу при n → ∞, получаем, что p(F ′(x0)h)⩽ 0.

С другой стороны, поскольку h ∈ T (x0 |Q), то в силу условия (18) имеем p(F ′(x0)h)⩾ 0 и, значит,
p(F ′(x0)h) = 0. Таким образом, h ∈C(x0), причем h ̸= 0.

Из равенства

lim
n→∞

φi(F(xn)−F(x0))

tn
=φi(F ′(x0)h),

справедливого для любой сублинейной функции φi, а также из неравенства

φi(F ′(x0)h)> 0 для всех i ∈ I \ Ia(F ′(x0)h),

которое следует из условия (18) и определения подсемейства Ia(F ′(x0)h) = {i ∈ I | p(F ′(x0)h) =
=φi(F ′(x0)h)}, приходим к заключению, что для любого i ∈ I \ Ia(F ′(x0)h) можно указать номер
ni ∈ N такой, что

φi(F(xn)−F(x0))> 0 для всех n ⩾ ni. (20)

Так как множество индексов I конечно, то для любого n ∈ N можно указать такой индекс
in ∈ I, что min

i∈I
φi(F(xn)−F(x0)) =φin(F(xn)−F(x0)). Вследствие конечности множества индексов I

найдется индекс m ∈ I такой, что φm = φin для бесконечно многих номеров n. Выберем из
последовательности (xn) подпоследовательность, соответствующую таким номерам, перенумеруем
ее натуральными числами и отождествим с исходной последовательностью (xn). В результате
получим, что последовательность (xn) удовлетворяет условиям

p(F(xn)−F(x0)) = min
i∈I
φi(F(xn)−F(x0)) =φm(F(xn)−F(x0))⩽ 0 для всех n ∈ N. (21)

Сравнивая (21) с (20), заключаем, что m ∈ Ia(F ′(x0)h).

Положимwn =
xn − x0 − tnh

1
2 t2

n
.Поскольку в силу условия 3)множествоQ удовлетворяет условию

регулярности второго порядка в точке x0 по любому направлению h ∈ C(x0),h ̸= 0, то найдется
последовательность (un) ∈ T 2(x0, h |Q) такая, что wn −un → 0 при n → ∞.

Выберем из множества ∂φm(F ′(x0)h) := {y∗ ∈ ∂φm |y∗(F ′(x0)h) = 0} последователь-
ность {y∗n}∞

n=1 такую, что

max
y∗∈∂φm(F ′(x0)h)

y∗(F ′(x0)un +F ′′(x0)[h, h]) = y∗n(F
′(x0)un +F ′′(x0)[h, h]). (22)

Существование таких y∗n следует из компактности множества ∂φm(F ′(x0)h) и непрерывности
линейной функции y∗ → y∗(F ′(x0)un +F ′′(x0)[h, h]). Заметим, что так как ∂φm(F ′(x0)h) – компакт,
то последовательность {y∗n}∞

n=1 ограничена. Кроме того, из (22) и равенства

p′(F ′(x0)h |F ′(x0)un +F ′′(x0)[h, h]) = max
y∗∈∂φm(F ′(x0)h)

y∗(F ′(x0)un +F ′′(x0)[h, h])

следует, что для всех n выполняется равенство

p′(F ′(x0)h |F ′(x0)un +F ′′(x0)[h, h]) = y∗n(F
′(x0)un +F ′′(x0)[h, h]). (23)
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Воспользовавшись далее тем, что отображение F : X → Y дважды дифференцируемо по
Фреше–Тэйлору в точке x0, получим

F(xn)−F(x0) = tnF ′(x0)h+
1
2

t2
n
(︁
F ′(x0)wn +F ′′(x0)[h, h]

)︁
+o(t2

n) =

= tnF ′(x0)h+
1
2

t2
n
(︁
F ′(x0)un +F ′′(x0)[h, h]

)︁
+

1
2

t2
n F ′(x0)(wn −un)+o(t2

n),

откуда, учитывая (23) и равенство y∗n(F
′(x0)h) = 0, приходим к неравенству

y∗n(F(xn)−F(x0)) =
1
2

t2
n y∗n(F

′(x0)un +F ′′(x0)[h, h])+ y∗n

(︃
1
2

t2
n F ′(x0)(wn −un)+o(t2

n)

)︃
=

=
1
2

t2
n p′(F ′(x0)h |F ′(x0)un +F ′′(x0)[h, h])+ y∗n

(︃
1
2

t2
n F ′(x0)(wn −un)+o(t2

n)

)︃
⩾

⩾
1
2

t2
n

(︃
inf

w∈T 2(x0,h |Q)
p′(F ′(x0)h |F ′(x0)w+F ′′(x0)[h, h])+ y∗n(F

′(x0)(wn −un))+2
y∗n(o(t

2
n))

t2
n

)︃
.

Заметим, что поскольку последовательность (y∗n) ограничена, то y∗n(F
′(x0)(wn −un))+2

y∗n(o(t
2
n))

t2
n

→

→ 0 при n →+∞. Кроме того, tn = ∥xn − x0∥> 0 для всех n. Учитывая эти факты и условие (19), из
предыдущего неравенства заключаем, что y∗n(F(xn)−F(x0))> 0 при достаточно больших n.

Поскольку y∗n ∈ ∂φm, то φm(F(xn)−F(x0)) = max
y∗∈∂φm

y∗(F(xn)−F(x0)) > 0 для достаточно

больших n, что противоречит (21).
Полученное противоречие доказывает теорему.
Работа поддержана Институтом математики НАН Беларуси в рамках государственной про-

граммы научных исследований «Конвергенция–2030».
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Аннотация. Объектом исследования выступает двумерная автономная дифференци-
альная система, правые части которой представляют собой однородные многочлены
четвертой степени. Предметом исследования являются локальные фазовые портреты
такого вида систем. Кратко изложен используемый в исследовании метод Фроммера как
один из эффективных инструментов расщепления сложных точек покоя, и приводится
краткий обзор известных результатов для нелинейных систем. Целью исследования
является получение не только локальных фазовых портретов исследуемых систем, но и
коэффициентных условий, при которых такие фазовые портреты существуют. Актуаль-
ность работы обоснована незавершенностью получения такого вида коэффициентных
критериев в виду сложностей решения алгебраического уравнения пятой степени, возни-
кающего при нахождении возможных конечных мер кривизны O+-кривых исследуемой
системы. В основной части статьи для некоторых случаев получены локальные фазовые
портреты исследуемой системы и указаны коэффициентные критерии их реализации.
В заключении подведены итоги проведенных исследований. Полученные результаты
могут быть использованы в дальнейшем исследовании двумерных автономных систем.
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Abstract. The object of the investigation is a two-dimensional autonomous differential system
whose right-hand sides are homogeneous polynomials of the fourth degree. The subject of
the study is local phase portraits of this type of systems. The Frommer method used in the
study is briefly described as one of the effective tools for splitting multiple equilibrium points,
and a brief review of the known results for nonlinear systems is provided. The goal of the
study is to obtain not only the local phase portraits of the systems under investigation but
also the coefficient conditions under which such phase portraits exist. The relevance of the
work is justified by the incompleteness of obtaining this type of coefficient criteria due to
the difficulties in solving an algebraic equation of the fifth degree, which arises when finding
possible finite measures of curvature of the O+-curves of the system under study. In the main
part of the paper, local phase portraits of the system under study are obtained for some cases
and coefficient criteria for their implementation are indicated. The results of the research
are summarized in the conclusion. The obtained results can be used in further research of
two-dimensional autonomous systems.

1. Введение

Одна из фундаментальных задач качественной теории дифференциальных уравнений состоит
в исследовании поведения траекторий автономной полиномиальной дифференциальной системы

ẋ = X(x,y)≡
n

∑
i+ j=1

ai jxiy j, ẏ = Y (x,y)≡
n

∑
i+ j=1

bi jxiy j (1)
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с действительными коэффициентами в окрестности сложной точки покоя [1, стр. 86], расположенной
в начале координат. Для линейных систем такая задача была решенаА.Пуанкаре [2]. Далее указанной
задачей для нелинейных систем занимались А. Н. Берлинский [3], И. С. Куклес [4], В. В. Потлов [5],
Э. В. Вдовина [6], А. Ф. Андреев [7; 8] и многие другие авторы. Наиболее полные исследования
автономных систем с приведенными типами расположения траекторий в окрестности сложной
точки покоя были опубликованы в работах М. Е. Сагаловича [9] и Л. Н. Лебедевой [10]. Полная
классификация локальных фазовых портретов двумерных аналитических систем с ненулевыми
квадратичными частями и коэффициентные критерии их реализации были получены в диссертации
первого автора [11]. В работе [11] также представлен и более подробный обзор результатов
исследований, проведенных ранее другими авторами в данном направлении.

Исследование поведения автономных систем с более высокими нелинейностями столкнулось
с рядом сложностей. Так, для систем с нелинейностями третьей степени изучение O+-кривых
с заданными характеристиками сводится к решению уравнения четвертой степени, которое может
не иметь действительных корней. В этом случае начало координат системы (1) является моно-
дромной точкой покоя, для которой возникает проблема различения центра и сложного фокуса,
и большинство исследований, как правило, посвящены именно этой проблеме. Классические
результаты, посвященные проблеме различения центра и фокуса, хорошо представлены в известной
монографии [12]. В работах первого автора [13; 14] приведены исследования кубических систем (1)
в частных случаях, получены локальные фазовые портреты, их коэффициентные критерии и ука-
заны условия монодромности начала координат как сложной точки покоя. Изучение поведения
траекторий системы (1) в случае n = 4, т. е. с нелинейностями четвертой степени значительно
усложняется необходимостью решения алгебраического уравнения пятой степени.

Целью нашей работы является получение коэффициентных критериев реализации каждого
из локальных фазовых портретов в окрестности сложной точки покоя для автономных систем
с однородными многочленами четвертой степени в правой части, в зависимости от вида коэффици-
ентов такой системы. Некоторые первичные результаты исследования этих систем, полученные
первым автором, представлены в работах [14;15]. В статье [16] получены коэффициентные критерии
реализации нескольких случаев локальных фазовых портретов системы (1) при n = 4, в настоящей
работе мы представляем результаты изучения других случаев этой системы. Проведенное нами
здесь исследование использует один из эффективных способов расщепления сложных особых
точек – метод Фроммера, который впервые был предложен в работах [17;18], затем был дополнен
И. С. Куклесом [4] и получил дальнейшее развитие в работах А. Ф. Андреева, А. П. Садовско-
го [7;8;19]. В нашем исследовании метод Фроммера, суть которого будет кратко изложена ниже,
использован, опираясь именно на работы [7;8;19]. Описание других методов исследования сложных
точек покоя можно найти в монографии [20].

Идея получения полной классификации локальных фазовых портретов для двумерных
автономных систем с нулевыми линейными и ненулевыми квадратичными частями была предложена
профессором А. П. Садовским. Под его руководством первым автором были исследованы двумерные
аналитические системы с ненулевыми квадратичными частями, и сформулирована их полная
классификация [11; 21]. Данная статья содержит результаты, полученные под влиянием и при
содействии профессора Антона Павловича Садовского.

2. Предварительные сведения

Рассмотрим систему вида (1) при n = 4 с нулевыми коэффициентами при младших степенях:

ẋ = a1x4 +b1x3y+ c1x2y2 +d1xy3 + e1y4, ẏ = a2x4 +b2x3y+ c2x2y2 +d2xy3 + e2y4. (2)

В случае, если в (2) e1 ̸= 0, a2 ̸= 0, то с помощью преобразования x ↦→ x
15
√

e1a4
2
,y ↦→ y

15
√

e4
1a2

можно уменьшить количество произвольных параметров этой системы, приведя (2) к виду

ẋ = ax4 +bx3y+ cx2y2 +dxy3 + y4, ẏ = x4 +βx3y+γx2y2 +δxy3 +εy4. (3)
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Поведение системы (3) исследуем при помощи метода Фроммера [7; 8; 19], представляющего
собой классический инструмент для изучения сложных точек покоя, который также называют
«прямым геометрическим методом». Далее приведем определения используемых терминов и кратко
изложим алгоритм применения метода, суть которого заключается в исследовании порядков µ
и мер ρ кривизны O+-кривых системы (3).

Определение 2.1 [8, c. 7; 19, c. 4]. Полутраекторию l =φ(t), где φ : [α;+∞)→ R2 решение
системы (1) с lim

t→+∞
φ(t) = 0, будем называть O+-кривой системы (1).

Если для полутраектории l = φ(t), φ : (−∞;α] → R2, выполнено lim
t→−∞

φ(t) = 0, то такая
траектория называется O−-кривой системы (1) [8, стр. 7]. O+- и O−-кривые называют O-кривыми
системы (1).

Определение 2.2 [8, с. 28]. Если существует конечный или бесконечный предел lim
x→+0

lny(x)
lnx =µ,

то он называется порядком кривизны O+-кривой y = y(x) в точке O.
Определение 2.3 [19, с. 27]. Если O+-кривая y = y(x) имеет порядок кривизны µ и существует

конечный или бесконечный предел lim
x→+0

y(x)
xµ = ρ, то он называется мерой кривизны O+-кривой

y = y(x).
Таким образом, если система (1) имеет O-кривую с порядком кривизны µ и мерой ρ, то

эту кривую можно задать в виде y(x) = ρxµ+o(xµ), где o(xµ) – бесконечно малая более высокого
порядка при x → +0.

Идея метода состоит в нахождении всех возможных O-кривых системы (3) с заданными
характеристиками. В случае, когда в (1) X(0,y) ≡ 0, система (1) имеет O-кривые с порядком
кривизны µ = 0 и с порядком µ = +∞ – в случае, если в (1) Y (x,0) ≡ 0. В (3) эти условия не
выполнены, поэтому система не имеет O-кривых с указанными порядками. Для определения
возможных конечных порядков кривизны, по степеням переменных x, y, входящих в правые
части (1), строится ломаная (диаграмма) Ньютона [7;17–19], по правилу: слагаемому вида ai jxiy j

в первом уравнении системы ставится в соответствие точка с координатами ( j+1; i−1), а каждому
слагаемому вида bi jxiy j второго уравнения – соответственно точка ( j; i) [19, с. 27], и тогда числа
µp = −kp, где kp – угловые коэффициенты звеньев ломаной, и только они будут возможными
конечными порядками кривизны O-кривых системы (1), кроме того, если ломаная Ньютона имеет
кратные (двойные) вершины, выделяют особые порядки кривизны. Для исследования O+-кривых
системы (1) с обыкновенными порядками кривизны µp, p = 1,m, используют замену y = uxµp .
Указанная замена и исключение времени приводит (1) к дифференциальному уравнению вида

du
dx

xl =
Bµp(u)+B(x,u)
Aµp(u)+A(x,u)

.

Возможными конечными мерами кривизны O-кривых с заданным порядком µp могут быть
вещественные корни уравнения Bµp(u) = 0 и только они. Пусть u = up – действительные корни
этого уравнения. Для исследования характера O+-кривых с порядком µ = µp и мерами ρ =
= up в последнем дифференциальном уравнении делают замены переменных вида u = v+ up.
Преобразованные уравнения приобретают вид

dv
dx

xl =
cvm + c1vm+1 + . . .+ cn−mvn +B1(x,v)

d +d1v+ . . .+dnvn +A1(x,v)
,

где c ̸= 0, n ⩾ m. Если d ̸= 0, то последнее уравнение приводится к виду
dv
dx

xl = avm +a1vm+1 + . . .+V (x,v), где a =
c
d
. (4)

В работах [7; 8; 19] был получен следующий результат
Теорема 2.4. Если
1) l = 1, m – нечетное, g < 0, то существует единственная O+-кривая с порядком кривизны

µ= µp и мерой ρ= up, которую можно записать в виде y(x) = upxµp +o(xµp).
2) l = 1, m – нечетное, g > 0 либо m – четное, то существует бесконечное множество

(открытых, либо полуоткрытых пучков) таких O+-кривых.
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3) l > 1, m = 1, g < 0,то существует единственная O+-кривая с порядком кривизны µ= µp

и мерой ρ= up.
4) l > 1, m = 1, g > 0, то существует открытый пучок таких O+-кривых.
В случае d = 0 либо d ̸= 0, l > 1, m > 1 к уравнению (4) следует еще раз применить метод

Фроммера.
Для удобства рассуждений, можно применять метод Фроммера в каждой четверти отдельно.

Так, полагая, что x ⩾ 0 и y ⩾ 0 проверяем наличие O+-кривых с заданными характеристиками
в первой четверти, рассматривая только положительные корни уравнения Bµp(u) = 0. Исследования
в остальных четвертях сводятся к исследованию в первой посредством замен x ↦→ −x, y ↦→ y для
второй, и x ↦→ −x, y ↦→ −y и x ↦→ x, y ↦→ −y соответственно для третьей и четвертой четвертей.

Совокупность O-кривых системы разбивается на конечное число попарно непересекающихся
пучков, каждый их которых открыт (П), либо состоит из единственной O-кривой (К). Два соседних
пучка вида К образовывают H-сектор (гиперболический), вида П – соответственно E-сектор
(эллиптический), и соседние пучки разных типов образуют P-сектор Бендиксона (параболический).
Например, если вспомнить виды локальных фазовых портретов для линейных систем, то седло
выражается портретом HHHH, либо HH в вырожденном случае, а узел – выражается портретом P.
Однако в случае сложной особой точки зависимость более сложная, и количество элементарных
секторов Бендиксона намного больше. Будем считать, что нам известен локальный фазовый портрет
особой точки O(0;0), если известно разбиение окрестности точки O(0;0) на секторы Бендиксона,
их количество и циклический порядок следования по окружности достаточно малого радиуса.

В определениях и методике исследования использовались ссылки на систему (1), все изло-
женные сведения справедливы и для (3), как частного вида (1).

3. Основная часть

Исследуем поведение системы (3) в окрестности сложной точки покоя O(0; 0). Построим диа-
грамму Ньютона. Действуя по изложенному выше правилу, получаем, что членам первого уравнения
системы (3) соответствуют точки с координатами (1; 3), (2; 2), (3; 1), (4; 0) и (5; −1), а членам
второго уравнения системы (3) соответственно точки (0; 4), (2; 2), (3; 1) и (4; 0). Учитывая выпук-
лость ломаной Ньютона, получаем, что она имеет одно ребро с угловым коэффициентом k =−1,
значит µ = 1 – единственный возможный конечный порядок кривизны O+-кривых системы (3).
Выполнив в (3) замену y = ux и исключая время, приходим к уравнению

du
dx

x =
−u5 +(ε−d)u4 +(δ− c)u3 +(γ−b)u2 +(β−a)u+1

a+bu+ cu2 +du3 +u4 . (5)

Возможными конечными мерами кривизны O+-кривых системы (3) будут вещественные корни
уравнения и только они

u5 − (ε−d)u4 − (δ− c)u3 − (γ−b)u2 − (β−a)u−1 = 0. (6)

Пусть ∆ = 1+β+γ+ δ+ ε. При выполнении условия

a+b+ c+d = ∆−1, (7)

число u = 1 является корнем уравнения (6). В дальнейшем предполагаем, что условие (7) выполнено
и ∆ ̸= 0. Случай ∆ = 0 требует повторного применения метода Фроммера и в настоящей работе
не рассматривается. При выполнении (7) уравнение (6) можно представить в виде

(u−1)(u2 + p1u+q1)(u2 + p2u+q2) = 0, (8)

где p1, p2,q1,q2 ∈ R, q1q2 = 1. В этом случае коэффициенты системы (3) будут удовлетворять
соотношениям

a = β+q1q2 − p1q2 − p2q1, b = γ+ p1q2 + p2q1 − p1 p2 −q2 −q1,

c = δ+ p1 p2 − p1 − p2 +q1 +q2, d = ε+ p1 + p2 −1.
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А уравнение (5) перепишется в виде

xdu/dx =
(︁
(1−u)(u2 + p1u+q1)(u2 + p2u+q2)

)︁
/
(︁
u4 + p1u3 + p2u3 +εu3 −u3 +q1u2+

+q2u2 + p1 p2u2 +δu2 − p1u2 − p2u2 + p1q2u+ p2q1u+γu−q1u−q2u− p1 p2u+q1q2 +β−
−p1q2 − p2q1) .

(9)

Наличие конечных мер кривизны O+-кривых системы (3) зависит от количества вещественных
корней уравнения (8).

Нас интересует наличие корней уравнения (8), отличных от единицы, что зависит от значе-
ний параметров p1, p2,q1,q2 ∈ R. Учитывая, что q1q2 = 1, разобьем исследование на три случая,
в зависимости от значений параметров q1 и q2: два частных случая: q1 = q2 = 1 и q1 = q2 = −1,
и общий случай q1 = 1

q2
, |q1| ̸= 1.

Первый случай: q1 = q2 = 1.
Для удобства рассуждений разобьем исследование на части, придавая следующие значения

оставшимся параметрам p1, p2:
1. |pi|< 2, i = 1,2;
2. pi = 2, |pk|< 2, i,k = 1,2, или pi =−2, |pk|< 2, i,k = 1,2;
3. |pi|= 2, i = 1,2;
4. |pi|> 2, |pk|< 2, i,k = 1,2;
5. |pi|= 2, |pk|> 2, i,k = 1,2, или |pi|> 2, i = 1,2.
В первом случае уравнение (8) имеет только один вещественный корень u1 = 1, и, следова-

тельно, возможной конечной мерой кривизны O+-кривых системы (3) с порядком µ = 1 может
быть только число ρ = 1. Следуя [19, с. 47], выполним в (9) замену u = v+ 1, получим dv

dx x =

= − (p1+2)(p2+2)
∆

v+V (x,v), и, согласно теореме 2.4, при ∆(p1 + 2)(p2 + 2) > 0 система (3) имеет
единственную O+-кривую с порядком µ = 1 и мерой ρ = 1, а в случае ∆(p1 + 2)(p2 + 2) < 0 –
открытый пучок таких O+-кривых. O+-кривых с другими порядками в этом случае система (3)
не имеет. Во второй четверти уравнение (9) примет вид

xdu/dx =−
(︁
(u+1)(u2 − p1u+1)(u2 − p2u+1)

)︁
/
(︁
u4 − (ε+ p1 + p2 +1)u3+

+(δ+ p1 p2 − p1 − p2 +2)u2 +(p1 p2 − p1 − p2 +2−γ)u+β− p1 − p2 +1
)︁
,

это значит, что уравнение (8) не имеет положительных действительных корней, и система (3) не имеет
O+-кривых во второй четверти. Уравнения вида (9) для системы (3) в третьей и четвертой четвертях
соответствуют аналогичным в первой и второй четвертях. Значит, для полного исследования
достаточно рассматривать наличие O+-кривых с заданными характеристиками в первых двух
четвертях. Итак, в случае, |pi| < 2, i = 1,2, получаем, что при ∆ > 0 система (3) представится
локальным фазовым портретом HH (рис. 1) и соответственно PEPE (рис. 2) при ∆ < 0.
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Рис. 1. Локальный портрет HH
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P

Рис. 2. Локальный портрет PEPE
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Во втором случае, если pi = −2, |pk| < 2, i,k = 1,2, поведение системы (3) в окрестности
сложной точки покоя абсолютно такое же, так как в этом случае уравнение (8) приобретает вид
(u−1)3(u2 + pku+1) = 0, кратность корня u1 = 1 равна трем, согласно теореме 2.4 будем иметь
единственную O+-кривую с порядком µ = 1 и мерой ρ = 1 при ∆ > 0 и открытый пучок таких
O+-кривых при ∆ < 0. Если же pi = 2, |pk| < 2, i,k = 1,2, то в первой четверти уравнение (9)
запишется в виде

du
dx

x =− (u−1)(u+1)2(u2 + pku+1)
u4 +(ε+ pk +1)u3 +(δ+ pk)u2 +(γ− pk)u+β− pk −1

. (10)

Выполняя в (10) замену u = v+ 1, получаем, что система (3) имеет единственную O+-кривую
с порядком µ = 1 и мерой ρ = 1, если ∆ > 0, и открытый пучок таких O+-кривых, если ∆ < 0.
А во второй четверти уравнение (9) примет вид

du
dx

x =− (u+1)(u−1)2(u2 − pku+1)
u4 − (ε+ pk +1)u3 +(δ+ pk)u2 − (γ− pk)u+β− pk −1

, (11)

уравнение (8) имеет корень u1 = 1 кратности 2. Выполняя замену u= v+1 в уравнении (11), получаем
dv
dx x = Av2 +V (x,v), что соответствует случаю 2 теоремы 2.4, следовательно, система (3) имеет
полуоткрытый пучокO+-кривых с порядком кривизныµ= 1 и мерой ρ= 1. Это значит, что при∆> 0
система (3) имеет локальный фазовый портрет PHPH и PEPE при ∆ < 0 (рис. 3 и 4 соответственно).

P

P

H
H

Рис. 3. Локальный портрет PHPH

P

P

E

E

Рис. 4. Локальный портрет PEPE

На рис. 3, 4 и далее более жирным выделена граничная O+-кривая соответствующего
полуоткрытого пучка.

В третьем случае, при p1 = p2 =−2, получаем, что уравнение (8) имеет один вещественный
корень u1 = 1 кратности пять в первой и третьей четвертях, и этот случай соответствует случаю 1.
Если же p1 = p2 = 2 либо pi = −2, pk = 2, i,k = 1,2, то в одной четверти будем иметь корень
u1 = 1 нечетной кратности, а в другой – этот же корень четной кратности, что соответствует
уже рассмотренному случаю 2.

Рассмотрим четвертый случай. Будем считать, для определенности, что |p1| > 2, |p2| < 2.
Уравнение (8) при p1 > 2 в первой четверти имеет положительный корень u1 = 1, исследование
которого аналогично случаю 1. Во второй четверти уравнение вида (8) имеет два положительных
корня u2,3 =

p1±
√

p2
1−4

2 . Обозначим m2 = p2
1 −4, тогда корни можно переписать в виде u2,3 =

p1±m
2 ,

при этом u2 = p1+m
2 > 1 и u3 = p1−m

2 = 2
p1+m < 1. Выполнив в (9) замены u = v+ p1+m

2 , u = v+ p1−m
2

соответственно получим

dv
dx

x =
0,5m(p1 +m+2)(p2

1 +m(p1 − p2)− p1 p2)

(1+ε(1+m2)+γ−δm)(p1 +m)+2(εm−β−δ−m)
v+V (x,v),

dv
dx

x =
−0,5m(p1 −m+2)(p2

1 −m(p1 − p2)− p1 p2)

(1+ε(1+m2)+γ+δm)(p1 −m)−2(εm+β+δ−m)
v+V (x,v).
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Введем обозначения A = 1+ ε(1+m2)+γ, B = 2+δp1 −2ε−A, C = 2β+2δ+δm2 −Ap1. Тогда
знаменатели последних двух уравнений преобразуются соответственно в выражения −C−Bm и
−C +Bm, учитывая, что p1 ±m+ 2 > 0, и полагая

I11 = (p2
1 +m(p1 − p2)− p1 p2)(C+Bm), I12 = (p2

1 −m(p1 − p2)− p1 p2)(C−Bm)

получаем, что в случае I11 > 0, I12 < 0, p1 > 2 система (3) имеет единственные O+-кривые с µ= 1,
ρ= p1+m

2 и µ= 1, ρ= 2
p1+m , и открытые пучки таких O+-кривых при p1 > 2, I11 < 0, I12 > 0. Если

же p1 < −2, то уравнение (8) имеет в первой четверти три положительных корня u1 = 1, u2,3 =

=
−p1±

√
p2

1−4
2 . Рассуждая аналогично для каждого из полученных корней и учитывая введенные выше

обозначения, получаем, что в случае p1 <−2 при I11 > 0, I12 > 0 система (3) имеет единственные
O+-кривые с µ= 1, ρ= −p1+m

2 и µ= 1, ρ= 2
−p1+m соответственно, а при I11 < 0, I12 < 0 открытые

пучки таких O+-кривых.
Если же |p1| < 2, |p2| > 2, то, в зависимости от знака p2 в первой либо второй четверти,

уравнение (8) кроме корня u1 = 1 имеет корни u2,3 =
−p2±

√
p−22−4

2 (указаны корни в первой четверти
в случае p2 < −2). Полагая D = 1+ ε(1+n2)+γ, E = 2+δp2 −2ε−D, F = 2β+2δ+δn2 −Cp2,
где n2 = p2

2 − 4, и обозначив

I21 = (p2
2 −n(p1 − p2)− p1 p2)(F +En), I22 = (p2

2 +n(p1 − p2)− p1 p2)(F −En),

получаем, что в случае I21 > 0, I22 < 0, p2 > 2 либо I21 > 0, I22 > 0, p2 < −2 – у системы (3)
единственные O+-кривые с µ= 1, ρ= |p2|+n

2 и µ= 1, ρ= 2
|p2|+n соответственно, и открытые пучки

соответствующих O+-кривых при p2 > 2, I21 < 0, I22 > 0 и p2 < −2, I21 < 0, I22 < 0.
В пятом случае наиболее интересным является случай, когда |pi| = 2, |pk| > 2, i,k = 1,2.

Для определенности, далее будем считать, что p1 > 2, p2 = 2. В этом случае в первой четверти
уравнение (9) запишется в виде (10), и с учетом введенных ограничений получаем, что в первой
(и третьей) четверти система (3) имеет единственную O+-кривую с порядком µ= 1 и мерой ρ= 1,
если ∆ > 0, и открытый пучок таких O+-кривых, если ∆ < 0. А во второй четверти уравнение (9)
примет вид (11), и согласно теореме 2.4, система (3) имеет во второй (и четвертой) четверти
полуоткрытый пучок O+-кривых с порядком кривизны µ = 1 и мерой ρ = 1.

Рассмотрим наличие O+-кривых с мерами, отличными от единицы. Во второй четверти
это u2,3 = p1±m

2 , с учетом введенных выше обозначений. Выполняя в (9) замены u = v+ p1+m
2 ,

u = v+ p1−m
2 соответственно получим

dv
dx

x =
0,25m(p1 +m+2)(p1 +m−2)2

(1+ε(1+m2)+γ−δm)(p1 +m)+2(εm−β−δ−m)
v+V (x,v),

dv
dx

x =
−0,25m(p1 −m+2)(p1 −m−2)2

(1+ε(1+m2)+γ+δm)(p1 −m)−2(εm+β+δ−m)
v+V (x,v),

и с учетом того, что выражения, стоящие в числителях последних уравнений, имеют определенный
знак, количество O+-кривых с указанными мерами зависит только от выражений, стоящих в знаме-
нателе, т. е. от выражений −C−Bm и −C+Bm соответственно. В этом случае система (3) будет
иметь единственные O+-кривые µ= 1, ρ= p1+m

2 и µ= 1, ρ= 2
p1+m соответственно при C+Bm > 0

и −C+Bm > 0 и открытые пучки таких O+-кривых, если указанные выражения отрицательны.
Остальные случаи для |pi|= 2, |pk|> 2, i,k = 1,2, рассматриваются аналогичным образом. Если же
|pi|⩾ 2, i = 1,2, то уравнение (8) имеет 5 различных вещественных корней, знаки которых зависят
от знаков параметров pi, i = 1,2. Корнями будут числа u1 = 1, u2,3 =

|p1|±m
2 , u4,5 =

|p2|±n
2 . Усло-

вия существования O+-кривых с заданными характеристиками приведены выше. Таким образом,
получены следующие результаты.

Теорема 3.1. В случае, когда либо |p1|⩽ 2, либо |p2|⩽ 2, начало координат O(0,0) систе-
мы (3) представится следующими локальными фазовыми портретами:

1) HH при ∆ > 0, при p1 = p2 =−2 или |pi|< 2, i = 1,2, или pi =−2, |pk|< 2, i,k = 1,2;
2) PEPE при ∆ < 0, |pi|⩽ 2, i = 1,2; при pi > 2, |pk|< 2 в случае ∆ < 0, Ii1Ii2 > 0 или ∆ > 0,

Ii1 < 0, Ii2 > 0; при pi <−2, |pk|< 2 в случае ∆ > 0, Ii1Ii2 < 0 или ∆ < 0, Ii1 < 0, Ii2 < 0, i,k = 1,2;
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3) (HH)3 при ∆(pi +2)> 0, Ii1 > 0 в случае Ii2 < 0, pi > 2 или Ii2 > 0, pi <−2, i = 1,2;
4) PHPH при ∆ > 0, pi = 2, |pk|⩽ 2, i,k = 1,2, при ∆(pi+2)< 0, Ii1 > 0 в случае Ii2 < 0, pi > 2

или Ii2 > 0, pi <−2; при ∆(pi +2)> 0, Ii1Ii2 > 0, pi > 2 или Ii1Ii2 < 0, pi <−2, i = 1,2;
5) (PE)6 при ∆(pi +2)< 0, Ii1 < 0 в случае Ii2 > 0, pi > 2 или Ii2 < 0, pi <−2, i = 1,2.
Замечание 3.2. Здесь и далее запись (. . .)k обозначает, что секторы Бендиксона, указанные

в скобках, повторяются циклически k раз при обходе по окружности достаточно малого радиуса.
Теорема 3.3. В случае |p1| > 2, |p2| = 2 начало координат O(0,0) системы (3) имеет

следующие локальные фазовые портреты:
1) (PHHH)2 при ∆ > 0, C+Bm > 0, p1(C−Bm)< 0;
2) PHPH при ∆ > 0, ∆1 > 0, C +Bm > 0, p1(C −Bm) > 0 или ∆ > 0, ∆1 < 0, C +Bm > 0,

p1(C−Bm)< 0 или ∆ < 0, C+Bm > 0, p1(C−Bm)< 0;
3) (PEPHH)2 при ∆ > 0, ∆1(C+Bm)< 0, p1(C−Bm)> 0;
4) (PEPEPH)2 при ∆ < 0, ∆1(C+Bm)< 0, ∆1 p1(C−Bm)< 0;
5) PEPE при ∆ > 0, C + Bm < 0, p1(C − Bm) > 0, или при ∆ < 0, ∆1(C + Bm) > 0,

∆1 p1(C−Bm)> 0;
6) (PE)6 при ∆ < 0, C+Bm < 0, p1(C−Bm)> 0.
Здесь и далее ∆1 =−1+β−γ+δ−ε.
Замечание 3.4. В случае |p2| > 2, |p1| = 2 начало координат O(0,0) системы (3) имеет

локальные фазовые портреты (PHHH)2, PHPH, (PEPHH)2, (PEPEPH)2, PEPE и (PE)6, коэф-
фициентные критерии реализации которых аналогичны приведенным в теореме 3.3. (Для этого
достаточно заменить m ↦→ n, C ↦→ F , B ↦→ E, p1 ↦→ p2.)

Теорема 3.5. В случае |pi|> 2, i = 1,2, начало координат O(0,0) системы (3) представится
следующими локальными фазовыми портретами:

1) (HH)5 при ∆ > 0, Iki < 0, pi <−2, i,k = 1,2, или Ik1 > 0, Ik2 < 0, pk > 2, k = 1,2;
2) (PHHH)2 при ∆ > 0, Iki < 0, Ilm > 0, pi <−2, где i,k, l,m = 1,2, ik ̸= lm;
3) PHPH при Ii1Ii2 < 0, pi <−2 или Ik1Ik2 > 0, pk > 2 или Ii1 < 0, Ik2 > 0, pi <−2, i,k = 1,2 в

случае ∆ > 0;
4) (PEPHH)2 при ∆ > 0, pi > 2, Ii1Ii2 < 0 или ∆ < 0, pi > 2 в случае I21 < 0, Iik > 0, ik ̸= 21,

или I21 < 0, Iik > 0, ik ̸= 12; при pi < −2, ∆ > 0, ∀Iik > 0 или ∀Iik < 0; при ∆ < 0, pi < −2, I11 > 0,
Iik < 0, ik ̸= 11 или I22 < 0, Iik > 0, ik ̸= 22;

5) (PEPEPH)2 при ∆ > 0, pi > 2, I12 > 0, Iik < 0, ik ̸= 12 или I21 > 0, Iik < 0, ik ̸= 21; при ∆ < 0,
pi > 2, I11I21 > 0, I12I22 > 0;

6) PEPE при ∆ > 0, pi > 2, I11 > 0, Iik < 0, ik ̸= 11 или I22 < 0, Iik > 0, ik ̸= 22; при ∆ < 0,
pi > 2, I11I21 > 0, I12I22 > 0;

7) (PE)6 при ∆ > 0, pi > 2, ∀Iik < 0, или ∆ > 0, pi < −2, Ik1 < 0, Ii2 > 0, i,k = 1,2 или ∆ < 0,
pi > 2, ∀Iki < 0, ∀Ilm < 0, где i,k, l,m = 1,2, ik ̸= lm;

8) (PE)10 при ∆ < 0, pi > 2, ∀Iik < 0, или при pi <−2, Ik1 < 0, Ik2 > 0.
Замечание 3.6. Первый случай был рассмотрен в [15]. Были получены локальные фазовые

портреты системы (3), указанные в теоремах 3.1, 3.3, 3.5, однако не для всех случаев были
приведены коэффициентные критерии. Не были рассмотрены случаи кратных корней.

На рис. 1–10 представлены некоторые из локальных фазовых портретов, указанные в тео-
ремах 2.4, 3.1, 3.3, 3.5, рис. 5 и 8 соответствуют теоремам 3.1 и 3.3, а именно случаю |pi| = 2,
|pk| > 2, i,k = 1,2.

Второй случай: q1 = q2 = −1.
В этом случае уравнение (8) всегда имеет пять вещественных корней.При∆p1 p2 > 0 система (3)

имеет единственную O+-кривую с порядком µ= 1 и мерой ρ= 1, а в случае ∆p1 p2 < 0 – открытый
пучок таких O+-кривых. Проводя рассуждения, аналогичные первому случаю, и обозначая

A1 =−1+ε(m2 −1)+γ, B1 = 2−δp1 −2ε+A1, C1 = 2β−2δ+δm2 −A1 p1,

D1 =−1+ε(n2 −1)+γ, E1 = 2−δp2 −2ε+D1, F1 = 2β−2δ+δn2 −C1 p2,

Ĩ11 = (p1 − p2)(m− p1 −2)(C1 +B1m), Ĩ12 = (p1 − p2)(B1m−C1),

Ĩ21 = (p2 − p1)(n− p2 −2)(F1 +E1n), Ĩ22 = (p2 − p1)(E1n−F1),
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Рис. 7. Локальный портрет (PE)6
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Рис. 9. Локальный портрет (HH)5 Рис. 10. Локальный портрет (PEPEPH)2

где m2 = p2
1 +4, n2 = p2

2 +4 получаем, что в случае Ĩ11 < 0 система (3) имеет O+-кривую с порядком
µ = 1 и мерой ρ = m−p1

2 и при Ĩ11 – открытый пучок таких O+-кривых. Если Ĩ12 < 0 система (3)
имеет единственную O+-кривую с µ= 1, ρ= m+p1

2 , а при Ĩ12 – открытый пучок таких O+-кривых.
Кроме того, при Ĩ21, Ĩ22 – единственные O+-кривые с порядком µ= 1 и мерами ρ= n+p2

2 и ρ= n−p2
2

соответственно.
Таким образом имеют место следующие утверждения.
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Теорема 3.7. В случае p1 = p2 = 0 начало координат O(0,0) системы (3) представится
такими локальными фазовыми портретами: HH при ∆1 > 0 и PEPE при ∆1 < 0.

Теорема 3.8. При p2 = 0, p1 ̸= 0 начало координат O(0,0) системы (3) имеет следующие
локальные фазовые портреты:

1) (PHHH)2 при ∆1 > 0, |C1|< B1m;
2) PHPH при ∆1(C1 − B1m) > 0, p1 < 0, C1 + B1m > 0 или ∆1(C1 + B1m) < 0, p1 > 0,

C1 −B1m < 0;
3) PEPE при ∆1(C1 + B1m) < 0, p1 < 0, C1 − B1m > 0 или ∆1(C1 − B1m) > 0, p1 > 0,

C1 +B1m < 0;
4) (PEPHH)2 при ∆1 > 0, |B1m|<C1, p1 > 0 или ∆1 > 0, |B1m|>C1, p1 < 0;
5) (PEPEPH)2 при ∆1 < 0, |B1m|<C1, p1 > 0 или ∆1 < 0, |B1m|>C1, p1 < 0;
6) (PE)6 при ∆1 < 0, |C1|> B1m.
Замечание 3.9. В случае p1 = 0, p2 ̸= 0 начало координат O(0,0) системы (3) имеет

локальные фазовые портреты (PHHH)2, PHPH, PEPE, (PEPHH)2, (PEPEPH)2 и (PE)6, коэф-
фициентные критерии реализации которых аналогичны приведенным в теореме 3.8. (Для этого
достаточно заменить m ↦→ n, C1 ↦→ F1, B1 ↦→ E1, p1 ↦→ p2.)

Теорема 3.10. При p1 = p2 ̸= 0 начало координат O(0,0) системы (3) представится
локальными фазовыми портретами: PHPH и (PEPHH)2 при ∆1 > 0; PEPE и (PEPEPH)2 в случае
∆1 < 0.

Теорема 3.11. При p1 ̸= p2, начало координат O(0,0) системы (3) имеет следующие
локальные фазовые портреты:

1) (HH)5 при ∆1 p1 p2 > 0, ∀Ĩki < 0, i,k = 1,2;
2) (PHHH)2 при ∆1 p1 p2 < 0, ∀Ĩki < 0, i,k = 1,2, или ∆1 p1 p2 > 0, Ĩki > 0, Ĩik < 0, Ĩlm < 0, Ĩml < 0,

ik ̸= lm, i,k, l,m = 1,2;
3) PHPH при ∆1 p1 p2 > 0, Ĩ12Ĩ22 < 0, Ĩ11Ĩ21 < 0 или ∆1 p1 p2 < 0 в случае Ĩ11 > 0, Ĩik < 0, ik ̸= 11

или Ĩ22 > 0, Ĩik < 0, ik ̸= 22;
4) (PEPHH)2 при ∆1 p1 p2 > 0, Ĩ21Ĩ22 < 0, Ĩ11 > 0, Ĩ12 < 0 или Ĩi1 < 0, Ĩk2 > 0, i,k = 1,2; при

∆1 p1 p2 < 0, Ĩ21 > 0, Ĩik < 0, ik ̸= 21 или Ĩ12 > 0, Ĩik < 0, ik ̸= 12;
5) (PEPEPH)2 при ∆1 p1 p2 < 0, Ĩ11Ĩ12 < 0, Ĩ21 > 0, Ĩ22 < 0 или Ĩi1 < 0, Ĩk2 > 0, i,k = 1,2; при

∆1 p1 p2 > 0, Ĩ12Ĩ21 < 0, Ĩ11 > 0, Ĩ22 > 0;
6) PEPE при ∆1 p1 p2 > 0, Ĩ11 < 0, Ĩik > 0, ik ̸= 11 или Ĩ22 < 0, Ĩik > 0, ik ̸= 22; при ∆1 p1 p2 < 0,

Ĩ1i > 0, Ĩ2k < 0, или Ĩ1i < 0, Ĩ2k > 0 или Ĩii > 0, Ĩkl < 0, i,k, l = 1,2, k ̸= l;
7) (PE)6 при ∆1 p1 p2 > 0, ∀Ĩki > 0, i,k = 1,2, или ∆1 p1 p2 < 0, Ĩki < 0, Ĩik > 0, Ĩlm > 0, Ĩml > 0,

где ik ̸= lm, i,k, l,m = 1,2;
8) (PE)10 при ∆1 p1 p2 < 0, ∀Ĩki > 0, i,k = 1,2.
Замечание 3.12. Коэффициентные критерии в теореме 3.11 указаны для случая p1 > p2 >

> 0. При p2 > p1 > 0, либо pi < 0, i = 1,2, начало координат O(0,0) системы (3) представляется
теми же локальными фазовыми портретами 1)–8).

Третий случай: q1 = 1
q2
, |q1| ̸= 1.

В этом случае уравнение для определения возможных конечных мер кривизны O+-кривых
системы (3) имеет вид

(u−1)(u2 + p1u+q1)(q1u2 + p2q1u+1) = 0. (12)

В зависимости от значений параметров p1, p2,q1 уравнение (12) может иметь один, три
или пять вещественных корней, а начало координат O(0,0) системы (3) представится следую-
щими локальными фазовыми портретами: PEPE, (HH)3, PHPH, (HH)5, (PHHH)2, (PEPEPH)2,
(PEPHH)2, (PE)6 и (PE)10.

Если в (3) не требовать выполнения условия (7), то уравнение для определения возможных мер
кривизны O+-кривых системы (3) можно записать в виде (u− p0)(u2 + p1u+q1)(u2 + p2u+q2) = 0,
где p0q1q2 = 1. Анализ данного уравнения проводится аналогично рассмотренным выше случаям и
показывает, что отказ от условия (7) не приводит к возникновению новых типов локальных фазовых
портретов системы (3) в окрестности начала координат.
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Для всех полученных случаев можно построить примеры систем с конкретными значениями
параметров, так системы

ẋ = 3x4 +2x3y− x2y2 + xy3 + y4, ẏ = x4 + x3y+3x2y2 −2xy3 +3y4; (13)

ẋ = 3x4 −2x3y− x2y2 −2xy3 + y4, ẏ = x4 + x3y− x2y2 −2xy3 (14)

соответствуют первому случаю, пункту 2, а именно pi = −2, |pk| < 2, i,k = 1,2. Здесь p1 = −2,
p2 = q1 = q2 = 1. При этом система (13) имеет локальный фазовый портрет HH (теорема 3.1,
условие 1, ∆ = 6 > 0), а система (14) – PEPE (теорема 3.1, условие 2, ∆ = −1 < 0).

Заключение. В работе исследовано поведение траекторий системы (3) в окрестности сложной
точки покоя, расположенной в начале координат. Доказано, что в окрестности точки O(0,0)
система (3) имеет следующие локальные фазовые портреты: HH, PEPE, (HH)3, PHPH, (HH)5,
(PHHH)2, (PEPEPH)2, (PEPHH)2, (PE)6 и (PE)10, все коэффициентные критерии их реализации
сформулированы в виде теорем 3.1, 3.3, 3.5, 3.7, 3.8, 3.10, 3.11.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда фунда-
ментальных исследований (проект Ф25КИ-087), а ее результаты были представлены на Китайско-
белорусском семинаре по прикладной математике в Университете МГУ-ППИ вШэньчжэне в апреле
2025 года.
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Аннотация. Исследованы два класса задач оптимального наблюдения, которые возника-
ют в связи с задачей оптимального гарантированного управления линейными системами
по неточным и неполным измерениям состояний. Линейные задачи оптимального на-
блюдения связаны с построением оптимальных гарантирующих программ и позволяют
получать оценки информационных множеств, описывающих совместимые с записан-
ными измерениями состояния. Задачи априорного оптимального наблюдения связаны
с построением многократно замыкаемых стратегий управления и определением наихуд-
ших будущих информационных множеств. Эти задачи представляют собой специальные
многоуровневые задачи математического программирования, для которых в работе
разработана рекуррентная процедура их сведения к задачам линейного программирова-
ния большой размерности. Предложенные алгоритмы ориентированы на использование
в системах оптимального гарантированного управления в реальном времени.
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Abstract. Two classes of optimal observation problems arising in the context of optimal
robust control of linear systems under inaccurate and incomplete state measurements are
investigated. Linear optimal observation problems are associated with the construction of
optimal guaranteed open-loop controls and provide estimates of information sets that describe
states consistent with measurements obtained. A priori optimal observation problems are
related to the synthesis of multiple-closable control strategies and the determination of the
worst-case future information sets. These problems are formulated as specific multi-level
mathematical programming problems, for which a recurrent procedure for their reduction to
large-scale linear programming problems is developed. The proposed algorithms are oriented
towards real-time applications in optimal guaranteed control systems.

1. Введение

Проблема управления динамическими системами в условиях неполной и неточной инфор-
мации о текущем состоянии является одной из центральных в современной теории управления.
В ситуациях, когда присутствующие в системе неопределенности, такие как неизвестные начальные
состояния, внешние возмущения, ошибки измерений, имеют нестохастическую природу и известны
лишь границы их изменения, наиболее адекватным является гарантированный подход к задачам
оценивания и управления [1; 2]. В рамках этого подхода неопределенность состояния системы
описывается информационныммножеством – совокупностью всех векторов состояния, совместимых
с записанными измерениями и заданными априорными ограничениями на неопределенные величины.

Задачи оптимального наблюдения в таких системах связаны с построением внешних или
внутренних аппроксимаций информационного множества эллипсоидами, параллелотопами или
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полиэдрами [1–4].Однако в задачах оптимального управления по измерениям знать информационное
множество или его аппроксимацию, как правило, не требуется, а формулировки задач оптимального
наблюдения диктуются целями управления, а именно ограничениями на состояния и типом
критерия качества [5–8]. При этом сложность решаемых задач наблюдения существенно зависит
от используемого класса управлений.

В настоящей работе исследуются два типа задач оптимального наблюдения, сопровождающих
задачи оптимального гарантированного управления по измерениям, для которых основные теорети-
ческие результаты были получены в работе [8]. Первый тип – линейные задачи наблюдения – связан
с построением оптимальных гарантирующих программ, для которых требуется вычислять оценки
информационного множества по реализовавшимся к текущему моменту времени измерениям
[6; 9; 10]. Второй тип – задачи априорного наблюдения – возникает при синтезе многократно
замыкаемых стратегий управления [7; 8], для которых требуется прогнозировать информационные
множества в будущие моменты времени.

Основное внимание в статье уделено конструктивным методам решения указанных задач.
Показано, что исходные многоуровневые постановки задач априорного наблюдения могут быть
сведены к задачам линейного программирования или аппроксимированы ими. Разработанная
рекуррентная процедура позволяет строить эффективные алгоритмы для систем управления,
функционирующих в реальном времени, как в статье [8].

2. Система наблюдения и информационное множество

На промежутке времени [0, t f ] рассмотрим линейную стационарную систему вида

ẋ = Ax+Bu+Mw, x(0) ∈ X0, t ∈ [0, t f ], (1)

где x = x(t) ∈ Rn – состояние; u = u(t) ∈ Rr – управление; w = w(t) ∈ Rnw – возмущение в момент
времени t; матрицы A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×r; M ∈ Rn×nw заданы.

Предполагается, что управление u(t), t ∈ [0, t f ], реализуется как известная дискретнаяфункция
с периодом квантования h (h = t f /N, N ∈ N): u(t) ≡ u(s), t ∈ [s,s+ h[, s ∈ ∆ = {0,h, . . . , t f − h},
принимающая значения в множестве U = {u ∈ Rr : umin ⩽ u ⩽ umax}, umin,umax ∈ Rr, umin < umax.
В разделе 3 для системы (1) будет сформулирована задача оптимального управления, по решению
которой находятся управляющие воздействия для системы (1), однако для рассматриваемых в работе
задач наблюдения конкретная реализация управления считается заданной.

Начальное состояние системы (1) известно с точностью до ограниченного множества X0 ⊂
⊂ Rn; будем считать, что оно имеет вид

X0 = {x ∈ Rn : x = x0 +Gz, z ∈ Z }, (2)

где x0 ∈ Rn – заданный вектор; z ∈ Rnz – неизвестный вектор параметров начального состояния;

Z = {z ∈ Rnz : dmin ⩽ z ⩽ dmax};

dmin,dmax ∈ Rnz ; dmin ⩽ dmax; G ∈ Rn×nz .
Относительно возмущений в системе (1) будем считать, что они реализуются в виде кусочно-

непрерывной функции, принимающей значения в множестве W :

w(t) ∈W = {w ∈ Rnw : ∥w∥∞ ⩽ wmax}, t ∈ [0, t f ],

где ∥w∥∞ = maxi |wi|, wmax > 0. В качестве частного случая будем обращаться к системам, в которых
возмущение отсутствует, т. е. M = 0.

Будем вести наблюдение за поведением системы (1), обрабатывая записываемые в дискретные
моменты времени s ∈ ∆̂ = {h,2h, . . . , t f } сигналы линейного измерительного устройства

y(s) =Cx(s)+ξ(s), s ∈ ∆̂, (3)

где y(s) ∈ Rny – измерение; ξ(s) ∈ Rny – ошибка измерения в момент времени s;

ξ(s) ∈ Ξ = {ξ ∈ Rny : ∥ξ∥∞ ⩽ ξmax} , s ∈ ∆̂;

C ∈ Rny×n – заданная матрица; ξmax > 0.
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Таким образом, в системе (1), (3) источниками неопределенности являются возмущение w(t),
t ∈ [0, t f ]; вектор параметров начального состояния z ∈ Z и ошибки измерения ξ(s) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂.
Все перечисленные неопределенности имеют нестохастическую природу; такие неопределенности
в теории управления называются множественными. Они порождают множественную неопреде-
ленность состояния системы (1) в каждый момент времени, которую можно описать с помощью
информационного множества [1; 2; 11].

Далее при некотором фиксированном τ ∈ ∆̂ используются следующие обозначения: Ŵ(τ) –
совокупность всех возмущений ŵ(·) = (ŵ(t), t ∈ [0,τ[), которые могут реализоваться на промежутке
времени [0,τ[; W(τ) – совокупность всех «будущих» возмущений на промежутке [τ, t f ]; ∆̂(τ) =
= {h,2h, . . . ,τ}.

2.1. Информационное множество

Пусть в реальном процессе управления реализовался вектор параметров начального состо-
яния z∗, а к моменту времени τ ∈ ∆̂ – возмущения w∗(·) ∈ Ŵ(τ) и ошибки ξ∗(s), s ∈ ∆̂(τ) (эти
величины остаются неизвестными наблюдателю), на систему подано управление u∗(t), t ∈ [0,τ[.

Наряду с системой (1) будем рассматривать соответствующие ей детерминированную систему
управления

ẋ∗ = Ax∗+Bu∗(t), x∗(0) = x0, t ∈ [0,τ], (4)

и содержащую неопределенности систему
˙̂x = Ax̂+Mw, x̂(0) = Gz, z ∈ Z , w(t) ∈W, t ∈ [0, t f ]. (5)

Траекторию системы (4) будем обозначать x∗(t), t ∈ [0,τ], – эта траектория может быть вычислена,
поскольку заданы начальное состояние x0 и управление u∗(t), t ∈ [0,τ[. Траекторию системы (5)
при фиксированных z, w(t), t ∈ [0, t f ], обозначим через x̂(t|0,z,w), t ∈ [0, t f ].

Тогда измерения, которые будут записаны в рассматриваемом процессе к моменту времени
τ ∈ ∆̂, можно представить в виде

y∗(s) =Cx∗(s)+Cx̂(s|0,z∗,w∗)+ξ∗(s), s ∈ ∆̂(τ).

Определение 2.1. Будем говорить, что вектор параметров начального состояния z ∈ Z и
возмущение ŵ(·) ∈ Ŵ(τ) совместимы с управлением u∗(t), t ∈ [0,τ[, и измерениями y∗(s), s ∈ ∆̂(τ),
если найдутся такие ошибки измерения ξ(s) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(τ), что

y∗(s) =Cx∗(s)+Cx̂(s|0,z, ŵ)+ξ(s), s ∈ ∆̂(τ). (6)

Пусть Ω∗(τ) – множество всех пар (z, ŵ), совместимых с y∗(s), s ∈ ∆̂(τ). С учетом (6),

Ω
∗(τ) :=

{︁
(z, ŵ) ∈ Z ×Ŵ(τ) : y∗(s)−Cx∗(s)−Cx̂(s|0,z, ŵ) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(τ)

}︁
.

Множество Ω∗(τ) всегда непусто, поскольку пара из реализовавшихся в рассматриваемом
процессе значений z∗, w∗(t), t ∈ [0,τ[, совместима с записанным сигналом y∗(s), s ∈ ∆̂(τ).

Положим
ŷ∗(s) := y∗(s)−Cx∗(s), s ∈ ∆̂(τ),

и будем называть такой сигнал очищенным. Очищенный сигнал ŷ∗(s), s ∈ ∆̂, совпадает с сигналом,
который был бы записан в системе наблюдения (5), (3) при реализовавшихся z∗, w∗, ξ∗. С помощью
очищенного сигнала ŷ∗(s), s ∈ ∆̂(τ), установим, что Ω∗(τ) не зависит от управления u∗(t), t ∈ [0,τ[:

Ω
∗(τ) =

{︁
(z, ŵ) ∈ Z ×Ŵ(τ) : ŷ∗(s)−Cx̂(s|0,z, ŵ) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(τ)

}︁
.

Определение 2.2. Множество X ∗(τ), τ ∈ ∆̂, построенное по правилу

X ∗(τ) :=
{︁

x∗(τ)+ x̂(τ|0,z, ŵ) : (z, ŵ) ∈ Ω
∗(τ)

}︁
, (7)

будем называть информационным множеством системы (1), (3) в момент времени τ ∈ ∆̂. Информа-
ционное множество в момент времени τ= 0 есть X ∗(0) = X0.

По определению, X ∗(τ) получено сдвигом на вектор x∗(τ) множества

X̂ ∗(τ) =
{︁

x̂(τ|0,z, ŵ) : (z, ŵ) ∈ Ω
∗(τ)

}︁
, (8)
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которое можно трактовать как информационное множество системы наблюдения (5), (3) в момент τ.
Нетрудно видеть, что множество X̂ ∗(τ), а следовательно, и информационное множество X ∗(τ),
является выпуклым компактом [1; 2].

2.2. Динамика информационных множеств

Кроме информационного множестваX ∗(τ) (или X̂ ∗(τ)), которое вычисляется по записанным
измерениям y∗(s), s ∈ ∆̂(τ), нас будет интересовать прогноз будущих информационных множеств
на некоторой наперед заданной сетке моментов времени из ∆̂.

Пусть до начала процесса управления зафиксированы N ⩾ 1 моментов времени t1 < .. . <
< tN , t j ∈ ∆̂, j = 1, . . . ,N. Они разбивают интервал управления [0, t f ] на N +1 промежуток [t j, t j+1[,
j = 0,1, . . . ,N, где считается, что t0 = 0, tN+1 = t f .

Для j = 0,1, . . . ,N обозначим: ∆̂ j = {t j +h, . . . , t j+1}; N j = |∆̂ j|; w j(·) = (w j(t), t ∈ [t j, t j+1[) –
возмущение на [t j, t j+1[,W j =

{︁
w j(·) : w j(t) ∈W, t ∈ [t j, t j+1[

}︁
– множество возмущений на [t j, t j+1[.

ПустьΩ j – множество пар (z, ŵ)∈Z ×Ŵ(t j), совместимых с некоторым очищенным сигналом
ŷ(s), s ∈ ∆̂(t j), записанным к моменту t j:

Ω j = Ω j(ŷ) =
{︁
(z, ŵ) ∈ Z ×Ŵ(t j) : ŷ(s)−Cx̂(s|0,z, ŵ) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(t j)

}︁
.

Нас будут интересовать сигналы ŷ j(·) =
(︁
ŷ j(s), s ∈ ∆̂ j

)︁
, которые могут быть получены в системе

наблюдения (5), (3) на ∆̂ j, если в момент t j реализовалось множество Ω j, а также множество Ω j+1
к моменту t j+1, его связь с Ω j и сигналом ŷ j(·).

Множество всех возможных сигналов измерения в системе (5), (3) на ∆̂ j обозначим Y j:

Y j :=
{︁

ŷ j(·) : ŷ j(s) =Cx̂
(︁
s|0,z,(ŵ,w j)

)︁
+ξ(s), ξ(s) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂ j, (z, ŵ) ∈ Ω j, w j(·) ∈W j

}︁
,

где (ŵ,w j) =
(︁
ŵ(·),w j(·)

)︁
∈ Ŵ(t j+1) – возмущение на промежутке [0, t j+1], разбито на ŵ(·) ∈ Ŵ(t j) –

возмущение на промежутке времени [0, t j[, и w j(·) ∈W j – возмущение на [t j, t j+1[. Множество Y j,
вообще говоря, зависит от Ω j, однако для упрощения записи эту зависимость явно указывать
не будем.

Если в момент времени t j реализовалось множество Ω j, а на ∆̂ j получены измерения ŷ j(·)∈ Y j,
то в момент времени t j+1 будет реализовано множество

Ω j+1 = Ω
(︁
t j+1| t j,Ω j, ŷ j(·)

)︁
=
{︁(︁

z,(ŵ,w j)
)︁
∈ Z ×Ŵ(t j+1) :

ŷ j(s)−Cx̂
(︁
s|0,z,(ŵ,w j)

)︁
∈ Ξ, s ∈ ∆̂ j,(z, ŵ) ∈ Ω j, w j(·) ∈W j

}︁
,

которое состоит из пар
(︁
z,(ŵ,w j)

)︁
с (z, ŵ) ∈ Ω j и совместимых с ŷ j(·).

Пусть теперь X̂ j =
{︁

x̂(t j|0,z,w) : (z,w) ∈ Ω j
}︁
– информационное множество системы наблю-

дения (5), (3) в момент времени t j. По X̂ j определим информационное множество этой системы
в момент t j+1:

X̂ (t j+1| t j,X̂ j, ŷ j) =
{︁

x̂(t j+1|0,z, ŵ) : (z, ŵ) ∈ Ω(t j+1| t j,Ω j, ŷ j)
}︁
. (9)

Задачи оптимального наблюдения состоят в получении некоторых оценок текущих (в момент
времени τ) информационных множеств X ∗(τ), X̂ ∗(τ), или оценки наихудшего (в некотором
смысле) будущего информационного множества (9). Вид этих оценок зависит от целей использо-
вания информационных множеств на практике. В частности, в данной работе информационное
множество – важный элемент задачи оптимального гарантированного управления по измерениям [8],
и указанные оценки напрямую связаны с целями управления. В связи с этим в следующем разделе
приведем постановку такой задачи управления и покажем, какие формулировки задач оптимального
наблюдения согласуются с целями управления.

3. Оптимальное гарантированное управление линейными системами по измерениям

Рассмотрим задачу оптимального управления системой (1) по неточным дискретным изме-
рениям выходного сигнала измерительного устройства (3).
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Поставим задачу о нахождении на промежутке [τ, t f ] такого дискретного ограниченного
управления, которое гарантированно переводит все состояния системы (1) из информационного
множества (7) в момент времени τ при всех возмущениях w(·) ∈W(τ) на терминальное множество
X f = {x ∈ Rn : Hx ⩽ g}, при минимуме гарантированного значения линейного терминального
критерия качества c⊤x(t f ). Здесь H ∈ Rm×n, g ∈ Rm, c ∈ Rn – заданные матрица и векторы.

Эту задачу будем называть задачей оптимального гарантированного управления системой (1)
по измерениям (3). Далее рассмотрим поставленную задачу в двух классах управлений: 1) в классе
гарантирующих программ; 2) в классе многократно замыкаемых стратегий управления.

3.1. Оптимальное управление в классе гарантирующих программ

Простейший класс управлений в теории оптимального гарантированного управления состав-
ляют гарантирующие программы. Программное управление на промежутке [τ, t f ] – это функция
времени u(t), t ∈ [τ, t f ], одна для всех возможных возмущений, планируется до начала процес-
са управления и по его ходу не корректируется. При вычислении программы не используется
информация о возможном поступлении измерений состояний системы в будущем.

Задача построения оптимальной гарантирующей программы в момент времени τ, в который
реализовалось информационное множество (7), имеет вид [8]

min
u

max
κ∈X̂ ∗(τ),w∈W(τ)

c⊤x(t f ),

ẋ = Ax+Bu+Mw, x(τ) = x∗(τ)+κ, u(t) ∈U, t ∈ [τ, t f ],

x(t f ) ∈ X f ∀κ ∈ X̂ ∗(τ), ∀w(·) ∈W(τ).

(10)

Линейность системы (1), терминальных ограничений и критерия качества позволяют свести
минимаксную задачу (10), содержащую неопределенности, к детерминированной задаче оптимально-
го управления. Для этого следует оценить наихудшие реализации неопределенностей в ограничениях
и критерии качества. Например, i-е терминальное ограничение, i = 1, . . . ,m, выполняется при всех
возмущениях w(·) ∈ W(τ) тогда и только тогда, когда

max
κ∈X̂ ∗(τ),w∈W(τ)

h⊤i
[︂
eA(t f −τ)

(︁
x∗(τ)+κ)+

w t f

τ
eA(t f −t)(︁Bu(t)+Mw(t)

)︁
dt
]︂
⩽ gi,

где h⊤i – i-я строка матрицы H; gi – i-я компонента вектора g.
В неравенстве выше выделяется задача максимизации

max
κ∈X̂ ∗(τ),w∈W(τ)

h⊤i
[︂
eA(t f −τ)κ+

w t f

τ
eA(t f −t)Mw(t)dt

]︂
,

которую с учетом вида (8) информационного множества X̂ ∗(τ) можно представить в виде

µ̂i
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
:= max

(z,ŵ)∈Ω∗(τ),w∈W(τ)
h⊤i x̂
(︁
t f |0,z,(ŵ,w)

)︁
. (11)

Полагая hm+1 := c, задачу оценки наихудшего значения критерия качества в (10) также можно
представить в виде (11).

Таким образом, задача (10) построения оптимальной гарантирующей программы на проме-
жутке [τ, t f ] в задаче оптимального гарантированного управления по измерениям эквивалентна
следующей детерминированной задаче оптимального управления:

min
u

c⊤x(t f )+ µ̂m+1
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
,

ẋ = Ax+Bu, x(τ) = x∗(τ), u(t) ∈U, t ∈ [τ, t f ],

h⊤i x(t f )⩽ gi − µ̂i
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
, i = 1, . . . ,m.

(12)

Оценка вида (11) порождает первый тип задач оптимального наблюдения – линейные задачи
оптимального наблюдения, которые исследуются в настоящей работе в разделе 4.
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3.2. Оптимальное управление в классе многократно замыкаемых стратегий управления

Второй тип задач оптимального наблюдения, которые будем называть задачами априорного
оптимального наблюдения, возникает в связи с задачами построения оптимальных многократно
замыкаемых стратегий управления [7; 8; 12] в задаче оптимального гарантированного управления
по измерениям. В отличие от программных управлений из подраздела 3.1, стратегии управления
учитывают поступление информации о поведении системы в будущем и позволяют корректировать
управление в зависимости от этой информации. В частности, в работах [7;8;12] предполагается, что
в моменты t1, . . ., tN , которые называются моментами замыкания, будет оцениваться информационное
множество и выбираться новое управление для системы (1). Приведем необходимые определения
и предположения из [8].

Для j = 0,1, . . . ,N обозначим: ∆ j = {t j, t j +h, . . . , t j+1 −h}; u j(·) = (u j(t), t ∈ [t j, t j+1[) – управ-
ление, U j = {u j(·) : u j(t) ∈ U, t ∈ [t j, t j+1[} – множество доступных управлений на [t j, t j+1[; X j =
= x j + X̂ j – информационное множество состояний системы (1) в момент t j, x j ∈ Rn;

X(t j+1| t j,X j,u j) =
{︁
X (t j+1| t j,X j,u j, ŷ j) : ŷ j ∈ Y j

}︁
– совокупность всех возможных информационных множеств в момент времени t j+1, если в момент
t j информационное множество было X j и на промежутке [t j, t j+1[ к системе (1) применялось
управление u j(·):

X (t j+1| t j,X j,u j, ŷ j) = eA(t j+1−t j)x j +
w t j+1

t j
eA(t j+1−t)Bu j(t)dt +X̂ (t j+1| t j,X̂ j, ŷ j).

Предположение 3.1. Предположим, что в каждый момент t j, j = 1, . . . ,N, в зависимости от
реализовавшегося в процессе управления информационного множества X ∗(t j) можно выбрать
новое управление u j

(︁
t|X ∗(t j)

)︁
∈U , t ∈ [t j, t j+1[, и применить его к системе (1) до момента t j+1.

Поскольку информационные множества X ∗(t j), j = 1, . . . ,N, заранее (до начала процесса
управления) не известны, то решение задачи оптимального гарантированного управления систе-
мой (1) по неточным измерениям (3) будем искать в виде стратегии управления с моментами
замыкания t1, . . . , tN как функции произвольных позиций (t j,X j), j = N −1, . . . ,0.

Определение 3.1. Для позиции (t j,X j), j = N − 1, . . . ,0, стратегией управления с N − j
моментами замыкания t j+1, . . ., tN на промежутке [t j, t f ] назовем совокупность

πN− j(t j,X j) =
{︁

u j(·|X j); πN− j−1(t j+1,X j+1),X j+1 ∈ X(t j+1| t j,X j,u j)
}︁
,

состоящую из управления u j(·|X j) ∈ U j на [t j, t j+1[ и семейства стратегий πN− j−1(t j+1,X j+1)
c N − j−1 моментами замыкания, определенных для всех возможных позиций (t j+1,X j+1) процесса
управления в момент замыкания t j+1. При j = N считаем, что стратегия π0(tN ,XN) совпадает
с управлением uN(·|XN) ∈ UN .

Аналогично определяется стратегия с N − j моментами замыкания t j+1, . . ., tN для позиции(︁
τ,X ∗(τ)

)︁
при τ ∈ ∆ j:

πN− j(τ,X
∗(τ)) =

{︁
u j
(︁
· |τ,X ∗(τ)

)︁
; πN− j−1(t j+1,X j+1),X j+1 ∈ X

(︁
t j+1|τ,X ∗(τ),u j

)︁}︁
,

где управление u j
(︁
· |τ,X ∗(τ)

)︁
определено на промежутке [τ, t j+1[; X

(︁
t j+1|τ,X ∗(τ),u j

)︁
– сово-

купность всех возможных информационных множеств в момент времени t j+1, если в момент τ
информационное множество было X ∗(τ) и на промежутке [τ, t j+1[ к системе (1) применялось
управление u j

(︁
· |τ,X ∗(τ)

)︁
.

Траекторию системы (1) на промежутке [τ, t f ], τ ∈ ∆ j, соответствующую начальному со-
стоянию x(τ) = κ ∈ X ∗(τ), стратегии πN− j

(︁
τ,X ∗(τ)

)︁
и возмущению w(·) =

(︁
w j(·), . . . ,wN(·)

)︁
,

будем обозначать

x(·|τ,κ,πN− j,w) =
(︁
x(t|τ,κ,πN− j,w), t ∈ [τ, t f ]

)︁
и определять (в соответствии с предположением 3.1) как последовательное непрерывное реше-
ние систем

ẋ(t) = Ax(t)+Bu j
(︁
t|τ,X ∗(τ)

)︁
+Mw j(t), x(τ) = κ, t ∈ [τ, t j+1[,

ẋ(t) = Ax(t)+Buk
(︁
t|X (tk)

)︁
+Mwk(t), t ∈ [tk, tk+1[, k = j+1, . . . ,N.
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Определение 3.2. Для позиции
(︁
τ,X ∗(τ)

)︁
, τ ∈ ∆ j, стратегия управления πN− j

(︁
τ,X ∗(τ)

)︁
называется допустимой, если выполняется включение

x(t f |τ,κ,πN− j,w) ∈ X f ∀κ ∈ X ∗(τ),∀w(·) ∈W(τ).

Определение 3.3. Для позиции
(︁
τ,X ∗(τ)

)︁
, τ ∈ ∆ j, допустимая стратегия π0

N− j

(︁
τ,X ∗(τ)

)︁
оптимальна, если она является решением задачи

min
πN− j

max
κ∈X ∗(τ),w∈W(τ)

c⊤x(t f |τ,κ,πN− j,w).

В работе [8] показано, что управление u0
j

(︁
· |τ,X ∗(τ)

)︁
в составе оптимальной стратегии

π0
N− j

(︁
τ,X ∗(τ)

)︁
является решением следующей задачи:

min
α,u j

α,

ẋ = Ax+Bu j, x(τ) = x∗(τ), u j(t) ∈U, t ∈ [τ, t j+1],

Φ j+1x(t j+1)−λ j+1α⩽ g j+1 −µ j
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
,

(13)

где Φ j+1 ∈ Rm j+1×n, λ j+1, g j+1 – некоторые матрица и векторы (см. правила построения в [8]);
оценки µ j

(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
=
(︁
µ ji
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
, i = 1, . . . ,m j+1

)︁⊤ определяются рекуррентно по формулам

µ ji
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
= max

ŷ j∈Y j(τ)
p⊤j+1iµ j+1

(︁
t j+1,Ω(t j+1|τ,Ω∗(τ), ŷ j)

)︁
, i = 1, . . . ,m j+1; (14)

µki
(︁
tk,Ωk

)︁
= max

ŷk∈Yk
p⊤k+1iµk+1

(︁
tk+1,Ω(tk+1| tk,Ωk, ŷk)

)︁
, i = 1, . . . ,mk+1,

k = N −1, . . . , j+1;
(15)

µNi(tN ,ΩN) := µ̂i(tN ,ΩN) = max
(z,w)∈ΩN ,wN∈WN

h⊤i x̂
(︁
t f |0,z,(w,wN)

)︁
, i = 1, . . . ,m+1; (16)

Y j(τ) – сужение Y j на промежуток [τ, t j+1[; векторы p⊤ki – строки матриц Pk с неотрицательными
элементами, связанных с матрицами Φk соотношениями

Φk = PkΦk+1eA(tk+1−tk), k = 1, . . . ,N, ΦN+1 :=
(︃

H
c⊤

)︃
∈ R(m+1)×n.

Задачи вида (14), (15) будем называть задачами априорного оптимального наблюдения. Их
исследование продолжится в разделе 5.

Дальнейшее исследование сосредоточено на разработке конструктивных методов решения
задач оптимального наблюдения (11) и (14), (15), необходимых для практической реализации
методов построения оптимальных гарантирующих программ и оптимальных стратегий управления,
которые обоснованы в работах [6; 8].

4. Линейная задача оптимального наблюдения

Как отмечалось в подразделе 3.1, первый тип задач наблюдения, рассматриваемых в работе
в связи с проблемой оптимального гарантированного управления по измерениям, направлен на
получение линейных оценок информационного множестваX ∗(τ) в заданном направлении. В общем
виде такие оценки можно определить как результат решения задачи на максимум

γ∗(τ,ϕ) = max ϕ⊤x̂, x̂ ∈ X̂ ∗(τ), (17)

где ϕ ∈ Rn – заданный вектор. Задачи вида (17) будем называть линейными задачами оптимального
наблюдения.

Нетрудно видеть, что задача (11) связана с задачей (17) следующим образом:

µ̂i
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
= γ∗

(︁
τ,ϕi(τ)

)︁
+γi(τ), (18)

гдеϕi(t)⊤ = h⊤i eA(t f −t); γi(τ) = wmax

w t f

τ
||ϕi(t)⊤M||1 dt – оценка наихудшей реализации возмущения

на промежутке [τ, t f ]. При отсутствии в системе (1) возмущения имеем µ̂i
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
= γ∗

(︁
τ,ϕi(τ)

)︁
.
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Действительно, записывая формулу Коши для терминального состояния x̂
(︁
t f |0,z,(ŵ,w)

)︁
в (11) и учитывая независимость переменных оптимизации (z, ŵ) ∈ Ω∗(τ),w ∈W(τ), получим

µ̂i
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
= max

(z,ŵ)∈Ω∗(τ),w∈W(τ)
h⊤i
[︂
eAt f Gz+

w τ
0

eA(t f −t)Mŵ(t)dt +
w t f

τ
eA(t f −t)Mw(t)dt

]︂
=

= max
(z,ŵ)∈Ω∗(τ)

h⊤i eA(t f −τ)
[︂
eAτGz+

w τ
0

eA(τ−t)Mŵ(t)dt
]︂
+ max

w∈W(τ)

w t f

τ
h⊤i eA(t f −t)Mw(t)dt =

= max
(z,ŵ)∈Ω∗(τ)

ϕi(τ)
⊤x̂(τ|0,z, ŵ)+

w t f

τ
max
w∈W

ϕi(t)⊤Mwdt = γ∗
(︁
τ,ϕi(τ)

)︁
+wmax

w t f

τ
||ϕi(t)⊤M||1 dt.

Рассмотрим линейную задачу оптимального наблюдения (17) в простейшем случае, когда
возмущения в системе отсутствуют, и неопределенность содержится только в параметрах начального
состояния и ошибках измерения [9]. В этом случае обозначим через x̂(t|0,z) – состояние в момент
времени t системы ˙̂x = Ax̂, x̂(0) = Gz, t ∈ [0, t f ], и определим множество параметров начального
состояния, совместимых с измерениями ŷ∗(s), s ∈ ∆̂(τ):

Ω
∗(τ) =

{︁
z ∈ Z : ŷ∗(s)−Cx̂(s|0,z) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(τ)

}︁
. (19)

Задачу (17) с учетом (19) можно представить в виде

γ∗(τ,ϕ) = max
z
ϕ⊤x̂(τ),

˙̂x = Ax̂, x̂(0) = Gz, t ∈ [0,τ],

ŷ∗(s)−Cx̂(s) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(τ),

z ∈ Z .

(20)

Явная формула для вычисления траектории x̂(t|0,z) = eAtGz, t ∈ [0, t f ], позволяет записать (20)
как задачу линейного программирования:

γ∗(τ,ϕ) = max
z

q⊤z,

ξ(s)⩽−D(s)z ⩽ ξ̄(s), s ∈ ∆̂(τ),

dmin ⩽ z ⩽ dmax,

(21)

где q⊤ :=ϕ⊤eAτG,D(s) :=CeAsG, ξ(s) :=−1ξmax− ŷ∗(s), ξ̄(s) := 1ξmax− ŷ∗(s), s∈ ∆̂, 1= (1, . . . ,1)⊤.
При ϕ= ϕi(τ), как в (18), получим, что q⊤ = h⊤i eAt f G не зависит от момента времени τ.
В работах [9; 10] разработаны специальные методы решения задач линейного программи-

рования вида (21) с учетом их структуры, следующей из динамики системы в постановке (20).
Методы представляют собой модификацию двойственного адаптивного метода решения задач
линейного программирования [13].

Далее рассмотрим линейную задачу оптимального наблюдения (17) при наличии возмущений.
В подробной записи эта задача имеет вид

γ∗(τ,ϕ) = max ϕ⊤x̂(τ),
˙̂x = Ax̂+Mw, x̂(0) = Gz, w(t) ∈W, t ∈ [0,τ],

ŷ∗(s)−Cx̂(s) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(τ),

z ∈ Z ,

(22)

и может трактоваться как задача оптимального управления системой (5), в которой в качестве
управления выступает возмущение w(·) с подвижным левым концом траектории и промежуточными
фазовыми ограничениями.

Следуя работе [14], предложим для (22) аппроксимирующую задачу линейного программиро-
вания, оптимальное значение которой будет доставлять верхнюю оценку значения γ∗(τ,ϕ).

Для состояния x̂(s|0,z,w) системы (5) запишем

x̂(s|0,z,w) = eAsGz+
w s

0
eA(s−t)Mw(t)dt = eAsGz+ ∑

θ∈∆̂(s)

eA(s−θ)υ(θ),
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где величины

υ(θ) :=
w θ
θ−h

eA(θ−t)Mw(t)dt ∈ Rn, θ ∈ ∆̂(τ), (23)

будем называть агрегированными переменными. Поскольку в задаче (22) нет необходимости
в поиске функции w(·), а лишь в вычислении γ∗(τ,ϕ), то переход к оптимизации по агрегированным
переменным оправдан. Теперь вместо ограниченной функции w(t), t ∈ [0,τ], требуется искать
конечный набор агрегированных переменных υ(θ), θ ∈ ∆̂(τ).

Нетрудно видеть [2], что для возмущений w(t) ∈W , t ∈ [θ−h,θ], соответствующая агрегиро-
ванная переменная (23) будет точкой множества достижимости системы (5) на промежутке [θ−h,θ]
с тривиальным начальным условием x̂(θ− h) = 0. Поскольку исследуемая система наблюдения
является стационарной, множество достижимости не зависит от момента времени θ и совпадает
с множеством достижимости в момент времени t = h системы (5) c начальным условием x̂(0) = 0.
Обозначим это множество достижимости через ϒ: ϒ :=

{︁
x̂(h|0,0,w) : w(t) ∈ W, t ∈ [0,h]

}︁
. Таким

образом, для всех агрегированных переменных можно установить ограничение

υ(θ) ∈ ϒ, θ ∈ ∆̂(τ).

Известно [2;15], что множество достижимости линейной системы является выпуклым компак-
том. В силу выбора множестваW , множество ϒ симметрично относительно начала координат. Теперь
задачу оптимального наблюдения (17) можно записать как задачу выпуклого программирования

γ∗(τ,ϕ) = max
z,υ

q⊤z+ ∑
θ∈∆̂(τ)

σ(θ)⊤υ(θ),

ξ(s)⩽−D(s)z− ∑
θ∈∆̂(s)

Q(s,θ)υ(θ)⩽ ξ̄(s), s ∈ ∆̂(τ),

υ(θ) ∈ ϒ, θ ∈ ∆̂(τ), dmin ⩽ z ⩽ dmax,

(24)

где σ(θ)⊤ := ϕ⊤eA(τ−θ), Q(s,θ) := CeA(s−θ), s,θ ∈ ∆̂(τ), s ⩽ τ.
Поскольку точное описание множества достижимости ϒ в общем случае не представляется

возможным, большинство известных в литературе результатов получено для построения внешних
или внутренних его аппроксимаций ϒ̄ совокупностью эллипсоидов или полиэдров [2–4;11]. Таким
образом, для (24) может быть получена аппроксимирующая задача в виде задачи квадратичного
программирования с квадратичными ограничениями [16] (в случае эллипсоидальных аппроксимаций
множества достижимости) или в виде задачи линейного программирования (при полиэдральной
аппроксимации). C целью построения гарантированной оценки информационного множества,
необходимо использовать внешнюю аппроксимацию, ϒ ⊂ ϒ̄, а с точки зрения использования
линейных оценок при решении задач (14), (15), возникающих в связи с многократно замыкаемыми
стратегиями управления, нам будет удобнее иметь аппроксимирующую задачу в виде задачи
линейного программирования.

Внешняя полиэдральная аппроксимация множества достижимости ϒ может быть построена
следующим образом [2–4;11]. Для заданного набора векторов sk, k = 1, . . . ,K, вычисляются значения

bk = max
υ∈ϒ

s⊤k υ= wmax

w h

0
∥s⊤k eA(h−t)M∥1 dt, k = 1, . . . ,K,

после чего внешняя аппроксимация задается в виде ϒ̄ := {υ ∈ Rn : −b ⩽ Sυ ⩽ b}, где строками
матрицы S являются векторы s⊤k , k = 1, . . . ,K, b = (bk,k = 1, . . . ,K)⊤. Точность такой аппроксимации
определяется выбором направлений sk: при достаточно плотном их распределении в пространстве
состояний полиэдр ϒ̄ может приближать множество достижимости с высокой точностью.
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Заменяя в задаче (24) включения υ(θ)∈ ϒ, θ∈ ∆̂(τ), на ограничения−b ⩽ Sυ(θ)⩽ b, θ∈ ∆̂(τ),
получим задачу линейного программирования, аппроксимирующую задачу (24):

γ̄∗(τ,ϕ) = max
z,υ

q⊤z+ ∑
θ∈∆̂(τ)

σ(θ)⊤υ(θ),

ξ(s)⩽−D(s)z− ∑
θ∈∆̂(s)

Q(s,θ)υ(θ)⩽ ξ̄(s), s ∈ ∆̂(τ),

−b ⩽ Sυ(θ)⩽ b, θ ∈ ∆̂(τ), dmin ⩽ z ⩽ dmax.

В связи с внешней аппроксимацией ϒ ⊂ ϒ̄, очевидно, имеет место неравенство γ̄∗(τ,ϕ) ⩾
⩾ γ∗(τ,ϕ). Для задачи оптимального управления (12) это означает, что при использовании аппрок-
симации µ̄i

(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
:= γ̄∗

(︁
τ,ϕi(τ)

)︁
+γi(τ) вместо µ̂i

(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
будет получено субоптимальное

управление, для которого значение критерия качества не меньше оптимального значения задачи (12).

5. Задачи априорного оптимального наблюдения

Задачи априорного оптимального наблюдения (14), (15) существенно отличаются от линейных
задач (17). В то время как линейная задача оптимального наблюдения оценивает информационное
множество, порожденное измеренными (прошлыми) сигналами y∗(s), s ∈ ∆̂(τ), в априорных зада-
чах оцениваются возможные будущие информационные множества, порождаемые возможными
будущими измерениями. Эти задачи в исходной постановке являются достаточно сложными двух-
и многоуровневыми задачами математического программирования.

С целью упрощения выкладок, начнем исследование с простейшего случая, когда в (1)
возмущения отсутствуют (M = 0), система (1) замыкается только в один момент времени t1 ∈ ∆̂. Для
начала нас будет интересовать вычисление оценки µ0i(0,Ω0) в момент времени τ= 0 для множества
Ω∗(0) = Ω0 := Z ×{0}. Для сокращения записи опустим индекс i в µ0i и индексы 1i – в векторе p1i.

Таким образом, первая рассматриваемая задача имеет вид

µ0(0,Ω0) = max
ŷ0∈Y0

p⊤µ1
(︁
t1,Ω(t1|0,Ω0, ŷ0)

)︁
= max

ŷ0∈Y0

m+1

∑
l=1

plµ̂l
(︁
t1,Ω(t1|0,Ω0, ŷ0)

)︁
, (25)

где pl – l-я компонента вектора p ∈ Rm+1, p ⩾ 0.
Задачу (25) можно трактовать как задачу оценивания протяженности в направлении p

множества M1 :=
{︁
µ̂
(︁
t1,Ω(t1|0,Ω0, ŷ0)

)︁
: ŷ0(·) ∈ Y0

}︁
, составленного из всех линейных оценок,

которые могут реализоваться в системе наблюдения (5), (3) к моменту времени t1.
Таким образом, величина µ0(0,Ω0) характеризует наихудший (с точки зрения критерия

качества и ограничений задачи оптимального гарантированного управления) прогноз наблюдения,
который может быть гарантирован в момент времени τ = 0.

Как установлено в разделе 4, при каждом l = 1, . . . ,m+1 оценка µ̂l
(︁
t1,Ω(t1|0,Ω0, ŷ0)

)︁
может

быть найдена как решение задачи линейного программирования (21), которую удобно перепи-
сать в виде

µ̂l
(︁
t1,Ω(t1|0,Ω0, ŷ0)

)︁
= max

z(l)
q⊤l z(l),

−1ξmax ⩽ ŷ0(s)−D(s)z(l) ⩽ 1ξmax, s ∈ ∆̂0,

dmin ⩽ z(l) ⩽ dmax,

(26)

где q⊤l = h⊤l eAt f G, z(l) ∈ Rnz – переменная оптимизации l-й задачи, что подчеркивает тот факт, что
в каждой задаче параметр начального состояния будет различным.

Теперь задача (25) примет вид
µ0(0,Ω0) = max

ŷ0∈Y0

m+1

∑
l=1

pl max
z(l)

q⊤l z(l),

−1ξmax ⩽ ŷ0(s)−D(s)z(l) ⩽ 1ξmax, s ∈ ∆̂0,

dmin ⩽ z(l) ⩽ dmax, l = 1, . . . ,m+1.

(27)
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Поскольку все внутренние задачи максимизации (26) независимы, а p ⩾ 0, в целевой функции
задачи (27) можно проводить одновременную оптимизацию по переменным ŷ0, z(l), l = 1, . . . ,m+1:

µ0(0,Ω0) = max
ŷ0∈Y0,z(l)

m+1

∑
l=1

plq⊤l z(l).

Вспомним, что ŷ0(s) =Cx̂(s|0,z)+ξ(s) = D(s)z+ξ(s), s ∈ ∆̂0, подставим это выражение в ограни-
чения задачи (27) и окончательно получим

µ0(0,Ω0) = max
z,ξ,z(l)

m+1

∑
l=1

plq⊤l z(l).

−1ξmax ⩽ D(s)(z− z(l))+ξ(s)⩽ 1ξmax,

−1ξmax ⩽ ξ(s)⩽ 1ξmax, s ∈ ∆̂0,

dmin ⩽ z ⩽ dmax, dmin ⩽ z(l) ⩽ dmax, l = 1, . . . ,m+1.

(28)

Таким образом, двухуровневая задача (25) сведена к эквивалентной задаче линейного программиро-
вания (28). В (28) максимизация проводится по переменнойω :=

(︁
z;ξ(s),s ∈ ∆̂0;z(l), l = 1, . . . ,m+1

)︁
,

где z, ξ(s), s ∈ ∆̂0, задают параметры наихудшего сигнала ŷ0(s), s ∈ ∆̂0, а z(l), l = 1, . . . ,m+1, – экстре-
мальные (по отношению к направлениям hl) параметры начального состояния в информационном
множестве, совместимом с этим сигналом.

Очевидно, что задача линейного программирования (28) всегда имеет решение. Действительно,
вектор ω =

(︁
z = z′;ξ(s) = 0,s ∈ ∆̂0;z(l) = z′, l = 1, . . . ,m+ 1

)︁
, где z′ – произвольный вектор из Z ,

удовлетворяет всем ограничениям задачи. Следовательно, задача (28) допустима. Максимум в (28)
достигается в силу ограниченности допустимого множества.

Учет возмущений не вносит принципиальных трудностей в вычисление априорной оценки
µ0(0,Ω0), так же как и вычисление оценки µ0

(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
. Требуемые модификации рассматриваются

далее при изучении общего случая N > 1.
Продолжим рассмотрение ситуации M = 0, но теперь рассмотрим случай N > 1. Произ-

вольное информационное множество Ω j в момент замыкания t j, совместимое с измерениями
ŷ(·) =

(︁
ŷ0(·), . . . , ŷ j−1(·)

)︁
, записанными до момента t j, является многогранником вида

Ω j =
{︁

z ∈ Z : ŷk(s)−D(s)z ∈ Ξ, s ∈ ∆̂k, k = 0,1, . . . , j−1
}︁
=

=
{︁

z ∈ Rnz : vk(ŷk)⩽−Dkz ⩽ v̄k(ŷk), k = 0, . . . , j−1, dmin ⩽ z ⩽ dmax
}︁
.

Здесь использованы следующие обозначения:

Dk =

(︃
D(s)

s ∈ ∆̂k

)︃
, v̄k(ŷk) =

(︃
1ξmax − ŷk(s)

s ∈ ∆̂k

)︃
, vk(ŷk) =

(︃
−1ξmax − ŷk(s)

s ∈ ∆̂k

)︃
, k = 0, . . . ,N. (29)

Покажем, что задача вычисления оценки µ ji(t j,Ω j), i = 1, . . ., m j+1, при любом j = 0,1, . . . ,N
является задачей линейного программирования, которая в общем виде может быть записана как

µ ji(t j,Ω j) = max q⊤jiω,

d jk(ŷk)⩽ Q jkω⩽ d̄ jk(ŷk), k = 0,1, . . . , j−1,

b j ⩽ S jω⩽ b̄ j,

(30)

где ω ∈ Rn j ; Q jk, S j – некоторые матрицы, правила построения которых будут получены ниже,
d jk(ŷk), d̄ jk(ŷk) зависят от ŷk линейно, k = 0, 1, . . . , j−1. Остальные элементы задачи от измерений
ŷ0(·), . . . , ŷ j−1(·) не зависят. Число переменных в задаче (30) выражается рекуррентно: nN := nz,
n j := n j+1m j+2 + nz +N j, j = N − 1, . . . ,0 (mN+1 := m+ 1).

При j = N и фиксированном i имеем линейную задачу оптимального наблюдения (16),
которую с учетом обозначений (29) перепишем как

µNi(tN ,ΩN) = max q⊤Niz,

vk(ŷk)⩽−Dkz ⩽ v̄k(ŷk), k = 0, . . . ,N −1,

dmin ⩽ z ⩽ dmax,

(31)
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где q⊤Ni = h⊤i eAt f G.
Очевидно, задача (31) имеет вид (30) при ω = z,

QNk =−Dk, dNk(ŷk) = vk(ŷk), d̄Nk(ŷk) = v̄k(ŷk), k = 0, . . . ,N −1;

SN = E, bN = dmin, b̄N = dmax.

Пусть вид задачи (30) верен для N − 1, . . . , j + 1. Для j запишем задачу (14) (при τ = t j,
Ω∗(τ) = Ω j), подставляя в нее µ j+1(t j+1,Ω j+1) =

(︁
µ j+1 l(t j+1,Ω j+1), l = 1, . . . ,m j+2

)︁
в виде (30):

µ ji(t j,Ω j) = max
ŷ j∈Y j

m j+2

∑
l=1

(p j+1 i)l max
ω(l)

q⊤j+1 lω
(l),

d j+1k(ŷk)⩽ Q j+1kω
(l) ⩽ d̄ j+1k(ŷk), k = 0, . . . , j,

b j+1 ⩽ S j+1ω
(l) ⩽ b̄ j+1,

l = 1, . . . ,m j+2,

где (p j+1 i)l – l-я компонента вектора p j+1 i, l = 1, . . . ,m j+2; ω(l) – переменные оптимизации
внутренних задач максимизации, каждая из которых удовлетворяет ограничениям (30).

Поскольку p j+1 i ⩾ 0 ∀ i и все внутренние задачи максимизации независимы, полагая
q⊤jil := (p j+1 i)lq⊤j+1 l , получим следующую целевую функцию в последней задаче:

µ ji(t j,Ω j) = max
ŷ j(·)∈Y j,ω(l)

m j+2

∑
l=1

q⊤jilω
(l),

где максимум требуется найти среди всех ω(l), l = 1, . . . ,m j+2, и ŷ j(·).
С учетом вида Y j уточним задачу вычисления априорной оценки µ ji(t j,Ω j):

µ ji(t j,Ω j) = max
z,ξ,ω(l)

m j+2

∑
l=1

q⊤jilω
(l),

vk(ŷk)⩽−Dkz ⩽ v̄k(ŷk),

d j+1k(ŷk)⩽ Q j+1kω
(l) ⩽ d̄ j+1k(ŷk),

k = 0, . . . , j−1, l = 1, . . . ,m j+2,

d j+1 j(ŷ j)⩽ Q j+1 jω
(l) ⩽ d̄ j+1 j(ŷ j),

ŷ j(s) = D(s)z+ξ(s), ξ(s) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂ j,

dmin ⩽ z ⩽ dmax, b j+1 ⩽ S j+1ω
(l) ⩽ b̄ j+1, l = 1, . . . ,m j+2.

(32)

В задаче (32) переменной оптимизации является

ω :=
(︁
z;ξ(s),s ∈ ∆̂ j;ω(l), l = 1, . . . ,m j+2

)︁
.

Первые две группы ограничений зависят от ŷ0(·), . . . , ŷ j−1(·), по ним для формулировки (30)
строятся блочные матрицы Q jk и векторы d jk(ŷk), d̄ jk(ŷk):

Q jk =

(︃
−Dk O∗×N j O
O O∗×N j diag(Q j+1k;m j+2)

)︃
, (33)

где O∗×N j ∈ R∗×N j – нулевая матрица, число строк которой согласуется с числом строк в матрицах
соседних блоков, а число столбцов равно N j; O – нулевые матрицы, согласованные с соседними
блоками как по числу строк, так и числу столбцов; diag(Q;m) – блочно-диагональная матрица,
в которой блок Q повторяется m раз;

d jk(ŷk) =

⎛⎜⎜⎜⎝
vk(ŷk)

d j+1k(ŷk)
...

d j+1k(ŷk)

⎞⎟⎟⎟⎠ , d̄ jk(ŷk) =

⎛⎜⎜⎜⎝
v̄k(ŷk)

d̄ j+1k(ŷk)
...

d̄ j+1k(ŷk)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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k = 0, . . . , j−1,

и в этих векторах блоки повторяются по m j+2 раз.
Остальные группы ограничений задачи (32) не зависят от ŷ0(·), . . . , ŷ j−1(·) и в силу линейной

зависимости d j+1 j(ŷ j), d̄ j+1 j(ŷ j) от ŷ j, после исключения ограничения-равенства (подстановки
выражения для ŷ j в интервальное ограничение), могут быть преобразованы к виду b j ⩽ S jω⩽ b̄ j, где

S j =

⎛⎝Enz+N j O∗
R j+1 diag(Q j+1 j;m j+2)
O∗ diag(S j+1;m j+2)

⎞⎠ , R j+1 =

⎛⎜⎝D j EN j
...

...
D j EN j

⎞⎟⎠ , (34)

R j+1 по количеству блоков (D j EN j) согласуется с diag(Q j+1 j;m j+2);

b j =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
dmin

−1ξmax
b j+1
...

b j+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , b̄ j =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
dmax
1ξmax
b̄ j+1
...

b̄ j+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

блоки b j+1, b̄ j+1 повторяются m j+2 раз, размерность вектора 1 согласована с числом ограничений.
Перейдем к вычислению оценки µ ji

(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
, которая находится как решение задачи (14).

К моменту времени τ ∈ ∆̂ j будет получен очищенный сигнал измерений(︁
ŷ∗0(·), ŷ∗1(·), . . . ,ŷ∗j−1(·); ŷ∗(s),s ∈ ∆̂ j(τ)

)︁
,

где ŷ∗k(·) = (ŷ∗(s),s ∈ ∆̂k), k = 0, . . . , j−1. Тогда для вычисления оценки µ ji
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
достаточно

просто модифицировать задачу (30). Во-первых, необходимо положить ŷk(s) := ŷ∗k(s), s ∈ ∆̂k, k =
= 0,1, . . . , j−1, т. е. вычислить для первой группы ограничений значения верхней и нижней границы
d̄ jk(ŷ∗k), d jk(ŷ

∗
k). Во-вторых, нужно добавить условие совместимости для измерений ŷ∗(s),s ∈ ∆̂ j(τ) –

это условие имеет вид ŷ∗(s) = D(s)z+ξ(s), s ∈ ∆̂ j(τ). Таким образом, решаемую в момент времени τ
задачу можно представить как

µ ji
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
= max q⊤jiω,

d jk(ŷ
∗
k)⩽ Q jkω⩽ d̄ jk(ŷ∗k), k = 0, . . . , j−1,

b j ⩽ S jω⩽ b̄ j, S jτω= b jτ,

(35)

где

S jτ =

(︃(︃
D(s)

s ∈ ∆̂ j(τ)

)︃
E O

)︃
, b jτ =

(︃
ŷ∗(s)

s ∈ ∆̂ j(τ)

)︃
,

где нулевой блок имеет размер, согласующийся с размерностью вектора ω.
Кратко остановимся на ситуации, когда в системе присутствуют возмущения: M ̸= 0. Имеем

Ω j =
{︁
(z,υ) ∈ Rnz ×RnN : vk(ŷk)⩽−Dkz−Rkυ⩽ v̄k(ŷk),k = 0, . . . , j−1,dmin ⩽ z ⩽ dmax, υ ∈ ϒ

N
}︁
,

где υ= (υ(θ),θ∈ ∆̂), Rk =

(︃
Q(s,θ), θ ∈ ∆̂

s ∈ ∆̂k

)︃
, Q(s,θ) =O, θ> s, Q(s,θ) θ⩽ s, определены как в (24).

В задаче (30) при j = N положим ω = (z,υ),

q⊤Ni =
(︁
h⊤i eAt f G,h⊤i eA(t f −θ),θ ∈ ∆̂

)︁
,QNk =

(︁
−Dk −Rk),k = 0, . . . ,N −1;

SN =

(︃
Enz O
O diag(S;N)

)︃
, bN =

⎛⎜⎜⎝
dmin
−b
. . .
−b

⎞⎟⎟⎠ , b̄N =

⎛⎜⎜⎝
dmax

b
. . .
b

⎞⎟⎟⎠ ,

где число повторяющихся блоков в bN , b̄N равноN, а остальные элементы остаются как в задаче (31).
В задаче (30) для произвольного j полагаем

ω :=
{︁

z;υ;ξ(s),s ∈ ∆̂ j;ω(l), l = 1, . . . ,m j+2
}︁
,
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а при построении матриц и векторов ограничений по правилам (33), (34), в матрицах Q jk верхний
левый блок −Dk заменим на

(︁
−Dk −Rk

)︁
, в матрице S j заменим блок с единичной матрицей на

матрицу SN , в b j, b̄ j блоки dmin, dmax заменены на bN , b̄N , матрицы R j+1 сформируем как

R j+1 =

⎛⎜⎝D j R j EN j
...

...
...

D j R j EN j

⎞⎟⎠ .

Все модификации, необходимые для вычисления оценок µ ji
(︁
τ,Ω∗(τ)

)︁
следуют идее построе-

ния задачи (35). Окончательный вид задач в работе не приводится.
Таким образом, если возмущения в системе отсутствуют, задачи оптимального априорного

наблюдения сводятся к задачам линейного программирования. При наличии возмущений они
аппроксимируются задачами линейного программирования. Размер получаемых задач существенно
зависит от числа ограничений в задаче (13) и быстро растет с увеличениемчисламоментов замыкания,
что является проявлением «проклятия размерности» в задаче оптимального гарантированного
управления.

6. Примеры

Преимущества использования задач оптимального априорного наблюдения при оптимальном
гарантированном управлении по измерениям продемонстрируем рядом примеров.

Рассмотрим на промежутке времени [0, t f ] систему без возмущения

ẋ1 = x2, ẋ2 =−x1 +u, t ∈ [0, t f ], (36)

начальное состояние которой неизвестно:

x(0) = z, z ∈ Z = {z ∈ R2 : ||z||∞ ⩽ dmax}.

Здесь в терминах (2): x0 = 0, G = E, X0 = Z .
Полное состояние системы (36) не доступно для измерений. В моменты времени s ∈ ∆̂

с ограниченной ошибкой ξ(s) измеряется только первая компонента состояния:

y(s) = x1(s)+ξ(s), |ξ(s)|⩽ ξmax.

Целью управления является перевод системы (36) с гарантией на терминальное множество

X f = {x ∈ R2 : gmin ⩽ x1 ⩽ gmax}

и максимизация гарантированного значения второй компоненты состояния в терминальный момент
времени x2(t f ).

Параметрам задачи присвоим следующие значения: t f = 6; dmax = 0,5; ξmax = 0,2; gmin = 3,2;
gmax = 4,5; h = 0,1. Решение будем искать только для момента времени τ= 0, для других моментов
времени решение и выводы аналогичны.

В рассматриваемом примере существует оптимальная гарантирующая программа, она достав-
ляет критерию качества гарантированное значение, равное 0,401321. Это значение достигается при
реализации вектора параметров начального состояния z∗ = (−0,5;−0,5). На рис. 1, a на фазовой
плоскости изображены: траектория системы управления (4) (штриховая линия, x∗(0) = x0 = 0),
траектория системы (1) при наихудшей реализации параметров, т. е. с начальным состоянием
x(0) = x∗0 = z∗ (сплошная жирная линия), динамика множеств x∗(t)+

{︁
x̂(t|0,z) : z ∈ Z

}︁
(тонкие

линии, показано положение множеств в отдельные моменты времени t ∈ [0, t f ]). Последнее из этих
множеств полностью лежит в терминальном множестве X f (серая полоса), что демонстрирует
выполнение терминальных ограничений при выбранном управлении. На рис. 1, б представлены
траектории при наихудшей реализации начального состояния как функции времени и примененное
к системе управление.
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Рис. 1. Результаты решения в классе гарантирующих программ

В рассматриваемой задаче выберем момент замыкания t1 = 3,5 и построим оптимальную
однократно замыкаемую стратегию по измерениям, для которой задачи оптимального априорного
наблюдения имеют вид (25). Результаты изображены на рис. 2.
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Рис. 2. Результаты решения в классе стратегий управления с моментом замыкания t1 = 3,5

Как и ранее, на рис. 2, a штриховая линия соответствует системе управления (4) с начальным
состоянием x∗(0) = 0; сплошная жирная – траектории системы (1), соответствующей наихудшей
реализации параметров начального состояния, здесь z∗ = (−0,5;−0,5) и управлению, изображен-
ному на рис. 2, б. Тонкие сплошные линии ограничивают множества вида x∗(t)+

{︁
x̂(t|0,z) : z ∈

∈ Ω(t1|0,Ω0, ŷ∗0)
}︁
, t = 0;1;2;3;3,5;4;4,5;5;5,5;6. Первое из этих множеств есть Ω(t1|0,Ω0, ŷ∗0)⊂X0.

Множество, обозначенное цифрой 1, есть X (t1|0,X0,u0, ŷ∗0) – это наихудшее прогнозное инфор-
мационное множество, полученное в результате решения задачи априорного наблюдения (25).
Последнее из указанных множеств целиком лежит в терминальном множестве X f . Здесь ŷ∗0(s),
s ∈ ∆̂0, – наихудший сигнал измерений. Под таким сигналом понимается ŷ0(·) ∈ Y0, доставляющий
максимум в задаче (25) для направления p = p1i, которое входит в активные ограничения задачи (13).
Всего в задаче (13) 29 ограничений на состояние x(t1) (строк матрицы Φ1). Упомянутый сигнал
измерений изображен на верхнем рис. 2, б.

Оптимальное значение критерия качества, соответствующее оптимальной стратегии с мо-
ментом замыкания t1 = 3,5 равно V0(X0) = 0,594911.

Выбор любого момента замыкания от t1 = 1,6 до t1 = 3 обеспечивает оптимальное значение
критерия качества, равное 0,813016. Это максимальное значение, которого можно достичь выбором
момента замыкания. Соответствующие результаты, полученные при t1 = 3, представлены на рис. 3.

Полученные результаты демонстрируют эффективность использования задач априорного
наблюдения в задачах оптимального гарантированного управления по измерениям. Учет прогноза
информационных множеств при построении оптимальных стратегий управления позволил более
чем в два раза повысить гарантированное значение критерия качества по сравнению с программным
управлением.
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Рис. 3. Результаты решения в классе стратегий управления с моментом замыкания t1 = 3

Работа выполнена при поддержке Государственной программы научных исследований
«Конвергенция-2030» (НИР 1.07.2).
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Аннотация. Рассматривается задача оптимизации переходного процесса в линейной
сингулярно возмущенной системе с двумя группами быстрых переменных, которая
состоит в нахождении многомерного управления с минимальной интенсивностью.
Показано, что для построения приближенного (в асимптотическом смысле) решения
этой задачи достаточно решить три невозмущенные задачи оптимального управления
меньшей размерности.
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Abstract. The problem of optimizing the transient process in a linear singularly perturbed
system with two groups of fast variables is considered, which consists in finding multidimen-
sional control with minimal intensity. It is shown that to construct an approximate (in the
asymptotic sense) solution to this problem, it is sufficient to solve three unperturbed optimal
control problems of a smaller dimension.

1. Введение

В математической теории оптимальных процессов значительное внимание уделяется задачам
оптимизации сингулярно возмущенных систем, содержащих малые параметры при части производ-
ных. Это вызвано эффективностью асимптотических методов решения таких задач, при применении
которых исходная задача распадается на задачи оптимального управления меньшей размерности.
Кроме того, асимптотический подход позволяет избежать интегрирования сингулярно возмущенных
систем, которые являются жесткими. При интегрировании таких систем возникают серьезные
трудности, выражающиеся в недопустимо большом времени счета и неизбежном накоплении
вычислительных ошибок. В первых работах, посвященных задачам оптимального управления с син-
гулярными возмущениями, рассматривались динамические системы, содержащие только две группы
переменных с существенно различными скоростями изменения, которые были названы медленными
и быстрыми переменными (см. обзоры [1–4]). В дальнейшем в связи с потребностями приложений
появились работы по оптимизации систем с несколькими группами быстрых переменных, которые
содержали при производных параметры различных порядков малости. Их обзор содержится в [5].

Настоящая статья посвящена построению асимптотического приближения к решению задачи
оптимизации переходного процесса в линейной трехтемповой сингулярно возмущенной системе
с многомерными управлениями. Эта задача состоит в нахождении управления с минимальной
интенсивностью. Под интенсивностью в данном случае понимается максимум евклидовой нормы
значений управляющего воздействия. В прикладных задачах управление зачастую имеет смысл
обобщенной силы, а интенсивность оценивает тогда наибольшее значение этой силы. Поэтому
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рассматриваемую задачу называют задачей об управлении минимальной силой [6]. Подобные задачи
занимают особое место среди типичных задач оптимизации динамических систем вследствие
негладкости функционала качества. Они возникают в приложениях, когда большие значения
управляющих воздействий либо технически нереализуемы, либо нежелательны из-за чрезмерных
перегрузок, вызванных ускорениями.

Следует отметить, что аналогичная задача для двухтемповой системы была исследована
в [7;8]. Подход к построению асимптотических приближений к решению в этих работах используется
и в данном случае. Его суть состоит в построении асимптотических разложений оптимальной
интенсивности и начальных значений (в конечный момент времени) сопряженных переменных.
Принципиальное отличие состоит в том, что в указанных задачах используется классический
вариант метода пограничных функций для двухтемповой сингулярно возмущенной системы [9], а
в настоящей статье – метод пограничных функций для систем с несколькими группами быстрых
переменных [10]. При этом старшие коэффициенты разложений оптимальной интенсивности и
начальных значений сопряженных переменных формируются путем решения трех невозмущенных
задач оптимального управления, а не двух, как это имело место в работах [7; 8].

2. Постановка задачи

В классе r-мерных управляющих воздействий u(t) = (u1(t), ...,ur(t)), t ∈ T = [0, t∗], с кусочно-
непрерывными компонентами рассмотрим следующую задачу оптимального управления линейной
стационарной системой:

ẋ = A1x+B1y+C1z+D1u, x(0) = x∗ ̸= 0,
µẏ = A2x+B2y+C2z+D2u, y(0) = y∗ ̸= 0,

µ2ż = A3x+B3y+C3z+D3u, z(0) = z∗ ̸= 0,

(1)

x(t∗) = 0, y(t∗) = 0, z(t∗) = 0, (2)

J(u) = sup
t∈T

∥u(t)∥→ min, (3)

где µ – малый положительный параметр; t∗ – заданный конечный момент времени (t∗ > 0); x –
n1-вектор медленных переменных; y, z – векторы быстрых переменных размерности n2 и n3
соответственно. Остальные элементы задачи имеют соответствующие размеры, ∥u∥ = (u2

1 +u2
2 +

+ ...+ u2
r )

1/2 – евклидова норма вектора u.
Предположение 1. Матрицы C3 и B = B2 −C2C−1

3 B3 устойчивые, т. е. действительные части
всех их собственных значений отрицательны.

Уточним, что будем понимать под асимптотическими приближениями к решению рассмот-
ренной задачи.

Определение 2.1. Управление u(N)(t,µ), t ∈ T , с кусочно-непрерывными компонентами назо-
вем (программным) асимптотически субоптимальным управлением N-го порядка (N = 0,1,2, . . .),
если оно переводит динамическую систему (1) в состояние O(µN+1) и отклоняется по критерию
качества (3) от оптимального управления на величину того же порядка малости.

В настоящей статье излагается и обосновывается алгоритм, с помощью которого для за-
данного числа N можно построить асимптотически субоптимальное управление N-го порядка
в рассмотренной задаче. Алгоритм опирается на конструктивное доказательство теоремы о суще-
ствовании гладкого оптимального управления и его асимптотических свойствах. В работе также
показывается, как можно использовать построенные асимптотические приближения для решения
задачи (1)–(3) при заданном значении малого параметра.

В дальнейшем для сокращения записи будем использовать следующие обозначения:

A(µ) =

⎛⎝ A1 B1 C1
A2/µ B2/µ C2/µ
A3/µ

2 B3/µ
2 C3/µ

2

⎞⎠ , D(µ) =

⎛⎝ D1
D2/µ
D3/µ

2

⎞⎠ ,X∗ =

⎛⎝ x∗
y∗
z∗

⎞⎠ .
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3. Первая базовая задача

Суть предлагаемого подхода к построению асимптотически субоптимальных управлений
состоит в асимптотическом разложении по целым степеням малого параметра начальных значений
(в момент t∗) сопряженных переменных. Старшие коэффициенты этих разложений определяются
начальными значениями сопряженных переменных в трех невозмущенных задачах оптимального
управления меньшей размерности.

Вычисления при построении асимптотических субоптимальных управлений начинается
с решения вырожденной задачи

ẋ = A0x+D0u, x(0) = x∗, x(t∗) = 0,
J1(u) = sup

t∈T
∥u(t)∥→ min, (4)

где
A0 = A1 −C1C−1

3 A3 − (B1 −C1C−1
3 B3)B−1(A2 −C2C−1

3 A3),

D0 = D1 −C1C−1
3 D3 − (B1 −C1C−1

3 B3)B−1D4, D4 = D2 −C2C−1
3 D3.

(5)

В дальнейшем эту задачу будем называть первой базовой.
Предположение 2. Динамическая система в задаче (4) является вполне управляемой [6], т. е.

rank
(︂

D0, A0D0, A2
0D0, . . . , An1−1

0 D0

)︂
= n1.

Согласно полученным в [6, с. 161] результатам при выполнении предположения 2 в задаче (4)
существует оптимальное управление u0(t), t ∈ T , причем евклидова норма его значений постоянна:
∥u0(t)∥ = L0, t ∈ T , и выполняется условие максимума

∆
0T(t)u0(t) = max

∥u∥⩽L0

∆
0T(t)u, t ∈ T, (6)

где ∆0(t) = DT
0ψ

0(t), а ψ0(t), t ∈ T , – решение сопряженной системы

ψ̇=−AT
0ψ,

стесненное краевым условием

ψ0T(t∗)F0(0)x∗ =−1. (7)

Здесь F0(t), t ∈ T , – (n1 ×n1)-матричная функция, являющаяся решением начальной задачи

Ḟ0 =−F0A0, F0(t∗) = En1 . (8)

При выполнении предположения 2 оптимальному управлению в первой базовой задаче
соответствует, в силу принципа максимума, единственный вектор сопряженных переменных.

Предположение 3. Имеет место ∆0(t) ̸= 0, t ∈ T .
Пусть λ0 = ψ0(t∗), тогда ∆0(t) = Φ0(t)λ0, где

∆
0(t) = Φ

T
0 (t)λ0, (9)

где

Φ0(t) = F0(t)D0, t ∈ T. (10)

Из (6) следует, что

u0(t) = L0∆
0(t)/∥∆

0(t)∥, t ∈ T. (11)

Обозначим через x0(t), t ∈ T , траекторию системы (4), порожденную управлением (11).

4. Вторая базовая задача

На втором этапе вычислений решается задача оптимального управления с бесконечной
длительностью процесса:
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dy
ds

= By+D4u, y(0) = 0, ∥u(s)∥⩽ 1, s ⩽ 0,

y(−∞) =−B−1D4∆
0(t∗)/∥∆

0(t∗)∥,

J2(u) =
w 0

−∞
(∥∆

0(t∗)∥−∆
0T(t∗)u(s))ds → min,

(12)

которую будем называть второй базовой.
Предположение 4. Динамическая система в задаче (12) является вполне управляемой [6], т. е.

rank
(︁
D4,BD4,B2D4, . . . ,Bn2−1D4

)︁
= n2.

Задача (12) обладает следующей особенностью: точка (−B−1D4∆0(t∗)/∥∆0(t∗)∥) является
положением равновесия динамической системы при управлении u(s) ≡ ∆0(t∗)/∥∆0(t∗)∥, s ⩽ 0,
которое обращает в нуль подынтегральное выражение в критерии качества. Отмеченное свойство
вместе с предположениями 1 и 4 гарантирует существование допустимых управлений во второй
базовой задаче. Отсюда, в свою очередь, следует, что эта задача имеет решение [11, теорема 4.7] и
является нормальной. Последнее означает, что принцип максимума [12] можно сформулировать
для задачи (12) следующим образом: пусть u∗(s), s ⩽ 0, – оптимальное управление во второй
базовой задаче, тогда

Π∆
T(s)u∗(s) = max

|u|⩽1
Π∆

T(s)u, s ⩽ 0, (13)

где Π∆(s) = DT
4 Πψ(s)+∆0(t∗), а Πψ(s), s ⩽ 0, – решение сопряженной системы

dΠψ

ds
=−BT

Πψ.

Пусть σ0 = Πψ(0), тогда

Π∆(s) = ΠΦ
T(s)σ0 +∆

0(t∗),s ⩽ 0, (14)

где

ΠΦ(s) = G(s)D4,s ⩽ 0, (15)

а G(s), s ⩽ 0, – (n2 ×n2)-матричная функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению
dG
ds

=−GB, G(0) = En2 . (16)

Предположение 5. Выполняется условия Π∆(s) ̸= 0, s ⩽ 0.
Тогда из (13) следует, что

u∗(s) = Π∆(s)/∥Π∆(s)∥, s ⩽ 0. (17)

Обозначим через y∗(s), s ⩽ 0, траекторию системы (12), порожденную управлением (17).

5. Третья базовая задача

Третья базовая задача имеет вид

dz
dτ

=C3z+D3u, z(0) = 0, z(−∞) =−C−1
3 D3

Π∆(0)
∥Π∆(0)∥

,

J3(u) =
w 0

−∞
(∥Π∆(0)∥−Π∆

T(0)u)dτ→ min .
(18)

Предположение 6. Выполнено условие управляемости

rank
(︂

D3,C3D3,C2
3D3, . . . ,C

n3−1
3 D3

)︂
= n3.

Взадаче (18) точка (−C−1
3 D3Π∆(0)/∥Π∆(0)∥) является положениемравновесия динамической

системы при управлении u(τ)≡ Π∆(0)/∥Π∆(0)∥, τ⩽ 0, которое обращает в нуль подынтегральное
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выражение в критерии качества. Отмеченное свойство вместе с предположениями 1 и 6 гарантирует
существование допустимых управлений в третьей базовой задаче. Отсюда, в свою очередь, следует,
что эта задача имеет решение [11, теорема 4.7] и является нормальной. Последнее означает, что
принцип максимума [12] можно сформулировать для задачи (18) следующим образом: пусть u∗(τ),
τ ⩽ 0, – оптимальное управление в третьей базовой задаче, тогда

Q∆
T(τ)u∗(τ) = max

|u|⩽1
Q∆

T(τ)u, τ⩽ 0, (19)

где Q∆(τ) = DT
3 Qψ(τ)+Π∆(0), а Qψ(τ), τ ⩽ 0, – решение сопряженной системы

dQψ
dτ

=−CT
3 Qψ.

Пусть χ0 = Qψ(0), тогда

Q∆(τ) = QΦ
T(τ)χ0 +Π∆(0), τ⩽ 0, (20)

где

QΦ(τ) = G1(τ)D3,τ⩽ 0, (21)

а G1(τ), τ⩽ 0, – (n3 ×n3)-матричная функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению
dG1

dτ
=−G1C3, G1(0) = En3 . (22)

Предположение 7. Выполняется условия Q∆(τ) ̸= 0, τ ⩽ 0.
Тогда из (19) следует, что

u∗(τ) = Q∆(τ)/∥Q∆(τ)∥, τ⩽ 0. (23)

Обозначим через z∗(τ), τ⩽ 0, траекторию системы (5), порожденную управлением (23).
Подчеркнем, что единственная информация о решении второй и третьей базовых задач, кото-

рая используется при построении асимптотически субоптимального управления, – это начальные
значения η0, ν0 векторов сопряженных переменных. Нет необходимости строить оптимальные
управления u∗(s), s ⩽ 0, u∗(τ), τ⩽ 0, что, впрочем, и невозможно, если задача решается численно.
Во второй и третьей базовых задачах гамильтониан вдоль оптимального управления равен нулю.
Воспользовавшись этим свойством при s = 0 и τ= 0, получаем условия, которым удовлетворяют
векторы σ0 и χ0:

∥DT
4σ0 +∆0(t∗)∥= ∥∆0(t∗)∥, ∥DT

3χ0 +Π∆(0)∥= ∥Π∆(0)∥.

После решения базовых задач найдем векторы

ν0 = σ0 −
(︁
(B1 −C1C−1

3 B3)B−1)︁T
λ0,η0 = χ0 −

(︁
C1C−1

3

)︁T
λ0 −

(︁
C2C−1

3

)︁T
ν0 (24)

и сформируем матрицу

I0 =

⎛⎜⎜⎝
S1 0n1×n2 0n1×n3 c1
S2 S3 0n2×n3 c2
S4 S5 S6 c3
cT

4 0T
n2

0T
n3

0

⎞⎟⎟⎠ (25)

размеров (n1 +n2 +n3 +1)× (n1 +n2 +n3 +1), блоки которой определяются формулами

S1 = L0

w t∗

0

Φ0(t)(∥∆0(t)∥2Er −∆0(t)∆0T(t))ΦT
0 (t)

∥∆0(t)∥3 dt,

S2 = KS1 +L0

w 0

−∞

ΠΦ(s)(∥Π∆(s)∥2Er −Π∆(s)Π∆T(s))(−PΠΦT(s)+D0)
T

∥Π∆(s)∥3 ds,

S3 = L0

w 0

−∞

ΠΦ(s)(∥Π∆(s)∥2Er −Π∆(s)Π∆T(s))ΠΦT(s)
∥Π∆(s)∥3 ds,
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S4 = MS1 −C−1
3 B3(S2 −KS1)+

+L0

w 0

−∞

QΦ(τ)
(︁
∥Q∆(τ)∥2Er −Q∆(τ)Q∆T(τ)

)︁(︁
DT

0 −ΠΦT(0)PT +QΦT(τ)(C1C−1
3 )T

)︁
∥Q∆(τ)∥3 dτ,

S5 =−C−1
3 B3S3 +L0

w 0

−∞

QΦ(τ)
(︁
∥Q∆(τ)∥2Er −Q∆(τ)Q∆T(τ)

)︁(︁
ΠΦT(0)+QΦT(τ)(C2C−1

3 )T
)︁

∥Q∆(τ)∥3 dτ,

S6 = L0

w 0

−∞

QΦ(τ)(∥Q∆(τ)∥2Er −Q∆(τ)Q∆T(τ))QΦT(τ)

∥Q∆(τ)∥3 dτ,

c1 =
w t∗

0

Φ0(t)∆0(t)
∥∆0(t)∥

dt =−F0(0)x∗/L0,

c2 = Kc1, c3 = Mc1, c4 = F0(0)x∗.

Здесь K = −B−1(A2 −C2C−1
3 A3), M = −C−1

3 (A3 −B3K), P = −(B1 −C1C−1
3 B3)B−1.

6. Асимптотический анализ решения исходной задачи

Прежде чем продолжить изложение алгоритма построения асимптотически субоптимальных
управлений, сформулируем и докажем теорему, которая позволяет установить вид и асимптотические
свойства решения задачи (1)–(3).

Обозначим черезψ(t,λ,ν,η,µ), t ∈ T , λ∈ Rn1 , ν∈ Rn2 , η∈ Rn3 , решение сопряженной системы

ψ̇=−AT(µ)ψ, ψ(t∗) = (λ,µν,µ2η) (26)

и введем в рассмотрение вектор-функцию

∆(t,λ,ν,η,µ) = DT(µ)ψ(t,λ,ν,η,µ), (27)

которую называют коуправлением.
Теорема 6.1. При выполнении предположений 1–7 в задаче (1)–(3) с достаточно малым

положительным µ существует оптимальное управление, которое представимо в виде

u(t,µ) = L(µ)∆(t,λ,ν,η,µ)/∥∆(t,λ,ν,η,µ)∥, t ∈ T. (28)

Для начальных значений сопряженных переменных и оптимальной интенсивности имеют место
асимптотические разложения

λ(µ)∼ λ0 +
∞

∑
k=1
µkλk, ν(µ)∼ ν0 +

∞

∑
k=1
µkνk, η(µ)∼ η0 +

∞

∑
k=1
µkηk, L(µ)∼ L0 +

∞

∑
k=1
µkLk. (29)

Доказательство. Прежде чем перейти к доказательству теоремы, обратим внимание на то,
что в разложениях (29) λ0, L0 суть начальное значение сопряженной переменной и оптимальная
интенсивность в первой базовой задаче, а векторы ν0, η0 вычисляются по формулам (24).

В первую очередь убедимся, что при достаточно малом µ и векторах λ, ν, η, достаточно
близких к λ0, ν0, η0 соответственно, коуправление (27), рассматриваемое как функция временного
аргумента t, не обращается в нуль на отрезке T . Заметим, что в силу (26) оно представимо в виде

∆
T(t,λ,ν,η,µ) = (λT,µνT,µ2ηT)F(t,µ)D(µ), (30)

где F(t,µ), t ∈ T , – матричная функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению

Ḟ =−FA(µ), F(t∗) = En1+n2+n3 . (31)
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Решение этого сингулярно возмущенного уравнения удобно представлять в блочном виде

F(t,µ) =

⎛⎝ F1(t,µ) F2(t,µ) F3(t,µ)
F4(t,µ) F5(t,µ) F6(t,µ)
F7(t,µ) F8(t,µ) F9(t,µ)

⎞⎠ , (32)

где Fi, i = 1,9, – матрицы размеров n1 ×n1, n1 ×n2, n1 ×n3, n2 ×n1, n2 ×n2, n2 ×n3, n3 ×n1, n3 ×n2,
n3 ×n3 соответственно. С помощью метода пограничных функций [10] они могут быть разложены
в асимптотические ряды:

Fi(t,µ)∼
∞

∑
k=0
µk(Fik(t)+ΠkFi(s)+QkFi(τ)),

s = (t − t∗)/µ, τ= (t − t∗)/µ2, t ∈ T, i = 1,9.

(33)

Подчеркнем, что (33) – равномерные по t ∈ T асимптотические разложения. Отметим как суще-
ственный факт также то, что для матричных функций ΠkFi(s), s ⩽ 0, QkFi(τ), τ⩽ 0, называемых
пограничными членами, имеют место оценки

∥ΠkFi(s)∥⩽ β1k exp(γ1ks), ∥QkFi(τ)∥⩽ β2k exp(γ2kτ) (34)

для всех i = 1,9, k = 0,1, . . . , гдеβ1k,β2k, γ1k, γ2k – положительные постоянные. Приведем несколько
старших коэффициентов разложений (33), которые понадобятся при доказательстве теоремы:

F10 = F0, F40 = KF0,F70 = MF0, Fi0 = 0, i = 2,3,5,6,8,9,
F21 = F0P, F51 = KF0P, F81 = MF0P, Fi1 = 0, i = 3,6,9,

F32 =−F0(C1 +PC2)C−1
3 , F62 =−KF0(C1 +PC2)C−1

3 ,

F92 =−MF0(C1 +PC2)C−1
3 ,

Π0F4 =−GK,Π0F5 = G, Π0F7 =C−1
3 B3GK, Π0F8 =−C−1

3 B3G,

Π0Fi = 0, i = 1,2,3,6,9, Π1F2 =−PG,

Π1F3 = 0, Π1F6 =−GC2C−1
3 , Π1F9 =C−1

3 B3GC2C−1
3 , Π2F3 = PGC2C−1

3 ,

Q0Fi = 0, i = 1,6, Q0F7 = G1C−1
3 A3, Q0F8 = G1C−1

3 B3, Q0F9 = G1,

Q1F2 = 0,Q1F3 = 0, Q1F5 =C2C−1
3 G1C−1

3 B3,

Q1F6 =C2C−1
3 G1, Q2F3 =C1C−1

3 G1.

(35)

Здесь F0, G, G1 – соответственно решения уравнений (8), (16), (22).
Введем в рассмотрение матричную функцию

Φ(t,µ) = F(t,µ)D(µ) =

⎛⎝ F1(t,µ)D1 +F2(t,µ)D2/µ+F3(t,µ)D3/µ
2

F4(t,µ)D1 +F5(t,µ)D2/µ+F6(t,µ)D3/µ
2

F7(t,µ)D1 +F8(t,µ)D2/µ+F9(t,µ)D3/µ
2

⎞⎠=

⎛⎝ Φ1(t,µ)
Φ2(t,µ)
Φ3(t,µ)

⎞⎠ , (36)

определенную на отрезке T . Из (15), (21) (32), (33), (35) следует, что имеют место равномерные по
t ∈ T асимптотические разложения

Φ1(t,µ)∼
∞

∑
k=0
µk(Φ1k(t)+ΠkΦ1(s)+QkΦ1(τ)),

Φ2(t,µ)−ΠΦ(s)/µ∼
∞

∑
k=0
µk(Φ2k(t)+ΠkΦ2(s)+QkΦ2(τ)),

Φ3(t,µ)−QΦ(τ)/µ2 ∼
∞

∑
k=0
µk(Φ3k(t)+ΠkΦ3(s)+QkΦ3(τ)),

(37)

в которой

Φ1k = F1kD1 +F2,k+1D2 +F3,k+2D3, ΠkΦ1 = ΠkF1D1 +Πk+1F2D2 +Πk+2F3D3,

QkΦ1 = QkF1D1 +Qk+1F2D2 +Qk+2F3D3,
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Φ2k = F4kD1 +F5,k+1D2 +F6,k+2D3, ΠkΦ2 = ΠkF4D1 +Πk+1F5D2 +Πk+2F6D3,

QkΦ2 = QkF4D1 +Qk+1F5D2 +Qk+2F6D3,

Φ3k = F7kD1 +F8,k+1D2 +F9,k+2D3, ΠkΦ3 = ΠkF7D1 +Πk+1F8D2 +Πk+2F9D3,

QkΦ3 = QkF7D1 +Qk+1F8D2 +Qk+2F9D3.

Заметим, что в силу (10), (15), (21), (35) имеем

Φ10(t) = Φ0(t),Φ20(t) = KΦ0(t),Φ30(t) = MΦ0(t), t ∈ T,

Π0Φ1(s) =−PΠΦ(s), s ⩽ 0, Q0Φ1(τ) =C1C−1
3 QΦ(τ), Q1Φ2(τ) =C2C−1

3 QΦ(τ), τ⩽ 0.
(38)

Как видно из (30), (36), коуправление представимо в виде

∆
T(t,λ,ν,η,µ) = λT

Φ1(t,µ)+µνT
Φ2(t,µ)+µ2ηT

Φ3(t,µ), t ∈ T,

и, следовательно, разлагается в асимптотический ряд

∆(t,λ,ν,η,µ)∼
∞

∑
k=0
µk(∆k(t,λ,ν,η)+Πk∆(s,λ,ν,η)+Qk∆(τ,λ,ν,η)),

s = (t − t∗)/µ, τ= (t − t∗)/µ2,

(39)

где
∆

T
0 (t) = λ

T
Φ10, Π0∆

T(s) = λT
Π0Φ1(s)+νT

ΠΦ(s),

Q0∆
T(τ) = λTQ0Φ1(τ)+ν

TQ1Φ2(τ)+η
TQΦ(τ).

Разложение (39) будет равномерным в области t ∈ T , ∥(λ,ν,η)− (λ0,ν0,η0)∥< ϵ, где ϵ – некоторое
положительное число. Заметим, что из (9), (24), (38) следуют соотношения

∆0(t,λ0,ν0,η0) = ∆
0(t), t ∈ T, Π0∆(s,λ0,ν0,η0) = ΠΦ

T(s)σ0, s ⩽ 0,

Q0∆(τ) = QΦ
T(τ)χ0,τ⩽ 0.

(40)

Используя предположения 1, 3, 5, 7 с учетом равенств (14), (20) легко убедиться в том,
что при достаточно малом µ выполнено условие ∆0(t)+ΠΦT((t − t∗)/µ)σ0 +QΦT((t − t∗)/µ2)χ0 ̸=
̸= 0, t ∈ T . Тогда, как видно из (39), (40), вектор-функция (27) отлична от нуля в области t ∈ T ,
∥(λ,ν,η)− (λ0,ν0,η0)∥< ϵ0, 0 < µ< µ0, где ϵ0, µ0 – достаточно малые положительные числа.

В дальнейшем для сокращения записи будем использовать обозначения θ = (λ,ν,η,L),
θ0 = (λ0,ν0,η0,L0), где L – положительное число.

Рассмотрим управление u(t,θ,µ) = L∆(t,λ,ν,η,µ)/∥∆(t,λ,ν,η,µ)∥, t ∈ T , ∥(λ,ν,η) −
− (λ0,ν0,η0)∥< ϵ0, 0 < µ< µ0, L > 0, и обозначим через X(t,θ,µ) = (x(t,θ,µ),y(t,θ,µ),z(t,θ,µ)),
t ∈ T , траекторию системы (1), им порожденную. Ниже будет показано, что вопрос о существовании
оптимального управления в исходной задаче и о его асимптотических свойствах тесно связан
с разрешимостью системы конечных уравнений

X(t∗,θ,µ) = 0, (λ,µν,µ2η)F0(0,µ)X∗+1 = 0 (41)

относительно неизвестных λ, ν, η, L при достаточно малом положительном µ. Для этого прежде
всего убедимся, что левые части уравнений (41) допускают асимптотические разложения по целым
степеням малого параметра, и получим формулы для коэффициентов разложений.

Введем в рассмотрение вектор-функцию

R(θ,µ) =
(︃

X(t∗,θ,µ)
(λ,µν,µ2η)F(0,µ)X∗+1

)︃
(42)

размерности n1 +n2 +n3 +1, что позволяет записать систему уравнений (41) в виде

R(θ,µ) = 0. (43)

В силу формулы Коши и (31), (36) имеем

X(t∗,θ,µ) = F(0,µ)X∗+
w t∗

0

Φ(t,µ)∆(t,λ,ν,η,µ)
∥∆(t,λ,ν,η,µ)∥

dt.
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Как было показано, блоки матриц F(t,µ), Φ(t,µ) и вектор-функция ∆(t,λ,ν,µ) разлагаются
в асимптотические ряды (см. (33), (37), (39)). Отсюда и из формул (34), (35) следует, что справедливо
асимптотическое разложение

x(t∗,θ,µ)∼
∞

∑
k=0
µkxk(θ), y(t∗,θ,µ)∼

∞

∑
k=0
µkyk(θ), z(t∗,θ,µ)∼

∞

∑
k=0
µkzk(θ), (44)

в котором

x0(θ) = F0(0)x∗+L
w t∗

0

Φ0(t)∆0(t,λ)
∥∆0(t,λ)∥

dt,

y0(θ) = Kx0(θ)+L
w 0

−∞

ΠΦ(s)δ0(s)
∥δ0(s)∥

ds,

z0(θ) = Mx0(θ)−C−1
3 B3

(︁
y0(θ)−Kx0(θ)

)︁
+L

w 0

−∞

QΦ(τ)δ∗0(τ)

∥δ∗0(τ)∥
dτ,

(45)

x1(θ) = F11(0)x∗+F21(0)y∗+F31(0)z∗+

+L
w t∗

0

(︃
Φ11(t)∆0(t,λ)
∥∆0(t,λ)∥

+Φ10(t)
[︃

∆1(t,λ,ν)
∥∆0(t,λ)∥

−
∆0(t,λ)∆T

0 (t,λ)∆1(t,λ,ν)
∥∆0(t,λ)∥3

]︃)︃
dt+

+L
w 0

−∞

(︄(︁
Φ10(t∗)+Π0Φ1(s)

)︁
δ0(s)

∥δ0(s)∥
− Φ10(t∗)∆0(t∗,λ)

∥∆0(t∗,λ)∥

)︄
ds,

(46)

y1(θ) = Kx1(θ)+B−1KA0x0(θ)+

+L
w 0

−∞
Π0Φ2(s)

[︃
δ1(s)

∥δ0(s)∥
−
δ0(s)δT

0 (s)δ1(s)
∥δ0(s)∥3

]︃
ds−

−LC2C−1
3

w 0

−∞
QΦ(τ)

(︃
δ∗0(τ)

∥δ∗0(τ)∥
− δ0(0)

∥δ0(0)∥

)︃
dτ,

(47)

z1(θ) =−C−1
3

(︁
A3x1(θ)+B3y1(θ)

)︁
+L

w 0

−∞
QΦ(τ)

(︃
δ∗0(τ)

∥δ∗0(τ)∥
− δ0(0)

∥δ0(0)∥

)︃
dτ. (48)

Здесь
δ0(s) = ∆0(t∗,λ)+Π0∆(s,λ,ν),

δ∗0(τ) = δ0(0)+Q0∆(τ,λ,ν,η) = ∆0(t∗,λ)+Π0∆(0,λ,ν)+Q0∆(τ,λ,ν,η),

δ1(s) = ∆1(t∗,λ,ν)+ s∆̇0(t∗,λ)+Π1∆(s,λ,ν).

(49)

Как видно из (33)–(35), (42), (44), имеет место асимптотическое разложение

R(θ,µ)∼
∞

∑
k=0
µkRk(θ), (50)

в котором

Rk(θ) =

(︃
Xk(t∗,θ)

fk(θ)

)︃
,

f0(θ) = λ
TF0(0)x∗+1, f1(θ) = λ

T(F11(0)x∗+F0(0)Py∗)+νTKF0(0)x∗,

fk(θ) = λ
T(F1k(0)x∗+F2k(0)y∗+F3k(0)z∗)+νT(F4,k−1(0)x∗+F5,k−1(0)y∗+F6,k−1(0)z∗)+

+ηT(F7,k−2(0)x∗+F8,k−2(0)y∗+F9,k−2(0)z∗), k = 2,3,4, ....

(51)

Положим R(θ,0) = R0(θ). Тогда вектор-функция R(θ,µ) будет непрерывной вместе со своими
частными производными по компонентам вектора θ в области ∥θ−θ0∥< ϵ0, 0 ⩽ µ< µ0.
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Из формул (7), (8), (10) (11), (14)–(17), (20)–(23), (38), (40), (45), (49) и (51) следует, что

x0(θ0) = F0(0)x∗+
w t∗

0
Φ0(t)u0(t)dt = x(t∗) = 0,

y0(θ0) = Kx0(t∗)+L0

w 0

−∞
ΠΦ(s)u∗(s)ds = y∗(0) = 0,

z0(θ0) = Mx0(t∗)−C−1
3 B3y∗(0)+L0

w 0

−∞
QΦ(τ)u∗(τ)dτ= z∗(0) = 0,

f0(θ0) =ψ
0T(t∗)F0(0)x∗+1 = 0.

Тогда, как видно из (51), R(θ0,0) = R0(θ0) = 0.
Непосредственным дифференцированием (45), (51), учитывая (38), (40), убеждаемся, что

∂R(θ0,0)/∂θ= ∂R0(θ0)/∂θ= I0 (см. (25)). Покажем, что эта матрица Якоби является невырожден-
ной.

Сначала убедимся, что первые n1 +n2 +n3 столбцов матрицы I0 линейно независимы. Пред-
положим противное. Тогда существуют такие векторы λ ∈ Rn1 , ν ∈ Rn2 , η ∈ Rn3 , (λ,ν,η) ̸= 0, что

S1λ= 0,S2λ+S3ν= 0,S4λ+S5ν+S6η= 0, (52)

λTF0(0)x∗ = 0. (53)

Пусть λ ̸= 0, тогда имеем

λTS1λ= L0

w t∗

0

∥∆0(t)∥2∥∆(t,λ)∥2 − (∆0T(t)∆(t,λ))2

∥∆0(t)∥3 dt,

где ∆(t,λ) = ΦT
0 (t)λ= DT

0 FT
0 (t)λ, t ∈ T . В силу неравенства Коши–Буняковского–Шварца, подынте-

гральное выражение в этой формуле в любой момент времени неотрицательно, а интеграл равен
нулю лишь в том случае, когда ∆(t,λ) = k(t)∆0(t), t ∈ T , где k(t) – скаляр. Однако при выполнении
предположения 3 этот случай реализоваться не может, поскольку тогда для управления u0(t), t ∈ T ,
будет выполняться принцип максимума с вектором сопряженных переменных ψ(t), t ∈ T , принима-
ющим в момент t∗ значение λ0 +ϵλ, где ϵ – достаточно малое (по модулю) число. Действительно,
коуправление, построенное по этому вектору, представимо в виде ∆(t) = DT

0ψ(t) = (1+ϵk(t))∆0(t),
t ∈ T , и вместе с тем, в силу (7), (53),

ψT(t∗)F0(0)x∗ = (λ0 +ϵλ)F0(0)x∗ =ψ0T(t∗)F0(0)x∗ =−1.

Таким образом, первое из равенств (52) влечет за собой λ = 0 и второе можно записать в виде
S3ν = 0. Поскольку вторая базовая задача является нормальной, такое равенство имеет место
лишь для ν = 0. В этом можно убедиться с помощью рассуждений, аналогичных только что
приведенным. Аналогично из третьего равенства в (52) следует, что η= 0. Итак, предположение
о существовании ненулевого вектора (λ,ν,η), для которого справедливы равенства (52), (53),
оказалось неверным. Поэтому первые n1 + n2 + n3 столбцов матрицы (25) линейно независимы.
Поскольку выполняется равенство S1λ0 = 0, то можно утверждать, что первые n1 +n2 +n3 столбцов
матрицы (25) ортогональны вектору (λ0,0) размерности n1 +n2 +n3 +1. Вместе с тем последний
столбец этому вектору неортогонален, так как, в силу (7),

λT
0 c1 =−λT

0 F0(0)x∗/L0 =−ψ0T(t∗)F0(0)x∗/L0 = 1/L0 ̸= 0.

Тогда все столбцы матрицы I0 линейно независимы, что означает ее невырожденность.
Таким образом, для системы (43) или, что то же самое, (41) выполнены условия теоремы

о неявной функции. Согласно этой теореме, в некоторой правосторонней окрестности нуля 0 ⩽
⩽ µ< µ1 однозначно определены непрерывные функции λ(µ), ν(µ), η(µ), L(µ), удовлетворяющие
уравнениям (41) и условиям λ(0) = λ0, ν(0) = ν0, η(0) = η0, L(0) = L0.

Разложение (50) является равномерным в области ∥θ−θ0∥< ϵ0, причем его коэффициен-
ты – бесконечно дифференцируемые функции. Тогда, для решения θ(µ) = (λ(µ),ν(µ),η(µ),L(µ))
системы (43) будут иметь место асимптотические разложения (29).

Рассмотрим управление (28). Оно будет допустимым в исходной задаче с µ< µ1, поскольку
для порожденной им траектории X(t,θ(µ),µ) = (x(t,θ(µ),µ),y(t,θ(µ),µ),z(t,θ(µ),µ)), t ∈ T , си-
стемы (1) выполнено условие X(t,θ(µ),µ) = 0. Это управление удовлетворяет принципу максимума
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(см. [6]) с вектором сопряженных переменных ψ(t,λ(µ),ν(µ),η(µ),µ), t ∈ T , и, следовательно,
является оптимальным. Теорема доказана.

Заметим, что решение (28) задачи (1)–(3) с достаточно малым µ будет гладкой функцией
времени, так как ∆(t,λ(µ),ν(µ),η(µ),µ) ̸= 0, t ∈ T , µ < µ1.

7. Построение асимптотически субоптимальных управлений

Вернемся к алгоритму построения асимптотически субоптимальных управлений в исходной
задаче. Вектор-функция

u0(t,µ) = L0∆(t,λ0,ν0,η0,µ)/∥∆(t,λ0,ν0,η0,µ)∥, t ∈ T,

построенная по формуле (27) путем интегрирования сопряженной системы (26) с λ= λ0, ν= ν0,
η= η0 будет асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в задаче (1)–(3). Заме-
тим, что ее можно сформировать непосредственно после решения базовых задач. Асимптотически
субоптимальное управление N-го порядка (N ⩾ 1) имеет вид

u(N)(t,µ) = L(N)(µ)
∆(t,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ),µ)

∥∆(t,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ),µ)∥
, t ∈ T, (54)

где

λ(N)(µ) =
N

∑
k=0
µkλk, ν

(N)(µ) =
N

∑
k=0
µkνk, η

(N)(µ) =
N

∑
k=0
µkηk, L(N)(µ) =

N

∑
k=0
µkLk. (55)

Для построения управления (54) нужно найти коэффициенты λk, νk, ηk Lk, k = 1,2, . . . ,N, разложе-
ний (29). Это можно сделать методом неопределенных коэффициентов, который описывается ниже.

Пусть θk = (λk,νk,ηk,Lk), k = 1,2, . . . ,N, θ(N)(µ) = ∑
N
k=0µ

kθk. Разложим с помощью формулы
Тейлора вектор-функцию по степеням µ до порядка N включительно и приравняем коэффициенты
разложения к нулю (начиная с коэффициента при µ). В результате получим невырожденные системы
линейных уравнений для вычисления векторов hk, k = 1,2, . . . ,N:

I0θ1 =−R1(θ0),

I0θ2 =−R2(θ0)−
∂R1(θ0)

∂θ
θ1 −

1
2
θT

1
∂ 2R0(θ0)

∂θ
θ1,

.............................................................................

(56)

Матрица I0 имеет вид (25). При вычислении правых частей систем (56) по формулам (45)–(49),
(51) следует учитывать равенства (40).

Последовательно решая системы (56), находим векторы θk = (λk,νk,ηk,Lk), k = 1,2, . . . ,N,
и составляем полиномы (55). Это дает возможность путем интегрирования сопряженной си-
стемы (26) с λ = λ(N)(µ), ν = ν(N)(µ), η = η(N)(µ) построить по формуле (27) управление (54).
Сопряженная система является сингулярно возмущенной и, следовательно, жесткой. Чтобы из-
бежать интегрирования жестких систем, вместо вектор-функции ∆(t,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ),µ)
можно воспользоваться ее асимптотическим приближением

∆
(N)(t,µ) =

N

∑
k=0
µk(∆k(t,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ))+Πk∆(s,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ))+

+Qk∆(τ,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ))),

s = (t − t∗)/µ, τ= (t − t∗)/µ2, t ∈ T.
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Вектор-функция u(N)(t,µ) = L(N)(µ)∆(N)(t,µ)/∥∆(N)(t,µ)∥, t ∈ T , наряду с (54) будет асимптоти-
чески субоптимальным управлением N-го порядка в исходной задаче. В частности, как следует
из (14), (20), (40), асимптотически субоптимальное управление нулевого порядка имеет вид

u(0)(t,µ) = L0
∆0(t)+DT

4 Πψ((t − t∗)/µ)+DT
3 Qψ((t − t∗)/µ2)

∥∆0(t)+DT
4 Πψ((t − t∗)/µ)+DT

3 Qψ((t − t∗)/µ2)∥
, t ∈ T. (57)

В силу предположения 1, вектор-функции Πψ(s), s ⩽ 0, Qψ(τ), τ⩽ 0, экспоненциально стремятся
к нулю соответственно при s → −∞, τ → −∞. Поэтому при малом µ управление (57) будет
существенно отличаться от решения (11) первой базовой задачи лишь в пограничном слое, т. е.
в некоторой левосторонней окрестности точки t∗.

Построенные асимптотические приближения корней системы уравнений (43) можно ис-
пользовать для точного решения этой системы, а значит, и рассмотренной задачи при заданном
значении µ. Для этого нужно применить процедуру доводки (см. [13]), т. е. найти с помощью метода
Ньютона корни уравнения (43), взяв в качестве начального приближения θ(N)(µ). Чтобы упростить
вычисления, вместо матрицы ∂R(θ,µ)/∂θ можно воспользоваться ее приближением I0.

8. Пример

В качестве примера рассмотрим задачу, которая является моделью процесса управления
горизонтальным прямолинейным движением двух тел с существенно различными малыми массами
и упругой связью:

ẋ1 = y, ẋ2 = z,

µẏ =−kx1 + kx2 − c1y+d1u1, µ
2ż = kx1 − kx2 − c2z+d2u2,

x1(0) = x∗1, x2(0) = x∗2, y(0) = y∗, z(0) = z∗,
x1(t∗) = x2(t∗) = y(t∗) = z(t∗) = 0,

J(u) = sup
t∈[0,t∗]

(u2
1 +u2

2)
1/2 → min .

(58)

Все постоянные в этой задаче положительны, при этом µ≪ 1. Предположение 1 в данном случае
выполнено.

Построим асимптотически субоптимальное управление нулевого порядка в задаче (58) при
конкретных значениях малого параметра в случае, когда k = 1, c1 = 3, c2 = 1, d1 = 1, d2 = 2, t∗ = 5,
x∗1 = 5, x∗2 = 2, y∗ = −3, z∗ = 1.

Первая базовая задача имеет вид

ẋ1 =−1
3

x1 +
1
3

x2 +
1
3

u1, ẋ2 = x1 − x2 +2u2, x1(0) = 5, x2(0) = 2,

x1(5) = x2(5) = 0, J1(u) = sup
t∈[0,5]

(u2
1 +u2

2)
1/2 → min .

(59)

Легко убедиться, что предположение 2 в задаче (59) выполнено. Вектор коуправления имеет вид

∆
0(t) =

(︄
−0,058700−0,034981e−

4
3 (5−t)

−0,117500+0,209886e−
4
3 (5−t)

)︄
, t ∈ [0,5].

Предположение 3 также выполнено.
Оптимальное управление в первой базовой задаче имеет вид

u0
1(t) =− 0,059995(e−

4
3 (5−t)+1,680914)√︂

0,017287−0,045251e−
4
3 (5−t)+0,045276e−

8
3 (5−t)

,

u0
2(t) =

0,359970(e−
4
3 (5−t)−0,560305)√︂

0,017287−0,045251e−
4
3 (5−t)+0,045276e−

8
3 (5−t)

.
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Оптимальная интенсивность управления L0 = 1,715078. После решения задачи (59) формируется
вторая базовая задача

dy
ds

=−3y+u1, y(0) = 0,∥u(s)∥⩽ 1,s ⩽ 0,

y(−∞) = 0,237340, J2(u) =
w 0

−∞
((∥∆

0(5)∥−∆
0T(5)u(s)))ds → min .

(60)

Динамическая система во второй базовой задаче вполне управляема.
Вектор Π∆(s) имеет вид

Π∆(s) =
(︃

0,187362e3s −0,093681
0,092386

)︃
.

Следовательно, предположение 5 выполняется.
Оптимальное управление в задаче (60) представимо в виде

u∗1(s) =
0,187362e3s −0,093681√︁

(0,187362e3s −0,093681)2 +0,008535
,

u∗2(s) =
0,092386√︁

(0,187362e3s −0,093681)2 +0,008535
.

Третья базовая задача имеет вид
dz
dτ

=−z+2u2, z(0) = 0,∥u(τ)∥⩽ 1,τ⩽ 0,

z(−∞) = 1,40434, J3(u) =
w 0

−∞
(∥Π∆(0)∥−Π∆(0)Tu)dτ→ min .

(61)

Динамическая система в ней также является вполне управляемой. Вектор Q∆(τ) имеет вид

Q∆(τ) =

(︃
0,093681

−0,092386(2eτ−1)

)︃
, τ⩽ 0.

Следовательно, предположение 7 выполняется. Оптимальное управление в задаче (61) предста-
вимо в виде

u∗1(τ) =
0,093681√︁

0,008776+0,008535(2eτ−1)2
,

u∗2(τ) =
−0,092386(2eτ−1)√︁

0,008776+0,008535(2eτ−1)2
, τ⩽ 0.

Согласно (57) управление

u(0)1 (t) = 1,715078
−0,058700−0,034981e−

4
3 (5−t)+0,187362e

3(t−5)
µ

∥N(t,µ)∥
,

u(0)2 (t) = 1,715078
−0,117500+0,209886e−

4
3 (5−t)−0,184772e

t−5
µ2

∥N(t,µ)∥
,

(62)

где

∥N(t,µ)∥2 = 0,017252−0,045216e−
4
3 (5−t)+0,045276e−

8
3 (5−t)−0,021996e

3(t−5)
µ +

+0,043421e
t−5
µ2 +0,035105e

6(t−5)
µ +0,034141e

2(t−5)
µ2 −0,013108e−

4
3 (5−t)+ 3(t−5)

µ −0,077562e
− 4

3 (5−t)+ t−5
µ2

будет асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в задаче (58).
Для оценки качества построенных асимптотических приближений к решению задачи (58)

были найдены состояния x1(t∗,µ), x2(t∗,µ), y(t∗,µ), z(t∗,µ), в которые управление (62) переводит
динамическую систему при конкретных значениях малого параметра. В частности, оказалось, что
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x1(5, 0,1) =−0,054552 x1(5, 0,025) =−0,013983 x1(5, 0,01) =−0,000257
x2(5, 0,1) =−0,026138 x2(5, 0,025) = 0,000876 x2(5, 0,01) = 0,001988

y(5, 0,1) = 0,035885 y(5, 0,025) = 0,015468 y(5, 0,01) = 0,001140
z(5, 0,1) = 0,342795 z(5, 0,025) = 0,111720 z(5, 0,01) = 0,002810.

Результаты вычислений приведены с точностью до 10−6.

9. Заключение

В статье предложены вычислительные процедуры построения асимптотических приближений
к решению рассмотренной задачи, которые не требуют интегрирования сингулярно возмущенных
систем. При реализации предложенных алгоритмов исходная задача оптимального управления
распадается на три невозмущенные задачи меньшей размерности. Такая декомпозиция позволяет
эффективно решать задачи оптимизации динамических систем с большим числом фазовых пе-
ременных. В статье также показывается, как можно использовать построенные асимптотические
приближения для решения рассмотренной задачи при заданных значениях малого параметра.

Применяемая методика позволяет исследовать задачи, в которых имеется несколько групп
быстрых переменных с иерархией скоростей по целым степеням малого параметра. При этом число
задач, на которые распадается исходная задача, равно количеству групп разнотемповых переменных.
Такое обобщение вносит в алгоритм непринципиальные изменения, которые легко прослеживаются
на примере рассмотренной задачи. В то же время это приводит к громоздким формулам. Следует
также отметить, что развитие полученных результатов на нестационарные системы с достаточно
гладкими коэффициентами не вызывает принципиальных трудностей.

Заметим, что если в задаче (1)–(3) положить n3 = 0, то при построении асимптотически
субоптимальных управлений решаются только первая и вторая базовые задачи. Эти управления
совпадают с теми, что построены в [7; 8].
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Аннотация. Доказан критерий относительной управляемости линейной стационарной
системы с постоянным запаздыванием по состоянию и ее дискретного аналога при
помощи предельного перехода от дискретной системы к непрерывной. Указаны отличия
определяющих уравнений непрерывной и дискретной систем.

RELATIVE CONTROLABILITY OF A CONTINUOUS SYSTEMWITH STATE DELAY AND
ITS DISCRETE ANALOGUE

V. V. Krakhotko, G. P. Razmyslovich

Belarusian State University, Minsk, Belarus
e-mail: Krakhotko46@bk.ru, razmysl@bsu.by

Received: 14.09.2026 Revised: 07.10.2026 Accepted: 14.10.2026
Keywords: controllability, lin-
ear systems, systems with delay
on state, discrete systems

Abstract. A criterion for the relative controllability of a linear time-invariant system with
constant delay as well as its discrete-time analog is established by means of a limiting transition
from the discrete-time system to the continuous-time one. The differences between the
governing equations for the continuous-time and discrete-time systems are identified.

Рассмотрим систему управления

ẋ(t) = Ax(t)+A1x(t −h)+bu(t), t ⩾ 0, (1)

x0(·) = {x(t) =φ(t), t ∈ [−h,0]},

где x,b – n-векторы; u – скаляр; A,A1 – матрицы соответствующих размерностей; h > 0 – число
(запаздывание); φ(t) – кусочно-непрерывная n-вектор-функция.

Ясно, что при каждом кусочно-непрерывном управлении u(t), |u(t)|⩽ L, L > 0, и при заданном
начальном условии x0(·) решение системы (1) определяется однозначным образом.

Система (1) относительно управляема [1], если для любого n-вектора c и любой n-вектор-
функции φ(t), t ∈ [−h,0], найдутся момент времени T, (n−1)h ⩽ T <+∞, и число L, 0 ⩽ L <+∞,
и кусочно-непрерывное управление u(t), |u(t)|⩽ L такие, что решения системы (1), порожденные
этим управлением, удовлетворяют условиям x(t) = φ(t) при t ∈ [−h,0] и x(T ) = c.

Для решения задачи относительной управляемости системы (1) рассмотрим дискретную
систему

x(tk+1) = (En +εA)x(tk)+εA1x(tk−mε
)+εbu(tk), (2)

где k = 0,N; ε = T/N – период (интервал) квантования; mε =
[︁h
ε

]︁
([a] – антье числа a); tk+1 =

= tk + ε, t0 = 0. Будем считать, что начальные условия для системы (2) таковы: x(tk) = φ(tk),
k = 0,−1, . . . ,−mε.

Непосредственно подстановкой убеждаемся, что решение системы (2) имеет вид

x(tk) = F(tk−1, t−1)φ(0)+
−1
∑

j=−mε

F(tk−1, t j+mε)A1φ(t j)ε+

+
k−1
∑
j=0

F(tk−1, t j)bu(t j)ε, k = 0,N.
(3)
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Матричная функция F(tk, t j) является решением рекуррентного уравнения

F(tk, t j) = F(tk, t j+1)(En +εA)+F(tk, t j+1+mε)A1ε,
F(tk, tk) = En, F(tk, t j) = 0, j > k.

В работе [2] показано, что дискретная система (2) относительно управляема тогда и только
тогда, когда выполняется условие

rank{X(tk), k = 1,2, . . . ,n(mε+1)}= n,

где X(tk) – решение определяющего уравнения системы (2)

X(tk+1) = (En +εA)X(tk)+εA1X(tk−mε
)+εbU(tk), k ⩾ 0,

X(tk) = 0, k ⩽ 0; U(0) = 1,U(tk) = 0, k ̸= 0.

Будем считать, что T = n(mε+1)ε. Для получения основного результата, докажем несколько
вспомогательных утверждений.

Лемма 1. Для любого k, k = 1,N верна следующая формула:

X(tk) =
dk

∑
i=0

k−1−imε

∑
j=i

C j
k−1−imε

ε jX j+1(ih)ε. (4)

Здесь dk =
[︁ k−1

mε+1
]︁
; C j

k−1−imε
– биномиальные коэффициенты; X j+1(ih) – решение опреде-

ляющего уравнения непрерывной системы (1)

X j+1(ih) = AX j(ih)+A1X j((i−1)h)+bU j(ih), (5)

при условиях X j(ih) = 0, j ⩽ 0∨ i ⩽ 0; U0(0) = 1, U j(ih) = 0, j ̸= 0∨ i ̸= 0.
Доказательство. Действительно, пусть k = 1, тогда

X(t1) = X1(0) = bε,

т. е. формула (4) справедлива.
Пусть k > 1. Предположим, что формула (4) верна для k = p. Докажем, что она будет верна

при k = p+1. Имеем

X(tp+1) = (En +εA)X(tp)+εA1X(tp−mε) = (En +εA)
dp

∑
i=0

p−1−imε

∑
j=i

C j
p−1−imε

ε jX j+1(ih)ε+

+εA1

dp−mε

∑
i=0

p−mε−1−imε

∑
j=i

C j
p−1−(i+1)mε

ε jX j+1(ih)ε.

Отсюда с учетом (5) получаем, что

X(tp+1) =
dp+1

∑
i=0

p−imε

∑
j=i

C j
p−imε

ε jX j+1(ih)ε.

Лемма доказана.
Лемма 2. Для того чтобы при любом ε, 0 < ε ⩽ h

n , выполнялось равенство

rank
{︁

X(tk) =
dk

∑
i=0

k−1−imε

∑
j=i

C j
k−1−imε

ε jX j+1(ih)ε; k = 1,n(mε+1)
}︁
= n, (6)

необходимо и достаточно, чтобы

rank
{︁

X j+1(ih), i = 0,n−1; j = i,n−1
}︁
= n. (7)

Доказательство. Необходимость. Заметим, что при любом ε, 0 < ε⩽ h
n , в левой части (4)

при изменении k будут присутствовать векторы X j+1(ih), j = i, l; l ⩾ n−1; i = 0,n−1.
Пусть выполняется условие (6). Допустим от противного, что условие (7) не выполняется.

Это означает, что существует вектор g0, ||g0|| ̸= 0, такой, что

g′0X j+1(ih) = 0, j = i,n−1; i = 0,n−1. (8)
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В силу результатов работы [3] имеем

X j+1(ih) =
i

∑
β=0

n−1
∑

s=β
µ

ji
sβXs+1(βh), i = 0,n−1, j = 0,n−1,

µ
ji
sβ = 1, при j = s, i = β, j ⩽ n−1, µ ji

sβ = 0, при j ̸= s∨ i ̸= β, j ⩽ n−1.
(9)

Тогда из (6) получаем

X(tk) =
dk

∑
i=0

k−1−imε

∑
j=i

C j
k−1−imε

ε jX j+1(ih)ε=
dk

∑
i=0

n−1
∑
j=i

X j+1(ih)
(︁ dk

∑
s=i

k−1−smε

∑
β=s

Cβk−1−smε
εβµ

βs
ji

)︁
ε=

=
dk

∑
i=0

n−1
∑
j=i

X j+1(ih)ak
i jε,

(10)

где ak
ji =

dk

∑
s=i

k−1−smε

∑
β=s

Cβk−1−smε
εβµ

βs
ji .

Следовательно, для вектора g0 в силу (8) справедливы следующие равенства:

g′0X(tk) = g′0
dk

∑
i=0

n−1

∑
j=i

X j+1(ih)ak
i jε=

dk

∑
i=0

n−1

∑
j=i

g′0X j+1(ih)ak
i jε= 0

при k = 1,n(mε+1).
Последние равенства возможны лишь при нулевом векторе g0. Что противоречит предположе-

нию, что вектор g0 ненулевой. Необходимость доказана.
Достаточность. Пусть выполняется условие (7). От противного предположим, что (6) не

выполняется. Тогда существует n-вектор g0, ||g0|| ̸= 0, такой, что

g′0
dk

∑
i=0

n−1

∑
j=i

X j+1(ih)ak
i jε= 0, k = 1,n(mε+1). (11)

Таким образом, имеем систему алгебраических уравнений относительно
n(n+1)

2
неизвестных

g′0X j+i(ih), j = i,n−1; i = 0,n−1.

Введем в рассмотрение вектор Y длины
n(n+1)

2
вида

Y =
(︁
g′0X1(0), . . . ,g′0Xn(0),g′0X2(h), . . . ,g′0Xn(h), . . . ,g′0Xn((n−1)h)

)︁
.

Тогда система (11) запишется в виде

MY = 0, (12)

где M− матрица размерностей n(mε+1)× n(n+1)
2

.

Далее из системы (12) выделяем подсистему, которая получается при k, pmε+ p+1 ⩽ k ⩽
⩽ pmε+n; p = 0,1, . . . ,n−1. Обозначим полученную подсистему

MY = 0.

ЗдесьM− квадратнаяматрица размерностей
n(n+1)

2
× n(n+1)

2
.В силу (9), (10) определитель

этой подсистемы отличен от нуля.
Действительно, матрица M является нижней блочно-треугольной матрицей, где на главной

диагонали блоки (M11,M22, . . . ,Mnn) и каждый блок Mii имеет размерность (n− i+1)× (n− i+1),
причем

M11 =

⎡⎢⎢⎣
ε 0 . . . 0

C0
1ε ε2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

C0
n−1ε C1

n−1ε
2 . . . εn

⎤⎥⎥⎦ , M22 =

⎡⎢⎢⎣
ε2 0 . . . 0

C1
2ε

2 ε3 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

C1
n−1ε

2 C2
n−1ε

3 . . . εn

⎤⎥⎥⎦ , . . . ,Mnn = [εn].
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Значит, что det(M̄) ̸= 0. Тогда система (12) имеет только нулевое решение Y = 0, т. е.
g′0X j+1(ih) = 0, j = i,n−1, i = 0,n−1.

Последние равенства противоречат равенству (7). Лемма доказана.
Таким образом, из лемм следует, что дискретная система (2) относительно управляема для

любых ε, 0 < ε ⩽ h
n , тогда и только тогда, когда выполняется условие (7).

Допустим дискретная система (2) относительно управляема при любых ε, 0 < ε⩽ h
n . Тогда

выполняется условие (7). Пусть в (7) ранг набирается на векторах

X jνs (νh), s = 1,2, . . . , pν; pν ⩽ n−ν; ν= 0,1, . . . ,n−1;
n−1

∑
ν=0

pν = n. (13)

Из формул (3), (10) имеем, что задача относительной управляемости дискретной системы (2)
сводится к задаче разрешимости системы алгебраических уравнений относительно u(tk), k =
= 0,n(mε+1)−1 :

n(mε+1)

∑
k=1

dn(mε+1)−k+1

∑
i=0

n−1

∑
j=i

X j+1(ih)a
n(mε+1)−k+1
i j u(tk−1)ε= c(ε), (14)

где c(ε) = c−F(tn(mε+1)−1, t−1)φ(t0)−
−1
∑

k=−mε

F(tn(mε+1)−1, tk+mε
)A1φ(tk)ε, c – любой n-вектор.

В зависимости от того, на каких векторах (13) набирается ранг в (7), фиксируем на отрез-
ке [0,T ] n точек τ1, . . . ,τn, (τn = T ).

Таким образом, на отрезке [T −h,T ] выбирается в соответствии с (13), p0 точек, а на отрезке
[T −2h,T −h]− p1 точек и т. д. Заметим, что p0 – степень минимального многочлена матрицы A.

Пусть αq =
τq

ε
, тогда положим u(tk) = u(tαq), k = αq−1 +1,αq−1 +2, . . . ,αq; q = 1,n.

Значит, из (14) имеем

c(ε) =
n

∑
q=1

αq

∑
k=αq−1+1

dn(mε+1)−k+1

∑
i=0

n−1

∑
j=i

X j+i(ih)a
n(mε+1)−k+1
i j u(tαq)ε.

В силу (13) последняя система алгебраических уравнений при любых ε, 0 < ε⩽ h
n , имеет решение

относительно u(tαq), q = 1,n.
Среди этих решений выберем решение uε(tαq), |uε(tαq)|⩽ L (для каждой n-вектор функции

φ(t), t ∈ [−h,0) и каждого n-вектора c найдется L [4]).
Последовательность значений ε выбираем таким образом, чтобы последовательность {tk, k ⩾

⩾ 0} содержала фиксированные точки τq, q = 1,n.
Последовательность {uε(tαq), q = 1,n}, 0 < ε ⩽ h

n , ограничена, т. е. из нее можно выбрать
сходящуюся подпоследовательность, не ограничивая общности считаем, что

uε(tαq) стремится к u(τq), q = 1,n,

при ε стремящемся к нулю.
Тогда из последовательности {xε(tk), k = 1,n} можно выделить равномерно сходящуюся

подпоследовательность, т. е. xε(tk) равномерно стремится к x(t) при ε→ 0, и следовательно,
подпоследовательность xε(tn(mε+1)) равномерно стремится к x(T ) = c.

Таким образом, если выполняется условие (7), то непрерывная система (1) относительно
управляема.

Наоборот, пусть непрерывная система (1) относительно управляема, но условие (7) не
выполняется. Это означает, что дискретная система (2) не является управляемой при любом ε,
0 < ε⩽ h

n . Так как критерий (7) не выполняется, то существует n-вектор q0, ||q0|| ̸= 0, такой, что

q′0X j+i(ih) = 0, j = i,n−1, i = 0,n−1.
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Следовательно, для вектора q′0 выполняется условие

q′0F(tN−1, tk)b = q′0
dN−k

∑
i=0

N−k−imε

∑
j=i

C j
N−k−imε

ε jX j+i(ih) = 0, k = 0,N −1.

Переходим в последних равенствах к пределу при ε→ 0, получим

q′0F(T, t)b ≡ 0, t ∈ [0,T ],

что противоречит предположению об относительной управляемости системы (1). Здесь F(T, t) –
решение уравнения

d(F(T, t))/dt =−F(T, t)A−F(T, t +h)A1,

F(T,T −0) = En,F(T, t)≡ 0, t ⩾ T −0.

Таким образом верна теорема.
Теорема 1. Для относительной управляемости непрерывной системы (1) необходимо и

достаточно, чтобы выполнялось условие (7).
Следовательно, исходя из полученных выше результатов непрерывная система (1) относи-

тельно управляема тогда и только тогда, когда для любого ε, 0 < ε ⩽
h
n
, дискретная система (2)

относительно управляема.
Отметим следующее.
Замечание 1. При любом ε, 0 < ε⩽ h

n , дискретная система (2) относительно управляема
вместе с непрерывной системой (1).

Замечание 2.Описанный подход к задаче относительной управляемости системы (1) позво-
ляет выяснить вопрос, в силу каких причин определяющее уравнение для системы с запаздыванием
отличается от определяющего уравнения дискретной системы.

Для дискретной системы (2) решения определяющего уравнения распределяются на
отрезке [0,T ] обычным образом. При уменьшении ε оказывается, что все линейно-независимые
векторы {X(tk)} будут лежать на отрезках длины h. Следовательно, при ε→ 0 получаем, что
линейно-независимые векторы будут концентрироваться около точек ih, i ⩾ 0. Таким образом,
в определенных точках ih, i ⩾ 0, соберутся все линейно-независимые векторы. Отсюда следует,
что определяющее уравнение для системы с запаздыванием должно учитывать этот факт,
т. е. у решений определяющего уравнения появляется второй индекс, а именно X j(ih), где i
характеризует точки ih, i ⩾ 0.
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Аннотация. Рассматривается автономная система на плоскости с параметром λ, обычно
называемым малым, и особой точкой центр либо фокус в начале координат. Предпо-
лагается, что в этой особой точке система изохронная. Также предполагается, что ее
изохроны, т. е. прообразы радиальных прямых при переходе от рассматриваемой систе-
мы к системе с равномерной изохронностью, не зависят от параметра λ. Таким образом,
в настоящей статье параметр λ может принимать любые действительные значения и,
в этом смысле, не является малым.
Строятся системы с квадратичными нелинейностями в правой части, удовлетворяю-
щие этим требованиям. Найдены изохроны этих систем. Строятся фазовые портреты
полученных изохронных фокусов и их изохрон.
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Abstract. We consider an autonomous system on the plane involving a parameter λ, commonly
referred to as a small parameter, and with a singular point (either a center or a focus) at the
origin. It is assumed that the system is isochronous at this singular point. We also assume
that its isochrones – defined as the pre-images of radial lines under the transformation from
the system under consideration to a system with uniform isochronicity – are independent of
the parameter λ. Thus, in this paper, the parameter λ may take on any real value and, in that
sense, is not actually small.
We construct systems with quadratic nonlinearities in the right-hand side that satisfy these
requirements and determine their isochrones. Phase portraits of the resulting isochronous foci
and their isochrones are also constructed.

1. Введение

Рассматриваем систему

ẋ =−y+λx+ f (x,y)+λg(x,y), ẏ = x+λy+ p(x,y)+λq(x,y), (1)

где f ,g, p,q – голоморфные в окрестности особой точки O(0,0)функции, начинающиеся со степеней
⩾ 2. Система (1) имеет грубый фокус, устойчивый, если λ< 0, неустойчивый, если λ> 0, и центр
или негрубый фокус, если λ = 0.

Систему (1) можно рассматривать как систему, полученную возмущением системы

ẋ =−y+ f (x,y), ẏ = x+ p(x,y), (2)

если |λ| достаточно мал и параметр λ при этом называется малым параметром. Для систем (1)
обычно рассматривается задача: найти оценку на параметры системы, при которых она имеет
в окрестности особой точки предельные циклы, рождающиеся из траекторий системы (2). Эта
задача решается методом функции Мельникова [1].
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Рассмотрим случай, когда система (1) изохронная.
Определение 1. Cистема (1) изохронная, если существует преобразование вида

u = x+U(x,y), v = y+V (x,y), (3)

где V (x,y),U(x,y) – голоморфные в окрестности начала координат функции, начинающиеся со
степеней ⩾ 2, переводящее систему (1) в систему с равномерной изохронностью.

Определение 2. Система

du/dt =−v+λu+P(u,v), dv/dt = u+λv+Q(u,v) (4)

равномерно изохронная, если выполняется условие

vP(u,v)−uQ(u,v) = 0. (5)

Определение 3 [2–7]. Изохронамиизохронной системы (1) называются прообразырадиальных
прямых при замене (3), переводящей систему (1) в систему (4) с условием (5), т. е. семейство кривых

Γk : {y+V (x,y) = k (x+U (x,y)) , k ∈ (−∞,∞)}
⋃︂

{x+U (x,y) = 0} . (6)

Рассматриваем случай, когда преобразование (3) не зависит от параметра λ, или, что тоже,
уравнения изохрон (6) не зависят от устойчивости или неустойчивости особой точки O(0,0)
системы, включая случай λ = 0, когда особая точка системы (1) может быть центром, а также
от отсутствия или наличия предельного цикла [6], рождающегося из траекторий системы (2). На
практике, когда нужно смоделировать изохронную систему (1), смещение параметра λ от истинного
влияет как на траектории системы, так и на изохроны, которые ограничивают временные отрезки
на траекториях. Если изохроны не зависят от значений λ, то и временные отрезки на траекториях
не зависят от λ. В этом состоит практический смысл таких систем.

2. Изохроны систем с однородными нелинейностями, не зависящие от параметра λ

Рассмотрим систему (1) для которой предполагаем, что f ,g, p,q – многочлены степени n,
начинающиеся со степеней ⩾ 2, λ – параметр, не обязательно малый.

Теорема 1. Для того чтобы система (1) была изохронной и ее изохроны не зависели
от параметра λ, необходимо и достаточно, чтобы функции p(x,y),q(x,y), f (x,y),g(x,y) были
связаны равенствами

p(x,y) =−x+
(︃

1+
(︂ v

u

)︂2
+(y− f (x,y))

(︂ v
u

)︂′

x

)︃
/
(︂ v

u

)︂′

y
,

q(x,y) =−y−
(︃
(x+g(x,y))

(︂ v
u

)︂′

x

)︃
/
(︂ v

u

)︂′

y
, (7)

где функции u,v имеют вид (3).
Следствие 1. Семейство изохрон системы (1)

v(x,y)
u(x,y)

= k, k ∈ R

является решением дифференциального уравнения
dy
dx

=
y+q(x,y)
x+g(x,y)

. (8)

Доказательство. Необходимость. Потребуем, чтобы (3) было нормализующим преобразо-
ванием, т. е. чтобы выполнялось условие

S = vP−uQ = 0, (9)

где
P = u′x (−y+λx+ f (x,y)+λg(x,y))+u′y (x+λy+ p(x,y)+λq(x,y))+ v,
Q = v′x (−y+λx+ f (x,y)+λg(x,y))+ v′y (x+λy+ p(x,y)+λq(x,y))−u

(10)
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– производные от функций (3) в силу системы (1). Так как уравнения изохрон не зависят от λ,
то выражение S при подстановке (10) в (9), также не зависит от λ, и поэтому коэффициенты S
при степенях λ равны нулю. Получим систему

y f − xp+ xU − pU +U2 + yV + fV +V 2 + xyU ′
y + ypU ′

y + xVU ′
y + pVU ′

y − x2V ′
y−

−xpV ′
y − xUV ′

y − pUV ′
y − y2U ′

x + y fU ′
x − yVU ′

x + fVU ′
x + xyV ′

x − x fV ′
x + yUV ′

x − fUV ′
x = 0,

yg− xq− yU −qU + xV +gV + y2U ′
y + yqU ′

y + yVU ′
y +qVU ′

y − xyV ′
y − xqV ′

y−

−yUV ′
y −qUV ′

y + xyU ′
x + ygU ′

x + xVU ′
x +gVU ′

x − x2V ′
x − xgV ′

x − xUV ′
x −gUV ′

x = 0.

Из этой системы выразим

p(x,y) =
(x+U)

(︁
U − xV ′

y + yV ′
x − fV ′

x
)︁
+(y+V )

(︁
V + xU ′

y − yU ′
x + f (1+U ′

x)
)︁

(x+U)
(︁
1+V ′

y
)︁
− (y+V )U ′

y
,

q(x,y) =
(x+U)

(︁
V − yV ′

y − xV ′
x −gV ′

x
)︁
+(y+V )

(︁
−U + yU ′

y + xU ′
x +g(1+U ′

x)
)︁

(x+U)
(︁
1+V ′

y
)︁
− (y+V )U ′

y
.

Нетрудно показать, учитывая (3), что эти функции можно представить в виде (7).
Достаточность.Пусть выполняются условия (7). Тогда, если подставить (7) в (1) и вычислить

производные от функций (3) в силу полученной системы, то для полученных при этом функций P,Q,
как легко показать, будет выполняться условие (5).

Докажем теперь следствие теоремы. Из формул (7) следует, что справедливы следующие
равенства: (︂ v

u

)︂′

x
/

(︃
1+
(︂ v

u

)︂2
)︃
=− y+q

(x+g)(x+ p)+(y− f )(y+q)
,

(︂ v
u

)︂′

y
/

(︃
1+
(︂ v

u

)︂2
)︃
=

x+g
(x+g)(x+ p)+(y− f )(y+q)

.

Отсюда получим (︂
arctg

(︂ v
u

)︂)︂′

x
=− y+q

(x+g)(x+ p)+(y− f )(y+q)
,

(︂
arctg

(︂ v
u

)︂)︂′

y
=

x+g
(x+g)(x+ p)+(y− f )(y+q)

,

(︂
arctg

[︂ v
u

]︂)︂′

x
/

(︃
−
(︂

arctg
[︂ v

u

]︂)︂′

y

)︃
=

y+q
x+g

.

Очевидно, что последнее равенство доказывает справедливость следствия. □
Замечание 1. В статье [2] показано, что при построении изохронных систем с фокусом це-

лесообразно строить их по изохронам с заданными свойствами, так как условие быть изохронной
накладывает на систему с фокусом слабые ограничения.

Поэтому логичным будет следующее условие.
Условие 1. Условимся всюду в дальнейшем, что для изохронных систем (1) с полиномами

в правых частях нормализующее преобразование (3) полиномиальное.
Теорема 2.Предположим, что полиномиальная система (1) изохронная, уравнение ее изохрон

не зависит от λ и нормализующее преобразование (3) полиномиальное. Тогда выполняются условия
q(x,y) =−y+ vu′x −uv′x,

g(x,y) =−x− vu′y +uv′y, (11)

(x+ p(x,y))(x+g(x,y))− (−y+ f (x,y))(y+q(x,y)) = u2 + v2. (12)

Доказательство. Запишем дифференциальное уравнение изохрон v(x,y)
u(x,y) = k, где k – про-

извольная постоянная
dy
dx

=
vu′x −uv′x
−vu′y +uv′y

. (13)
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Приравнивая правые части (8) и (13) и учитывая, что это несократимые рациональные дроби,
получим равенства (11). Из равенств (7) и (11) легко получить, как следствие, равенство (12). □

Следствие 2.При выполнении условия 1 функции u(x,y),v(x,y) в (3) являются многочленами
степени ⩽ n.

Доказательство. Доказательство следует из равенства (12), т. к. если предположить, что
хотя бы одна из функций, u или v, имеет степень больше n, то в (12) в левой части получим функцию
степени ⩽ n , а в правой части функцию степени больше n. □

Замечание 2. Под степенью функции h(x,y) мы здесь понимаем степень функции h(x,z x)
по переменной x.

3. Изохроны систем с квадратичными нелинейностями, не зависящие от параметра λ

Теорема 3. Для того чтобы при выполнении условия 1 уравнение изохрон системы (1)
с квадратичными в правой части нелинейностями не зависело от λ, необходимо и достаточно,
чтобы системы и их полиномиальные нормализующие преобразования (3) представлялись в одном
из видов

1)
dx
dt

=−y+ xλ+Ax2 +Mxy− 1
2

Mx2λ,
dy
dt

= x+ yλ− Mx2

2
+4Axy+2My2 − x(Ax+My)λ;

u = x− Mx2

2
, v = y+Ax2;

2)
dx
dt

=−y+ xλ+Kx2 − Ky2

4
+

1
2

Kxyλ,
dy
dt

= x+ yλ+
Kxy

2
+

1
4

Ky2λ; u = x, v = y+
Ky2

4
;

3)
dx
dt

=−y+ xλ+

(︁
4A2 +M2

)︁
x2

4A
+Mxy− M2y2

16A
+

Mx(−4Ax+My)λ
8A

,

dy
dt

= x+ yλ+
Mx2

2
+

(︁
32A2 +M2

)︁
xy

8A
− (4Ax−My)(4Ax+My)λ

16A
; u = x, v = y+

(4Ax−My)2

16A
;

4)
dx
dt

=−y+ xλ+
B
(︁
b2 +16c2

)︁
x2

4bc
−
(︁
b2 +4Bc+8c2

)︁
xy

2c
+

+

(︁
b2 −Bc

)︁
y2

b
+

(bx+2cy)
(︁
b2x+4Bcx−2bcy

)︁
λ

4bc
,

dy
dt

= x+ yλ−
(︁
−b2 +4Bc

)︁
x2

4c
+

(︁
b2B+2b2c+2Bc2

)︁
xy

bc
−

−
(︁
b2 + c2

)︁
y2

c
+

(bx+2cy)
(︁
−bBx+2b2y+2Bcy

)︁
λ

4bc
;

u = x+
(bx+2cy)2

4c
, v = y+

B(bx+2cy)2

4bc
;

5)
dx
dt

=−y+ xλ+Cx2 −2cxy−Cy2 +
(︁
cx2 +2Cxy− cy2)︁λ,

dy
dt

= x+ yλ+ cx2 +2Cxy− cy2 −
(︁
Cx2 −2cxy−Cy2)︁λ; u = x+ c

(︁
x2 + y2)︁ , v = y+C

(︁
x2 + y2)︁ .

Здесь a, b, c, A, B, C, K, M – параметры системы.
Доказательство. Пусть

u(x,y) = x+ax2 +bxy+ cy2,v(x,y) = y+Ax2 +Bxy+Cy2. (14)

Подставляя эти функции в равенства (11) и требуя, чтобы полученные функции g и q были
однородными многочленами второй степени, получим, условия

b−C−N = 0, 2a−2B−3c−M+n = 0, −3A−2b+2C−K +m = 0, −a+B+ k = 0, (15)
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и функции

g(x,y) =−cy2 + x2 (a+B)+2Cxy, q(x,y) = (b+C)y2 −Ax2 +2axy. (16)

Пусть
p(x,y) = kx2 +mxy+ny2, f (x,y) = Kx2 +Mxy+Ny2. (17)

Подставляя эти функции в (12) и требуя выполнения условий (15), получим идеал

j = {−b2 +2ac−2Bc−4c2 − cM, −2ab−3Ac−4bc−2aC+2BC+8cC− cK −bM+CM,

−2a2 +Ab−b2 +B2 +4Bc+3AC+4bC−4C2 −bK +CK −aM+BM,

3aA+AB+2bB−4BC−aK +BK +AM,

−A2 −B2 +AK, (−Ab+aB) , (−Bc+bC) , (−Ac+aC)}.

Для того чтобы вычислить базис Гребнера этого идеала, рассмотрим два случая:
Случай 1. c = 0, b = 0. Базис Гребнера идеала j в этом случае есть

g1 = {A(A−K)K
(︁
4A2 −4AK +M2)︁ ,A(A−K)

(︁
4A2 −4AK +M2)︁(︁A2 +9AK +5K2 +M2)︁ ,

A(A−K)K (2B+M) ,A(A−K)
(︁
6A2B+6ABK +6BK2 +7A2M−AKM+3K2M+M3)︁ ,

−AK
(︁
2A2 −2AK −BM

)︁
,−A

(︁
2A3 +2A2K −4AK2 −3ABM−AM2 +KM2)︁ ,

−A
(︁
2A2B−2BK2 +3A2M−2AKM−K2M−BM2)︁ ,A2 +B2 −AK,

−A
(︁
A2 −4AC+4CK −K2 −BM

)︁
,A(AB−BK +AM+2CM−KM) ,A3 −AK2 −ABM+CM2,

C (2B+M) ,−
(︁
(A−C)(A+4C−K)K2)︁ ,−A(A+4C−K)K (A−4C+3K) ,

A2B+ABK −A2M+8C2M+AKM−2CKM,−A3 −12AC2 +16C3 −4C2K +AK2 +ABM,

K (4AB+2aK −2BK +AM−4CM) ,3aA+AB−aK +BK +AM+2CM,

−17A3 −144AC2 +48A2K +108ACK +48C2K −31AK2 −12CK2 +21ABM+8aKM−

−8BKM+4AM2,aB,aC,2a2 +A2 −3AC+4C2 −AK −CK +aM−BM}.

Многообразие этого идеала, совместно с условием b = c = 0:

w1 = {{c = 0, b = 0, a = 0, A = 0, B = 0, C = 0} ,{︃
c = 0, b = 0, a =−M

2
, B = 0, C = 0, K = A

}︃
,{︃

c = 0, b = 0, a = 0, A = 0, B = 0, C =
K
4
, M = 0

}︃
,{︃

c = 0, b = 0, a = 0, B =−M
2
, C =

M2

16A
, K =

4A2 +M2

4A

}︃
,

{c = 0, b = 0, a = 0, B = 0, C = A, K = A, M = 0}} .

Случай 2. M = −b2+2ac−2Bc−4c2

c . Базис Гребнера идеала J в этом случае есть

g2 = {A2 +B2 −AK, cC (A+4C−K)
(︁
2AC−C2 −AK

)︁
,

c(2A−7C)(A+4C−K)
(︁
2AC−C2 −AK

)︁
, Bc(A+4C−K)

(︁
2AC−C2 −AK

)︁
, ...}.

Мы не приводим полностью этот базис из-за его громоздкости.
Многообразие этого идеала, совместно с условием этого случая:

w2 =

{︄{︄
M =−b2 +4Bc+8c2

2c
, a =

b2

4c
, A =

bB
4c

, C =
Bc
b
, K =

B
(︁
b2 +16c2

)︁
4bc

}︄
,
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M =−b2 +8c2

2c
, A = 0, a =

b2

4c
, B = 0, C = 0, K = 0

}︃
,

{M =−2c, a = c, A =C, b = 0, B = 0, K =C}} .

Подставляя многообразия w1, w2 в систему (1) с функциями (16), (17) и нормализующее пре-
образование (14), получим системы 1)–5) теоремы вместе с их нормализующими преобразованиями.

Ниже приведены траектории систем 1), 2) теоремы 3 и графики ее изохрон.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Рис. 1. Траектории и изохроны системы 1)

На рис. 1 кроме особой точки изохронного фокуса O(0,0) имеется еще одна особая точка
O1(1/10,1/100), для которых изохронами являются те же изохроны, что и для O(0,0).

-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04

-0.06

-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

Рис. 2. Траектории и изохроны системы 2)

На рис. 2 кроме особой точки сильно изохронного фокуса O(0,0) четвертого порядка, т. е.,
изохронами этой системы являются оси координат [5], имеется еще один сильно изохронный фокус
O2(0,−1/64) четвертого порядка, для которого изохронами, кроме горизонтальной изохроны,
являются те же изохроны, что и для O(0,0).
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Abstract. We investigate the finite spectrum assignment problem for linear autonomous
neutral-type systems using output-feedback controllers with lumped delays. We establish
a connection between the solvability of this problem in the class of state feedback controllers
and in the class of output feedback controllers. Finally, we consider an observer-based
controller and validate the separation principle within the framework of the finite spectrum
assignment problem.

1. Введение

Классическая задача модального управления (размещения полюсов) для конечномерных
линейных систем вида ẋ = Ax+Bu решается выбором обратной связи u = Kx такой, что спектр мат-
рицы A+BK совпадает с заданным набором чисел. При условии полной управляемости пары (A,B)
это возможно для любого наперед заданного множества корней характеристического уравнения [1].
Этот результат является одним из фундаментальных инструментов в теории управления.

Для систем с запаздыванием ситуация существенно сложнее [2–14]. Это связано с тем, что
характеристическая функция является квазиполиномом, который имеет счетное множество корней.
Поэтому задача модального управления формулируется как задача управления коэффициентами
характеристического квазиполинома [2–6].

Параллельно широкое распространение получил метод стабилизации, основанный на задаче
назначения конечного спектра (finite spectrum assignment) [7–10]. Суть ее – за счет обратной
связи наделить систему наперед заданным конечным спектром, состоящим, как правило, из чисел
с отрицательными действительными частями.

Известно [6], что система с запаздыванием в общем случае может содержать конечное
число корней характеристического уравнения, исключить из спектра которые возможно только при
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помощи распределенных запаздываний в обратной связи. Поэтому при использовании методов
модального управления или назначения конечного спектра в общем случае привлекаются интеграль-
ные регуляторы. При практической реализации интегральных регуляторов замена распределенных
запаздываний численными квадратурами может вызвать появление нежелательных неустойчивых
полюсов, и, как следствие, потерю устойчивости [15; 16]. Этот феномен, описанный, например,
в [16], требует использования специальных методов дискретизации для сохранения робастности
замкнутой системы. Некоторые подходы к решению указанной проблемы можно найти в [15–17].

Избежать трудностей реализации распределенных запаздываний позволяет использование
дифференциально-разностных регуляторов. Эффективные методы проектирования таких регу-
ляторов на базе канонических форм развиты в статьях [2; 3] и впоследствии модифицированы
в работах [5; 14] (см. также библиографию в цитируемых [2; 3; 5; 14]). К недостаткам этих работ
следует отнести необходимость наличия полной информации о состоянии системы, которая в при-
ложениях не всегда доступна. В связи с этим представляет интерес развитие методов построения
дифференциально-разностных регуляторов с обратной связью по выходу [18].

В представленной работе для линейных систем нейтрального типа предложен подход к реше-
нию задачи назначения конечного спектра дифференциально-разностными регуляторами с обратной
связью, формируемой на основании наблюдаемого выхода, что принципиально отличает ее от ци-
тированных ранее [2–5; 14].

Статья организована следующим образом. В разделе 2 даются основные определения и
обосновывается корректность поставленной задачи. В разделе 3 формулируются необходимые
и достаточные условия разрешимости задачи назначения системе любого наперед заданного
спектра регулятором с обратной связью по состоянию. В разделе 4 приводится основной результат,
позволяющий построить дифференциально-разностные регуляторы с обратной связью по выходу.
В разделе 5 описывается конструкция регулятора на основе наблюдателя и формулируется принцип
разделения.

Работа поддержана в рамках государственной программы научных исследований
«Конвергенция–2030».

2. Постановка задачи

Исследуемый объект управления описывается линейной автономной дифференциально-
разностной системой нейтрального типа с соизмеримыми запаздываниями

ẋ(t)−
m

∑
i=1

Diẋ(t − ih) =
m

∑
i=0

(︂
Aix(t − ih)+Biu(t − ih)

)︂
, (1)

y(t) =
m

∑
i=0

Cix(t − ih), t > 0, (2)

где x – решение этой системы; u – управление; y – наблюдаемый выходной сигнал (выход); h =
= const > 0; Di ∈ Rn×n, Ai ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×r, Ci ∈ Rl×n.

Определим для системы (1) начальное условие

x(t) = η(t), u(t)≡ 0, t ∈ [−mh,0]. (3)

Здесьη∈ ˜︁C1
(︁
[−mh,0],Rn

)︁
, где ˜︁C1(·) – класс непрерывныхфункций, имеющих кусочно-непрерывную

производную. Для уравнения (1) при заданных управлении u(t), t > 0, и начальном условии (3)
существует единственное непрерывное решение, имеющее кусочно-непрерывную производную.

Пусть Rr×m[λ] – множество матриц размера r×m, элементы которых суть полиномы пере-
менной λ с действительными коэффициентами; λh – оператор сдвига, т. е. λ j

h f (t) = f (t − jh) ( f –
функция, j ⩾ 0 – целое число); Ik ∈ Rk×k – единичная матрица.

Введем полиномиальные матрицы

D(λ) =
m

∑
i=1
λiDi, A(λ) =

m

∑
i=0
λiAi, C(λ) =

m

∑
i=0
λiCi, B(λ) =

m

∑
i=0
λiBi
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и перепишем уравнения (1), (2) в операторном виде(︁
In −D(λh)

)︁
ẋ(t) = A(λh)x(t)+B(λh)u(t), (4)

y(t) =C(λh)x(t), t > 0. (5)

В дальнейшем будем использовать запись исходной системы (1), (2) в виде (4), (5).
ОбозначимW (p,λ) = p

(︁
In−D(λ)

)︁
−A(λ),W (p,e−ph) – характеристическая матрица однород-

ной (u ≡ 0) системы (4). Спектр системы (4) состоит из счетного числа корней характеристического
уравнения detW (p,e−ph) = 0. Квазиполином detW (p,e−ph) представим в виде detW (p,e−ph) =
= ∑

n
i=0 piqi(e−ph), где qi(·) – некоторые полиномы, причем qn(0) = 1. Если qn(λ) ≡ 1, то квази-

полином detW (p,e−ph) называют квазиполиномом запаздывающего типа, в противном случае –
нейтрального типа. Понятно, что квазиполином запаздывающего типа соответствует линейной
автономной системе запаздывающего типа. Такая система получается, например, если в (4) мат-
рица D(λ) является нулевой (обратим внимание, что это условие не является необходимым для
того, чтобы у системы вида (4) характеристический квазиполином имел запаздывающий тип).
Наиболее простому случаю системы (4) с точки зрения ее анализа соответствует ситуация, когда все
qi(λ) = const, т. е. характеристическая функция detW (p,e−ph) является полиномом. Кроме того, для
возможных приложений желательно, чтобы корни полинома detW (p,e−ph) имели наперед заданные
отрицательные действительные части, что обеспечит не только асимптотическую устойчивость,
но и заданную скорость сходимости решения к нулю.

В настоящей работе исследуется задача выбора для системы (4), (5) управления u в виде
такого дифференциально-разностного регулятора с обратной связью, который имеет сугубо сосре-
доточенные запаздывания, а характеристическая функция замкнутой системы является наперед
заданным полиномом. При этом обратная связь входит в регулятор в виде наблюдаемого выхода (5).

Введем два класса динамических дифференциально-разностных регуляторов с обратной
связью по состоянию и по выходу:

1) класс динамических дифференциально-разностных регуляторов с обратной связью по
состоянию

u(t) =
(︁
R11(λh)+ pDQ11(λh)

)︁
x(t)+

(︁
R12(λh)+ pDQ12(λh)

)︁
z1(t),

ż1(t) =
(︁
R21(λh)+ pDQ21(λh)

)︁
x(t)+

(︁
R22(λh)+ pDQ22(λh)

)︁
z1(t), t >ˆ︁t1, (6)

где z1 ∈ Rn1 – вспомогательная переменная; pD = d/(dt) – оператор дифференцирова-
ния по переменной t; R11(λ), Q11(λ) ∈ Rr×n[λ], R12(λ), Q12(λ) ∈ Rr×n1 [λ], R21(λ), Q21(λ) ∈
∈ Rn1×n[λ], R22(λ), Q22(λ) ∈ Rn1×n1 [λ];ˆ︁t1 = hmax

{︁
m,degB(λ)R11(λ), degB(λ)Q11(λ), degR21(λ), degQ21(λ)

}︁
;

2) класс динамических дифференциально-разностных регуляторов с обратной связью по
выходу

u(t) =
(︁
L12(λh)+ pDK12(λh)

)︁
z2(t),

ż2(t) =
(︁
L21(λh)+ pDK21(λh)

)︁
y(t)+

(︁
L22(λh)+ pDK22(λh)

)︁
z2(t), t >ˆ︁t2, (7)

где z2 ∈ Rn2 – вспомогательная переменная, L12(λ), K12(λ) ∈ Rr×n2 [λ], L21(λ), K21(λ) ∈
∈ Rn2×l[λ], L22(λ), K22(λ) ∈ Rn2×n2 [λ];

ˆ︁t2 = h
(︂

max
{︁

degL21(λ), degK21(λ)
}︁
+m

)︂
.

Определим отрезки последействия для замкнутых систем (4), (6) и (4), (5), (7) соответственно:ˆ︁h1 = hmax
{︁

m,degB(λ)R1 j(λ), degB(λ)Q1 j(λ),degR2 j(λ), degQ2 j(λ), j = 1,2
}︁
,

ˆ︁h2 = hmax
{︁

m,degB(λ)K12(λ), degB(λ)L12(λ),degK2 j(λ), degL2 j(λ), j = 1,2
}︁
.

Для существования единственного решения системы (4), (6) при t >ˆ︁t1 и системы (4) , (5), (7) при
t > ˆ︁t2 добавим начальные условия соответственно:

z1(t) = ˆ︁z1(t), t ∈ [ˆ︁t1 −ˆ︁h1,ˆ︁t1], (8)
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z2(t) = ˆ︁z2(t), t ∈ [ˆ︁t2 −ˆ︁h2,ˆ︁t2], (9)

при этом считаем, что u(t)≡ 0, t ⩽ˆ︁t1, в случае регулятора (6) и u(t)≡ 0, t ⩽ˆ︁t2, в случае регулятора (7).
Функции ˆ︁z1(t), ˆ︁z2(t) в соотношениях (8) и (9) выбираются любыми непрерывными, имеющими
кусочно-непрерывную производную.

Далее для краткости описанные классы регуляторов вида (6) и (7) будем соответственно
называть классом регуляторов I и классом регуляторов II.

Замечание 2.1. Для того чтобы объяснить использование термина «обратная связь по
состоянию» поясним, что в контексте настоящей статьи под состоянием системынейтрального
типа понимаем непрерывную функцию, определенную на отрезке, равном длине последействия
системы, и имеющую кусочно-непрерывную производную. В частности, для однородной (u = 0)
системы (4) это элемент класса ˜︁C1([−mh,0],Rn), для замкнутых систем (4), (6) и (4), (5), (7) это
элементы классов ˜︁C1([−ˆ︁h1,0],Rn+n1) и ˜︁C1([−ˆ︁h2,0],Rn+n2) соответственно.

Рассмотрим регуляторы (6) и (7). Определим характеристические матрицы W1(p,e−ph) и
W2(p,e−ph) замкнутых систем (4), (6) и (4), (5), (7) соответственно, где

W1(p,λ) =
[︃
W (p,λ)−B(λ)

(︁
pQ11(λ)+R11(λ)

)︁
−B(λ)

(︁
pQ12(λ)+R12(λ)

)︁
−pQ21(λ)−R21(λ) p

(︁
In1 −Q22(λ)

)︁
−R22(λ)

]︃
, (10)

W2(p,λ) =
[︃

W (p,λ) −B(λ)
(︁

pK12(λ)+L12(λ)
)︁

−
(︁

pK21(λ)+L21(λ)
)︁
C(λ) p

(︁
In2 −K22(λ)

)︁
−L22(λ)

]︃
. (11)

Пусть R0
α[p] (α ∈ N) – множество приведенных полиномов с действительными коэффици-

ентами, степени которых равны α.
Определение 2.2. Систему (4) (систему (4), (5)) назовем точно спектрально приводимой

в классе регуляторов I (в классе регуляторов II) если существует k1 ∈ N (существует k2 ∈ N) такое,
что для любого полинома d(p) ∈ R0

α[p], α⩾ k1 (α⩾ k2), найдется регулятор вида (6), где n1 = α−n
(вида (7), где n2 = α−n ) такой, что detW1(p,λ) = d(p)

(︂
detW2(p,λ) = d(p)

)︂
.

Определим матрицы

˜︁D1(λ) =

[︃
In −D(λ)−B(λ)Q11(λ) −B(λ)Q12(λ)

−Q21(λ) In1 −Q22(λ)

]︃
,

˜︁D2(λ) =

[︃
In −D(λ) −B(λ)K12(λ)

−K21(λ)C(λ) In2 −K22(λ)

]︃
.

Рассмотрим регулятор (6). Если найдутся i, j ∈ {1,2} такие, что Qi j(0) ̸= 0, то в общем случае
замкнутая система (4), (6) может оказаться дифференциально-алгебраической (по-другому, вы-
рожденной или гибридной) системой. То же самое относится и к регулятору (7). Однако если
регуляторы (6) и (7) те, о которых говорится в определении 2.2, то за счет условия n1 = α− n
и n2 = α− n замкнутые системы (4), (6) и (4), (7) будут линейными автономными системами
нейтрального типа с конечным спектром, т. е. будут выполняться условия

det ˜︁D1(0) ̸= 0, det ˜︁D2(0) ̸= 0. (12)

Лемма 2.3. Пусть существует α ∈N и регулятор (6) (регулятор (7)) такой, чтоW1(p,λ) =
= d(p)

(︁
W2(p,λ) = d(p)

)︁
, d(p) ∈ R0

α. Тогда имеют место соотношения (12).
Доказательство. Докажем лемму 2.3 для случая регулятора (6). Запишем равенство

detW1(p,λ) = d(p) в виде

det
(︁

p˜︁D1(λ)+ ˜︁A1(λ)
)︁
= pn+n1 +

n+n1−1

∑
i=0

˜︁di pi, (13)

где ˜︁A(λ) =W1(p,λ)− p˜︁D1(λ), d(p) = pn+n1 +∑
n+n1−1
i=0

˜︁di pi, ˜︁di ∈ R.
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Предположим, что det ˜︁D1(0) = 0. Тогда найдутся невырожденные матрицы Ξ1, Ξ2 такие, что
Ξ1 ˜︁D1(0)Ξ2 = diag

[︁ˆ︁D,0ˆ︁n×ˆ︁n]︁, где 0k1×k2 – нулевой блок размера k1×k2, ˆ︁n= n+n1− rank˜︁D1(0). Полагая
в равенстве (13) λ= 0, выводим соотношение

det

[︄
pˆ︁D− ˆ︁A11 −ˆ︁A12

−ˆ︁A21 −ˆ︁A22

]︄
= det(Ξ1Ξ2)

(︂
pn+n1 +

n+n1−1

∑
i=0

˜︁di pi
)︂
, (14)

где ˆ︁Ai j – блоки матрицы Ξ1˜︁A1(0)Ξ2 подходящего размера, Ξ1˜︁A1(0)Ξ2 =
[︁ˆ︁Ai j

]︁
i, j=1,2. Очевидно,

что равенство (14) выполняться не может. Полученное противоречие завершает доказательство
утверждения леммы 2.3 для случая регулятора (6).

Доказательство леммы 2.3 в случае регулятора (7) проводится аналогично.

3. Вспомогательные результаты

В статье [5] и монографии [14, c. 346] приводятся необходимые и достаточные условия
модальной управляемости в классе дифференциально-разностных регуляторов, т. е. содержащих
сугубо сосредоточенные запаздывания. Распространить эти условия на задачу назначения конечного
спектра в классе регуляторов I не составляет сложностей. Поэтому доказательство следующих
утверждений, ввиду отсутствия принципиальных трудностей, не приводится.

Теорема 3.1. Если система (4), (5) точно спектрально приводима в классе регуляторов I,
то выполняются два условия

rank
[︁
W (p,e−ph),B(e−ph)

]︁
= n ∀p ∈ C; (15)

rank
[︁
In −D(λ),B(λ)

]︁
= n ∀λ ∈ C. (16)

Замечание 3.2. Условия (15), (16) представляют собой критерий модальной управляемости
в классе регуляторов с распределенным запаздыванием [4].

В силу того, что выполняется условие (16), существует (в общем случае не единственная)
N(λ) ∈ R(r+r0)×(n+r0)[λ] (r0 ∈ N∪{0} – некоторое число), обеспечивающая выполнение условия

detΓ(λ)≡ 1. (17)

Здесь

Γ(λ) =

[︃
In −D(λ)−B(λ)N11(λ) −B(λ)N12(λ)

−N21(λ) Ir0 −N22(λ)

]︃
,

N(λ) =
[︁
Ni j(λ)

]︁2
i, j=1, N11(λ) ∈ Rr×n[λ], N12(λ) ∈ Rr×r0 [λ], N21(λ) ∈ Rr0×n[λ], N22(λ) ∈ Rr0×r0 [λ]. Раз-

личные методы построения матрицы N(λ) описаны в [14, c. 228].
Замечание 3.3. Равенство r0 = 0 означает, что матрица (17) имеет вид

Γ(λ) =
[︁
In −D(λ)−B(λ)N(λ)

]︁
.

ОбозначимΠ(λ)= (Γ(λ))−1. Заметим, что на основании тождества (17)матрицаΠ(λ) является
полиномиальной. Разобьем эту матрицу на блоки: Π(λ) =

[︁
Πi j(λ)

]︁2
i, j=1, Π11(λ) ∈ Rn×n[λ], Π12(λ) ∈

∈ Rn×r0 [λ], Π21(λ) ∈ Rr0×n[λ], Π22(λ) ∈ Rr0×r0 [λ].
Определим матрицы F(λ) = A(λ)Π11(λ), G(λ) =

[︁
B(λ), A(λ)Π12(λ)

]︁
.

Теорема 3.4. Пусть система (4) точно спектрально приводима в классе регуляторов I.
Тогда, какова бы ни была полиномиальная матрица N(λ), обеспечивающая тождество (17),
выполняется условие

rank
[︁
G(λ), F(λ)G(λ), . . . ,Fn−1(λ)G(λ)

]︁
= n. (18)

Рассмотрим матрицу, стоящую в левой части (18). Пусть gi(λ), i = 1,r+ r0, – i-й столбец
матрицы G(λ).
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Теорема 3.5. Для того чтобы система (4) была точно спектрально приводимой в классе
регуляторов I, достаточно существованиятаких k0 ∈N(k0 ⩽ n), вектор-столбцов gi j(λ), j = 1,k0,

и чисел θi ∈ N, i = 1,k0, θ1 + . . .+θk0 = n, что матрица[︂
gi1(λ),F(λ)gi1(λ), . . . ,F

θ1−1(λ)gi1(λ), . . . ,gik0
(λ), . . . ,Fθk0−1(λ)gik0

(λ)
]︂

(19)

является унимодулярной.
Замечание 3.6. Напомним, что квадратная полиномиальная матрица называется унимо-

дулярной, если она обратима над кольцом многочленов.
Кратко поясним идею [14, c. 346] построения регулятора класса I, который обеспечит

равенство характеристической функции замкнутой системы заданному полиному.
Определим регулятор в виде

u(t) = N11(λh)ẋ(t)+N12(λh)ẋ1(t)+ v1(t),

ẋ1(t) = N21(λh)ẋ(t)+N22(λh)ẋ1(t)+ v2(t),
(20)

где x1 – вспомогательная переменная; v = col[v1,v2] – новое управление, подлежащее дальнейшему
определению. Заметим, что в силу (17) однородная (v = 0) система (4), (20) имеет характеристиче-
ский квазиполином запаздывающего типа. Далее в системе (4), (20) перейдем к новой переменной

X(t) = Γ(λh)

[︃
x(t)
x1(t)

]︃
. (21)

В силу (17) замена переменных (21) является обратимой.
Замечание 3.7. Заметим, что обратимость оператора Γ(λh) понимается в следующем

смысле: если Y1(t) = Γ(λh)Y2(t), t ⩾ t (Y1(t), Y2(t) – произвольные непрерывные функции), то
Y2(t) = Γ−1(λh)Y1(t), t ⩾ t +hdegΓ(λ).

После введения новой переменной согласно (21), получаем систему запаздывающего типа

Ẋ(t) = AΠ(λh)X(t)+BI(λ)v(t). (22)

Здесь AΠ(λ) = diag
[︁
A(λ),0r0×r0

]︁
Π(λ), BI(λ) = diag

[︁
B(λ), Ir0

]︁
.

Дальнейший процесс синтеза регуляторов класса I для системы (22) заключается в приведении
парыматриц

(︁
AΠ(λ), BI(λ)

)︁
к каноническойформе из [3], а условие (19) представляют собой условие

существования для этой канонической формы подходящего регулятора.

4. Редукция основной задачи

Введем вспомогательную линейную систему нейтрального типа

(︁
In −Ψ1(λh)

)︁
χ̇(t) = Ψ0(λh)χ(t)+ϒω(λh)ω(t), (23)

где χ – решение уравнения (23);ω – управление,Ψ1(λ) =
(︁
D(λ)

)︁′
, Ψ0(λ) =

(︁
A(λ)

)︁′
, ϒω(λ) =

(︁
C(λ)

)︁′
(символ «′» (штрих) обозначает операцию транспонирования). Решение уравнения (23) однозначно
определяется начальным условием

χ(t) = ˜︁η(t), ω(t)≡ 0, t ∈ [−mh,0],

где ˜︁η ∈ ˜︁C1
(︁
[−mh,0],Rn

)︁
.

Определим для системы (23) регулятор из класса регуляторов I

ω(t) =
(︁˜︁R11(λh)+ pD

˜︁Q11(λh)
)︁
χ(t)+

(︁˜︁R12(λh)+ pD
˜︁Q12(λh)

)︁
χ1(t),

χ̇1(t) =
(︁˜︁R21(λh)+ pD

˜︁Q21(λh)
)︁
χ(t)+

(︁˜︁R22(λh)+ pD
˜︁Q22(λh)

)︁
χ1(t),

(24)

где χ1 ∈ R˜︁n1 – вспомогательная переменная; ˜︁R11(λ), ˜︁Q11(λ) ∈ Rl×n[λ], ˜︁R12(λ), ˜︁Q12(λ) ∈ Rl×˜︁n1 [λ],˜︁R21(λ), ˜︁Q21(λ) ∈ R˜︁n1×n[λ], ˜︁R22(λ), ˜︁Q22(λ) ∈ R˜︁n1×˜︁n1 [λ]. Обозначим˜︁W (p,λ) = p
(︁
In −Ψ1(λ)

)︁
−Ψ0(λ).
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Пусть ˜︁W1(p,e−ph) – характеристическая матрица замкнутой системы (23), (24),

˜︁W1(p,λ) =

[︄ ˜︁W (p,λ)−ϒω(λ)
(︁

p ˜︁Q11(λ)+ ˜︁R11(λ)
)︁

−ϒω(λ)
(︁

p ˜︁Q12(λ)+ ˜︁R12(λ)
)︁

−p ˜︁Q21(λ)− ˜︁R21(λ) p
(︁
I˜︁n1 − ˜︁Q22(λ)

)︁
− ˜︁R22(λ)

]︄
. (25)

Теорема 4.1. Для того чтобы система (4), (5) была точно спектрально приводима в классе
регуляторов II необходимо и достаточно, чтобы системы (4) и (23) одновременно были точно
спектрально приводимы в классе регуляторов I.

Доказательство. Необходимость. Считаем, что система (4), (5) точно спектрально при-
водима в классе регуляторов II. Пусть регулятор (7) обеспечивает для матрицы (11) равенство
detW2(p,λ) = d(p), где d(p) ∈ R0

α[p,λ], α⩾ k2, – произвольный, но фиксированный полином.
1) Заменим в регуляторе (7) функцию y(t) выражением C(λh)x(t). После такой замены

регулятор (7) будет иметь вид регулятора (6), т. е. получили, что система (4) точно спектрально
приводима в классе регуляторов I, а в определении свойства точной спектральной приводимости
в классе регуляторов I можно положить (см. определение 2.2) k1 = k2.

2) Используя регулятор (7) строим регулятор (24), полагая˜︁Q11(λ) = ˜︁R11(λ) = 0, ˜︁Q21(λ) =
(︁
B(λ)K12(λ)

)︁′
, ˜︁R21(λ) =

(︁
B(λ)L12(λ)

′)︁,˜︁Q12(λ) =
(︁
K21(λ)

)︁′
, ˜︁R12(λ) =

(︁
L21(λ)

)︁′
, ˜︁Q22(λ) =

(︁
K22(λ)

)︁′
, ˜︁R22(λ) =

(︁
L22(λ)

)︁′
.

Легко видеть, что в этом случае будет выполняться равенство
(︂ ˜︁W1(p,λ)

)︂′
=W2(p,λ), откуда следует

соотношение det ˜︁W1(p,λ) = d(p). Это значит, что система (23) точно спектрально приводима в классе
регуляторов I. Необходимость доказана.

Достаточность. Считаем, что системы (4) и (23) точно спектрально приводимы в классе
регуляторов I . Пусть число k1 из определения 2.2 для системы (4) равно k11, а для системы (23)
равно k12. В определении свойства точной спектральной приводимости в классе регуляторов II
положим k2 = k11 + k12. Зафиксируем произвольный полином d(p) ∈ R0

α[p], где α⩾ k2. Покажем,
как для этого полинома построить регулятор (7), обеспечивающий равенство detW2(p,λ) = d(p).

Представим полином d(p) в виде произведения d(p) = d1(p)d2(p), di(p)∈R0
αi
[p], αi ⩾ k1i, i =

= 1,2. В силу того, что системы (4) и (23) точно спектрально приводимы в классе регуляторов I,
существуют регуляторы (6) и (24) такие, что выполняются следующие равенства:

detW1(p,λ) = d1(p), det ˜︁W1(p,λ) = d2(p). (26)

Для компактной записи последующих рассуждений в регуляторах (6) и (24) обозначим

Pi j(p,λ) = Li j(λ)+ pKi j(λ), ˜︁Pi j(p,λ) =
(︂˜︁L ji(λ)+ p˜︁K ji(λ)

)︂′
. (27)

В этом случае матрицу (10) и матрицу, транспонированную по отношению к матрице (25),
можем записать соответственно в следующем виде:

W1(p,λ) =
[︃
W (p,λ)−B(λ)P11(p,λ) −B(λ)P12(p,λ)

−P21(p,λ) pIn1 −P22(p,λ)

]︃
,

(︁ ˜︁W1(p,λ)
)︁′
=

[︃
W (p,λ)− ˜︁P11(p,λ)C(λ) −˜︁P12(p,λ)

−˜︁P21(p,λ)C(λ) pI˜︁n1 − ˜︁P22(p,λ)

]︃
.

(28)

Определим регулятор

u(t) = P11(pD ,λh)φ2(t)+P12(pD ,λh)φ1(t),

φ̇1(t) = P21(pD ,λh)φ2(t)+P22(pD ,λh)φ1(t),

φ̇2(t) =
(︁
A(λh)+ pDD(λh)+ ˜︁P11(pD ,λh)C(λh)

)︁
φ2(t)+ ˜︁P12(pD ,λh)φ3(t)+

+B(λh)
(︁
P11(pD ,λh)φ2(t)+P12(pD ,λh)φ1(t)

)︁
− ˜︁P11(pD ,λh)y(t),

φ̇3(t) = ˜︁P21(pD ,λh)C(λh)φ2(t)+ ˜︁P22(pD ,λh)φ3(t)− ˜︁P21(pD ,λh)y(t).

(29)
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Здесь φi – вспомогательные переменные. Обозначим:

Φ12(p,λ) =
[︁
P12(p,λ),P11(p,λ),0r×˜︁n1

]︁
,

Φ22(p,λ) =

⎡⎣ P22(p,λ) P21(p,λ) 0n1×˜︁n1

B(λ)P12(p,λ) A(λ)+ pDD(λ)+ ˜︁P11(p,λ)C(λ)+B(λ)P11(p,λ) ˜︁P12(p,λ)
0˜︁n1×n1

˜︁P21(p,λ)C(λ) ˜︁P22(p,λ)

⎤⎦ ,

Φ21(p,λ) =

⎡⎣ 0n1×l˜︁P11(p,λ)˜︁P21(p,λ)

⎤⎦ .
В регуляторе (7) положим

z =

⎡⎣φ1
φ2
φ3

⎤⎦ , Li j(λ) = Φi j(0,λ), Ki j(λ) =
1
p

(︁
Φi j(p,λ)−Li j(λ)

)︁
(30)

(напомним, что в силу (27) степени переменной p в матрицах Pi j(p,λ) не превосходят единицы).
Покажем теперь, что регулятор (7) с матрицами из соотношений (30) действительно обеспе-

чивает замкнутой системе (4), (7) равенство detW2(p,λ) = d1(p)d2(p). Будем использовать запись
регулятора (7) в виде (29). Тогда матрица (11) в данном случае примет следующий вид (ниже для
того, чтобы уместить полиномиальные матрицы по ширине страницы, аргументы в блоках матриц
опустим):

W2(p,λ) =

⎡⎢⎢⎣
W −BP12 −BP11 0n×˜︁n1

0n1×n pIn1 −P22 −P21 0n1×˜︁n1˜︁P11C −BP12 W − ˜︁P11C−BP11 −˜︁P12˜︁P21C 0˜︁n1×n1 −˜︁P21C pI˜︁n1 − ˜︁P22

⎤⎥⎥⎦ . (31)

Определим матрицу

E =

⎡⎢⎢⎣
In 0n×n1 0n×n 0n×˜︁n1

0n1×n In1 0n1×n 0n1×˜︁n1

−In 0n×n1 In 0n×˜︁n1

0˜︁n1×n 0˜︁n1×n1 0˜︁n1×n I˜︁n1

⎤⎥⎥⎦ .
Учитывая вид матриц (10), (28), непосредственным перемножением проверяем, что

EW2(p,λ)E−1 =

⎡⎢⎢⎣
W −BP11 −BP12 −BP11 0n×˜︁n1

−P21 pIn1 −P22 −P21 0n×˜︁n1

0n×n 0n×˜︁n1 W − ˜︁P11C −˜︁P12

0˜︁n1×n 0˜︁n1×n1 −˜︁P21 pI˜︁n1 − ˜︁P22

⎤⎥⎥⎦=

=

[︄
W1(p,λ) ˆ︁W (p,λ)

0(n+˜︁n1)×(n+˜︁n1)

(︁ ˜︁W1(p,λ)
)︁′]︄ ,

(32)

где ˆ︁W (p,λ) =
[︃
−B(λ)P11(p,λ) 0n×˜︁n1

−P21(p,λ) 0n×˜︁n1

]︃
.

Из соотношений (26), (32) и очевидного равенства detE = 1 следует, что detW2(p,λ) = d1(p)d2(p).
Теорема доказана.

Таким образом, согласно доказательству теоремы 4.1, для построения регулятора (7), обеспе-
чивающего замкнутой системе (4), (7) спектр, совпадающий с корнями полинома d(p) = d1(p)d2(p)
(а также и соответствующая кратность), достаточно решить две задачи построения регуляторов из
класса регуляторов I, обеспечивающих замкнутым системам (4), (6) и (23), (24) спектр, определя-
емый корнями полиномов d1(p) и d2(p) соответственно. После этого регулятор (7) «собирается»
в соответствии с формулами (29). Вопрос существования и построения регуляторов из класса
регуляторов I обсуждался в разделе 3.
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5. Принцип разделения

В статье [19] для систем нейтрального типа (4) при условии ∑
m
i=0 ∥Di∥< 1 и стабилизирующих

регуляторов, не содержащих в обратной связи производную решения, доказан принцип разделения.
Данный принцип утверждает, что задача синтеза динамического регулятора по выходу, стаби-
лизирующего замкнутую систему, распадается на две независимые подзадачи: 1) стабилизация
системы при наличии полной информации о состоянии (синтез регулятора с обратной связью
по состоянию); 2) построение наблюдателя, дающего асимптотическую оценку текущего состояния
(или его прогноза) по измеряемому выходу. При этом результирующий спектр замкнутой системы
является объединением спектра, полученного в первой подзадаче, и спектра ошибки оценивания,
что позволяет решать их последовательно и независимо. В приведенной ранее теореме 4.1 показано,
что при проектировании регуляторов класса II ситуация значительно упрощается: задача синтеза
динамического регулятора по выходу разбивается на две независимые подзадачи вида 1). При этом
проектировать наблюдатель не требуется, хотя его можно синтезировать, как показано ниже, на
основе части расчетов при построении регулятора вида (7). Тем не менее, принцип разделения
в общепринятом варианте (например, как в [19]) допускает распространение также и на задачу
назначения конечного спектра для системы (4). Его формулировка позволяет для назначения
конечного спектра при помощи обратной связи, определяемой наблюдаемым выходом (5), исполь-
зовать методы, отличные от изложенных в настоящей статье. Сформулируем его в общем случае
и без предположения ∑

m
i=0 ∥Di∥ < 1.

Начнем с задачи проектирования наблюдателя. Условия существования регулятора с обратной
связью по состоянию из раздела 3 легко переносятся на задачу существования наблюдателя,
описываемого системой нейтрального типа, которая содержит сугубо сосредоточенные запаздывания
и имеет наперед заданный конечный спектр. Поясним это подробнее.

Предположим, что для заданного полинома d2(p) ∈ R0
α[p] построен регулятор (24), обеспечи-

вающий замкнутой системе (23), (24) конечный спектр, определяемый корнями полинома d2(p),
т. е. det ˜︁W1(p,λ) = d2(p) (матрица ˜︁W1(p,λ) определяется формулой (25)). Считаем, что полином
d2(p) имеет все корни с отрицательными действительными частями.

Используя матрицы регулятора (24), сформируем наблюдатель, определяемый следующей
системой нейтрального типа:(︁

In −D(λh)
)︁
ζ̇1(t) = A(λh)ζ1(t)+

(︁˜︁R11(λh)+ pD
˜︁Q11(λh)

)︁′C(λh)ζ1(t)+

+
(︁˜︁R21(λh)+ pD

˜︁Q21(λh)
)︁′
ζ2(t)−

(︁˜︁R11(λh)+ pD
˜︁Q11(λh)

)︁′y(t)+B(λh)u(t),

ζ̇2(t) =
(︁˜︁R12(λh)+ pD

˜︁Q12(λh)
)︁′C(λh)ζ1(t)+

(︁˜︁R22(λh)+ pD
˜︁Q22(λh)

)︁′
ζ2(t)−

−
(︁˜︁R12(λh)+ pD

˜︁Q12(λh)
)︁′y(t), t > t0.

(33)

Здесь ζ= col[ζ1,ζ2] – решение системы (33), t0 = β0ˆ︁h, β0 = max
{︁

deg ˜︁R1 j(λ), deg ˜︁Q1 j(λ), j = 1,2
}︁
,

остальные обозначения описаны в доказательстве теоремы 4.1. Начальное условие для системы (33)
имеет вид

ζ(t) =ψ(t), t ∈ [t0 −β1ˆ︁h, t0], (34)

где β1 = max
{︁

degA(λ), deg ˜︁R1i(λ)C(λ), deg ˜︁Q1i(λ)C(λ), deg ˜︁R2i(λ), deg ˜︁Q2i(λ), i = 1,2
}︁
,

ψ ∈ ˜︁C1
(︁
[t0 −β1ˆ︁h, t0],Rn+˜︁n1

)︁
. Функция ψ в (34) может быть выбрана любой из указанного класса.

В качестве оценки решения x системы (4) возьмем векторную компоненту ζ1 решения
col[ζ1,ζ2] системы (33). Обозначим ε = ζ1 − x. Легко видеть, что ошибка ε есть векторная ком-
понента системы(︁

In −D(λh)
)︁
ε̇(t) = A(λh)ε(t)+

(︁˜︁R11(λh)+ pD
˜︁Q11(λh)

)︁′C(λh)ε(t)+

+
(︁˜︁R21(λh)+ pD

˜︁Q21(λh)
)︁′
ζ2(t),

ζ̇2(t) =
(︁˜︁R12(λh)+ pD

˜︁Q12(λh)
)︁′C(λh)ε(t)+

(︁˜︁R22(λh)+ pD
˜︁Q22(λh)

)︁′
ζ2(t), t > t0.

(35)
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Обозначим W3(p,e−ph) – характеристическая матрица наблюдателя (33) (системы (35)). Очевидно,
что W3(p,λ) =

(︂ ˜︁W1(p,λ)
)︂′
.

Следствие 5.1. Следующие два утверждения равносильны:
1) для системы (23) найдется k3 ∈N такое, что при любом заданном d2(p) ∈R0

α[p], α⩾ k3,
существует регулятор (24), обеспечивающий равенство det ˜︁W1(p,λ) = d2(p);

2) для системы (4), (5) найдется k3 ∈Nтакое, что при любом заданном d2(p)∈R0
α[p], α⩾ k3,

существует наблюдатель (33) такой, что detW3(p,λ) = d2(p).
Таким образом, если для системы (23) существует регулятор (24), обеспечивающий равенство˜︁W1(p,λ) = d2(p), то можно за счет выбора полинома d2(p) обеспечить системе (35) асимптотическую

(а в силу конечности спектра и экспоненциальную) устойчивость и задать скорость стремления
к нулю ошибки оценки ε. Необходимые и достаточные условия существования для любого полинома
d2(p) наблюдателя (33) с условием W3(p,λ) = d2(p) в силу следствия 5.1 следуют из раздела 3.

Предположим теперь, что имеются произвольные регулятор вида (6) и наблюдатель вида (33),
для которых выполняются соотношения detW1(p,λ) = d1(p) и det ˜︁W3(p,λ) = d2(p) соответственно.

Перепишем регулятор (6) в виде

u(t) =
(︁
R11(λh)+ pDQ11(λh)

)︁
ζ1(t)+

(︁
R12(λh)+ pDQ12(λh)

)︁
z1(t),

ż1(t) =
(︁
R21(λh)+ pDQ21(λh)

)︁
ζ1(t)+

(︁
R22(λh)+ pDQ22(λh)

)︁
z1(t).

(36)

Связка (36), (33) называется регулятором на основе наблюдателя. Обобщим принцип разделения
из работы [19] на случай системы (4) в виде следующего утверждения.

Следствие 5.2. Система (4), замкнутая регулятором на основе наблюдателя (36), (33),
имеет характеристический полином, равный d1(p)d2(p).

Для доказательства достаточно выписать характеристическую матрицу системы (4), (36), (33)
и для характеристической матрицы такой расширенной системы провести те же рассуждения, что
и для матрицы (31) из доказательства достаточности условий теоремы 4.1.

Замечание 5.3. Утверждение следствия 5.2 не изменится, если полиномы d1(p), d2(p)
заменить на квазиполиномы d1(p,e−ph) = ∑

n1
i=0 piυ1i(e−ph), d2(p,e−ph) = ∑

˜︁n1
i=0 piυ2i(e−ph) (υi j(λ) –

полиномы, причем υ1n1(0) = 1, υ2˜︁n1(0) = 1) с корнями, также имеющими отрицательные дей-
ствительные части. Однако в этом случае следует иметь ввиду, что если υ1n1(λ) или υ2˜︁n1(λ) не
равны тождественно единице, то из асимптотической устойчивости полученной замкнутой
системы нейтрального типа экспоненциальная устойчивость в общем случае не следует.

6. Заключение

Для линейных автономных систем нейтрального типа предложено решение задачи назначения
конечного спектра на основе неполных измерений, определяемых наблюдаемым выходным сигналом.
При этом разработанные конструкции регуляторов не содержат распределенного запаздывания, что
важно при их практической реализации. Разработанный метод синтеза основан на решении двух
однотипных задач построения регуляторов с обратной связью по состоянию. Попутно в рамках
исследуемой задачи сформулирован принцип разделения, позволяющий строить регуляторы на
основе наблюдателей. Это позволяет привлекать для решения задач синтеза регуляторов с обратной
связью по выходу другие известные в литературе методы конструирования регуляторов с обратной
связью по состоянию и наблюдателей.

Регуляторы (6), (7) и наблюдатель (33) содержат операции дифференцирования перемен-
ных x, y исходной (разомкнутой) системы. Хорошо известно, что операция дифференцирования
непрерывных функций, имеющих кусочно-непрерывную производную, является чувствительной
к ошибкам. С другой стороны, можно показать [4], что оператор дифференцирования в регу-
ляторах (6), (7) и наблюдателе (33) для класса систем нейтрального типа является структурно
неустранимым. Поэтому актуальным остается вопрос разработки эффективной аппроксимации
оператора дифференцирования в (6), (7) и (33) в рамках практической реализации регуляторов
и наблюдателей.
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Abstract. The analytical properties of solutions of the generalized Rabinovich–Fabrikant
system related to models of nonlinear physics and possessing certain qualitative properties at
the values of its parameters are investigated.

1. Введение

Система уравнений

ẋ =
[︁
p(x2 + z)+q(−y2 +3z)−1

]︁
y+ax,

ẏ =
[︁
p(−x2 +3z)+q(y2 + z)+1

]︁
x+ay,

ż =−2z
[︁
b+(p+q)xy

]︁ (1)

(обобщенная система Рабиновича–Фабриканта [1] с неизвестными функциями x, y, z независимой
переменной t; a, b, p, q – произвольные фиксированные параметры) моделирует процесс нелинейного
взаимодействия волн в плазме. При стандартных значениях a = 0,87, b = 1,1 в модели (1) при
p = 1, q = 0, известной как модель Рабиновича–Фабриканта [2], наблюдается детерминированный
хаос, а ее притягивающее множество представляет собой странный аттрактор [3].

Новые качественные свойства решений системы (1) в случае p = 1, q = 0, т. е. системы
Рабиновича–Фабриканта

ẋ = y(x2 + z−1)+ax,

ẏ = x(−x2 +3z+1)+ay,

ż =−2z(b+ xy),

(2)

получены в [4] с учетом новых подходов к исследованию динамических систем, изложенных в [5].
В частности, указано существование в (2) скрытых хаотических аттракторов при определенных
значениях a и b.
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На основании известной гипотезы [6] о несовместимости выполнения для системы свойства
Пенлеве с хаотичностью ее поведения, актуальным является исследование аналитических свойств
решений систем (1), (2). Под свойством Пенлеве (в предположении, что независимая перемен-
ная t является комплексной) будем понимать отсутствие у общего решения системы подвижных
критических особых точек [7; 8], т. е. возможность наличия только подвижных полюсов.

2. Анализ решений системы (1)

Одним из алгоритмов, обеспечивающих проверку выполнения условий, необходимых для на-
личия у решений дифференциального уравнения (системы) свойства Пенлеве, является формальный
тест Пенлеве [9;10] (алгоритм Ковалевской [11]). Применительно к системам дифференциальных
уравнений, представленным в полиномиальном виде

x′i Qi(x1,x2, . . . ,xn,τ) = Pi(x1,x2, . . . ,xn,τ), i = 1,n, (3)

где τ = t − t0, t0 – произвольная точка области в G ⊂ C, а Pi, Qi – полиномы от x1, x2, . . . ,xn

с аналитическими по τ коэффициентами; ′ = d
dτ , тест представляет собой последовательное

выполнение следующих шагов [12].
1. Определяются наименьшие возможные степени переменной в формальных разложениях

i-х компонент решения системы уравнений (3) вида

xi =
∞

∑
j=0

ci j τ
j−pi , i = 1,n. (4)

С этой целью и для определения пар (c0,p), c0 = (c10,c20, . . . ,cn0), p = (p1, p2, . . . , pn), в систе-
му (3) подставляются выражения (4). Если не все ci0 = 0 и полученные pi ∈ N, то первый шаг
пройден и анализ системы может быть продолжен. Отметим, что случай целого отрицательного pi

заменой xi → x−1
i , а случай pi = 0 заменой xi = ci0 + x−1

i сводится к предыдущему рассмотрением
преобразованной системы (3).

2. Второй шаг теста связан с отысканием индексов Фукса для каждой пары значений (c0,p).
Индексами Фукса или резонансами называются номера jr коэффициентов ci j в разложениях i-х
компонент решения (4), для которых коэффициенты ci jr содержат произвольный параметр.

Индексы Фукса определяются подстановкой выражений xi ∼ ci0τ
−pi +βiτ

r−pi , i = 1,n, в веду-
щие члены уравнений системы (3). Ведущими (доминантными) членами i-го уравнения системы (3)
называются мономы системы (3), которые в результате подстановки (4) в (3) определяют в i-м
уравнении наименьшие степени τ.

Приравнивая выражения, линейные относительно βk (k = 1,n), нулю, получаем систему
линейных алгебраических уравнений. Определитель матрицы коэффициентов этой системы, при-
равненный к нулю, определяет уравнение резонансов Q(r) = 0. В случае, когда для каждой пары
(c0,p) все корни уравнения резонансов являются целыми, а отличные от −1 и, возможно, от нуля, –
положительными числами, второй шаг формального теста считается пройденным.

3. Если все коэффициенты в разложении (4) могут быть определены и число произвольных
среди них коэффициентов равно n−1, то считается, что система дифференциальных уравнений
проходит третий шаг, а вместе с ним проходит и весь формальный тест Пенлеве.

Применение к системе (1) формального теста Пенлеве приводит к следующему заключению.
Теорема 2.1. Система (1) в случае q ̸= 0 не проходит формальный тест Пенлеве и, следова-

тельно, не обладает свойством Пенлеве.
Теорема 2.2. Система (1) при a =−b имеет первый интеграл

x2 + y2 +4z =Ce2at , (5)

где C – произвольная постоянная.
Для доказательства достаточно исключить из (5) константу C, используя уравнения си-

стемы (1).
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Следствие 2.3. Система (1) в случае a = b = 0 имеет автономный интеграл

x2 + y2 +4z =C.

Теорема 2.4. Система (1) при a = b = 0 не обладает хаотическим поведением.
В силу следствия систему (1) можно свести к двумерной автономной системе. Но согласно [13]

решения автономной системы с двумерным фазовым пространством не могут быть хаотическими.
Теорема 2.5. Система (1) при p =−q имеет 2 первых интеграла

x2 + y2 = He2at , z = Ke−2bt , (6)

где H, K – произвольные постоянные.
Для доказательства достаточно в (6) исключить постояннуюH с учетомпервых двух уравнений

системы (1) и проинтегрировать третье уравнение с учетом p = −q.
Замечание 2.6. Система (1) обладает свойством симметрии относительно замены пере-

менных x →−x, y →−y, z → z [1].

3. Анализ решений системы (2)

Теорема 3.1. Система (2) ни при каких значениях параметров a, b не проходит формальный
тест Пенлеве.

Теорема 3.2. Система (2) при a = 0 имеет решения вида

x =
x−1

τ1/2 + x1τ
1/2 + x3τ

3/2 + · · · , (7)

y =
ix−1

τ1/2 + y1τ
1/2 + y3τ

3/2 + · · · , (8)

z = z0τ+ z1τ
2 + · · · , (9)

где τ= t− t0, x2
−1 = i/2, i2 =−1, t0, z0, x1 (y1) – произвольные постоянные, причем 3

2 x1− iy1
2 =−ix−1.

Ряды (7)–(9) сходятся в области 0 < |τ|< ρ, ρ> 0.
В том, что разложения (7)–(9) зависят от трех произвольных постоянных, легко убедиться

непосредственной подстановкой рядов в уравнения системы (2). Для доказательства сходимости
разложений (7)–(9) достаточно ввести преобразования

τ= s2, x =
1
s

(︁
x−1 +u1(s)

)︁
, y =

1
s

(︁
ix−1 +u2(s)

)︁
, z = s2(︁z0 +u3(s)

)︁
,

переводящие систему (2) в систему Брио и Буке, и воспользоваться следующим результатом
(см. [14, с. 272, теорема A12]).

Если система Брио и Буке

su′j = f j(s,u1,u2, . . . ,un),
′ =

d
ds
,

с аналитическими в некоторой окрестности точки s = u1 = u2 = · · ·= un = 0 функциями f j, j = 1,n,
с условиями f j(0,0, . . . ,0) = 0 допускает формальное решение

u j(s) =
∞

∑
k=1

c jksk, c jk ∈ C, (10)

то разложение (10) сходится в области 0 < |s| < ρ1, ρ1 > 0.
Замечание 3.3. Система (2) в случае a = b = 0 сохраняет свой вид при следующих преобра-

зованиях:

а) x(t)→−x(−t), y(t)→ y(−t), z(t)→ z(−t),

б) x(t)→ x(−t), y(t)→−y(−t), z(t)→ z(−t).
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4. Заключение

В работе исследованы некоторые аналитические свойства решений обобщенной системы
дифференциальных уравнений Рабиновича–Фабриканта. Показано, что решения обобщенной
системы Рабиновича–Фабриканта не удовлетворяют тесту на свойство Пенлеве. Указаны значе-
ния параметров, при которых как обобщенная система Рабиновича–Фабриканта, так и система
Рабиновича–Фабриканта не обладают хаотическим поведением. Установлено, что решения си-
стемы Рабиновича–Фабриканта при значении параметра a = 0 удовлетворяют тесту на слабое
свойство Пенлеве.
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Аннотация. Для линейной стационарной сингулярно возмущенной системы с запаз-
дыванием в состоянии вводятся, сопоставляются и анализируются различные понятия
поточечной управляемости, различающиеся зависимостью финального момента вре-
мени и управления от малого параметра, ограниченностью управления и точностью
попадания в заданные точки. Установлена иерархия введенных понятий. Выявлена
структура оператора поточечной управляемости, которая обосновывает связь между ро-
бастной и равномерной по малому параметру µ управляемостью. Доказаны достаточные
декомпозиционные условия робастной поточечной управляемости, выраженные через
матрицы управляемости медленной и быстрой подсистем. Теоретические результаты
проиллюстрированы примерами.
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Abstract. Different notions of pointwise controllability are introduced, compared and analyzed
for a linear time-invariant singularly perturbed system with state delay. These notions differ
in the dependence of the terminal time and control on the small parameter, the boundedness
of the control, and the accuracy of hitting prescribed points. A hierarchy of the introduced
notions is established. The structure of the pointwise controllability operator is revealed,
which justifies the relationship between robust and µ-uniform controllability. Sufficient
decomposition conditions for robust controllability, expressed in terms of the controllability
matrices of the slow and fast subsystems, are proved. The theoretical results are illustrated by
examples.

1. Введение

Управляемость относится к важнейшим структурным свойствам динамических систем и
выражает возможность регулирования динамики системы. Для систем с запаздыванием понятия
управляемости оказываются более разнообразными, чем для систем без запаздывания, в связи
с бесконечномерностью пространства состояний. Например, наряду с относительной (евклидовой)
управляемостью [1;2], обеспечивающей перевод траектории системы в заданную точку евклидова
пространства, вводится поточечная управляемость [3], означающая способность управления обеспе-
чить прохождение траектории системы через любой заданный набор точек фазового пространства
в заданные моменты времени, отсчитываемые от некоторого конечного момента t1. Эти два типа
управляемости характеризуют управляемость по конечномерной проекции фазового состояния
систем с запаздыванием. Для стационарной системы с одним запаздыванием условия поточечной
управляемости в терминах решений определяющих уравнений получены в [3]. В работе [4] этот
результат был распространен на системы с произвольным числом запаздываний. Там же получен
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критерий поточечной управляемости в терминах классической матрицы управляемости Калмана
для некоторой специальной параметризованной системы без запаздывания, что позволило свести
бесконечномерную задачу управляемости к проверке конечномерного критерия. В работе [5]
установлена эквивалентность поточечной управляемости и слабой модальной управляемости, что
связало задачу управления траекторией с проблемой размещения спектра и создало основу для
перехода к исследованию бесконечномерной управляемости систем с запаздыванием.

Системы дифференциальных уравнений с малым параметром при части производных являют-
ся математическими моделями, отражающими наличие нескольких взаимосвязанных подпроцессов
с существенно различными временными масштабами, и относятся к классу сингулярно возму-
щенных систем (СВС) [6–10]. В связи с наличием в динамике СВС разнотемповых движений,
наряду с управляемостью по всем переменным, возникают задачи управляемости отдельно по
медленным и быстрым переменным. Кроме того, при исследовании СВС стремятся к получению
условий, гарантирующих наличие у системы тех или иных свойств для всех достаточно малых
значений параметра сингулярности, что соответствует стандартному пониманию робастности по
отношению к параметрам системы [11]. Отметим, что проблема робастности и исследования свойств
в условиях параметрической неопределенности активно развивалось в работах И. В. Гайшуна и
его школы [12; 13].

В работах исследователей школы Р. Ф. Габасова, Ф. М. Кирилловой предложен и развивается
аппарат определяющих уравнений, который позволяет выразить ранговые условия управляемо-
сти в терминах решений рекуррентных матричных уравнений, строящихся непосредственно по
параметрам исходной системы. Впервые такой подход предложен в [1] для стационарных систем
с запаздыванием и распространен далее [2; 14] для исследования управляемости и наблюдаемости
других систем, в том числе с запаздыванием и сингулярно возмущенных систем. В работе [15]
методом определяющих уравнений получены необходимые и достаточные условия поточечной
управляемости и поточечной наблюдаемости линейных стационарных сингулярно возмущенных
систем с запаздыванием при фиксированном значении малого параметра µ, а также достаточные
условия, справедливые для всех достаточно малых µ. Однако систематический анализ различных
понятий поточечной управляемости параметрического семейства сингулярно возмущенных систем
ранее не проводился.

Настоящая работа развивает результаты [15]. Вводятся, сопоставляются и анализируются
различные понятия поточечной управляемости параметрического семейства систем, учитывающие
зависимость конечного момента времени и управления от µ, ограниченность управления, точность
прохождения траектории через заданные точки. Установлена иерархия введенных понятий.

Развиваемый в настоящей работе подход к анализу поточечной управляемости дополняет
исследования автора по построению асимптотических аппроксимаций решений сингулярно возму-
щенных систем с запаздыванием методом расщепляющего преобразования [16–18] и используется
для получения независимых от малого параметра и справедливых для всех достаточно малых его
значений условий поточечной управляемости как по всей совокупности переменных, так и отдельно
по медленным переменным в терминах управляемости двух систем меньшей размерности, чем
исходная. Теоретические результаты проиллюстрированы примерами.

2. Постановка задачи. Понятия поточечной управляемости

2.1. Система управления. Задачи

Рассматривается линейная стационарная сингулярно возмущенная система с запаздыванием
в состоянии (ЛССВСЗ)

ẋ(t) = A10x(t)+A11x(t −h)+A20y(t)+A21y(t −h)+B1u(t),

µẏ(t) = A30x(t)+A31x(t −h)+A4y(t)+B2u(t), t ⩾ 0,
(1)

с нулевыми начальными условиями

x(θ) = 0, y(θ) = 0, θ ∈ [−h,0), x(0) = 0, y(0) = 0. (2)
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Здесь h = const > 0 – запаздывание; µ – малый параметр, µ ∈ (0,µ0], µ0 ≪ 1; x ∈ Rn1 , y ∈
∈ Rn2 , u ∈ Rr; Ai j (i = 1,2,3, j = 0,1), A4, B1, B2 – постоянные матрицы подходящих размеров;
u(t) – кусочно-непрерывная на T = [0, t1], t1 > 0, r-вектор-функция управления. Через PC([0, t1],Rr)
обозначим пространство таких функций, снабженное супремум-нормой ∥u∥PC = supt∈[0,t1] ∥u(t)∥.

Для целей исследования нам понадобятся другие представления ЛССВСЗ (1). Определим
оператор запаздывания e−ph, где p – оператор дифференцирования, и введем матричные операторы

A1(e−ph) = A10 +A11e−ph, A2(e−ph) = A20 +A21e−ph, A3(e−ph) = A30 +A31e−ph. (3)

Тогда систему (1) можно записать в компактной форме:

ẋ(t) = A1(e−ph)x(t)+A2(e−ph)y(t)+B1u(t),

µẏ(t) = A3(e−ph)x(t)+A4y(t)+B2u(t), t ⩾ 0.
(4)

При фиксированном µ > 0 наряду с (3) введем матричные операторы

A(µ,e−ph) =

(︄
A1(e−ph) A2(e−ph)

µ−1A3(e−ph) µ−1A4

)︄
, B(µ) =

(︄
B1

µ−1B2

)︄
.

Обозначим n = n1 + n2, z(t) =
(︃

x(t)
y(t)

)︃
∈ Rn, M(µ) = diag{En1 , µ

−1En2}. Введем матрицы

A0(µ) = M(µ)A0, A1(µ) = M(µ)A1, B(µ) = M(µ)B, где

A0 =

(︄
A10 A20

A30 A4

)︄
, A1 =

(︄
A11 A21

A31 0

)︄
.

Тогда задачу (1), (2) можно записать в виде

ż(t) = A0(µ)z(t)+A1(µ)z(t −h)+B(µ)u(t), (5)

z(θ) = 0, θ ∈ [−h,0), z(0) = 0.

Если малый параметр µ принимает всевозможные значения из интервала (0,µ0], то полу-
чаем µ-параметрическое семейство систем управления (5), которое однозначно определяется
матрицами A0,A1,B и границей µ0 интервала значений малого параметра. Обозначим семейство
через {A0,A1,B}µ0 .

С исходной ЛССВСЗ (1) связаны вырожденная (медленная) подсистема и система погра-
ничного слоя (быстрая подсистема). Определим их.

Предположим, что матрица A4 обратима. Положим u(t) = 0, t < 0. Тогда для ЛССВСЗ (1)
с нулевыми начальными условиями (2) вырожденная подсистема имеет вид

ẋs(t) = As0xs(t)+As1xs(t −h)+Bs0u(t)+Bs1u(t −h), t ⩾ 0, (6)

xs(θ) = 0, θ ∈ [−h,0],

где Asi = A1i −A20A−1
4 A3i, Li = A−1

4 A3i, i = 0,1, Bs0 = B1 −A20A−1
4 B2, Bs1 =−A21A−1

4 B2.
Система пограничного слоя (быстрая подсистема) в растянутой шкале времени τ = t/µ

имеет вид
d

dτ
y f (τ) = A4y f (τ)+B2u(µτ), y f (0) = 0, τ⩾ 0. (7)

Медленная подсистема (6) является n1-мерной системой с запаздыванием в состоянии и
управлении; быстрая подсистема (7) является n2-мерной системой без запаздывания.

Задачи. Для линейной стационарной сингулярно возмущенной системы с запаздыванием
в состоянии (1) ввести и установить связи между различными понятиями поточечной управляемости,
различающиеся тем, зависит ли финальный момент времени t1 отµ, ограничена ли норма управления,
зависит ли само управление от µ и является ли попадание управляемой траектории в заданные точки
точным или приближенным; вывести декомпозиционные условия, сводящие проверку управляемости
всей системы к проверке управляемости ее медленной (6) и быстрой (7) подсистем.
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2.2. Понятия поточечной управляемости

Пусть γ – фиксированное натуральное число. Для системы (1) при фиксированном µ ∈ (0,µ0]
следуя работам [4; 15; 19] введем определение.

Определение 2.1 [15]. При фиксированном µ ∈ (0,µ0] ЛССВСЗ (1) называется µ-поточечно
{x,y}-управляемой, если для любого конечного набора точек Z = {(x j ∈Rn1 ,y j ∈Rn2), j = 0,γ} и лю-
бых неотрицательных чисел β j : 0 =β0 < · · ·<βγ существуют t1 ∈ [βγ,+∞) и кусочно-непрерывное
управление uµ(t;Z), t ⩾ 0, такие, что соответствующее решение (x(t;µ,uµ(t;Z)),y(t;µ,uµ(t;Z))),
t ⩾ 0, системы (1) с нулевыми начальными условиями (2) удовлетворяет равенствам(︄

x(t1 −β j;µ,uµ)
y(t1 −β j;µ,uµ)

)︄
=

(︄
x j

y j

)︄
, j = 0,γ. (8)

Продемонстрируем зависимость µ-поточечной {x,y}-управляемости от значений параметра µ.
Заметим, что система без запаздывания (частный случай системы (1) при Ai1 = 0, i = 1,2,3)
поточечно управляема тогда и только тогда, когда она полностью управляема по Калману.

Пример 2.2. Для системы ẋ1(t) = x2(t) + u(t), ẋ2(t) = 2u(t), µẏ(t) = x1(t) − y(t) +

+ 0,08u(t), t ⩾ 0, матрица управляемости имеет вид P(µ) =
(︃

1 2 0
2 0 0

0,08/µ 1/µ−0,08/µ2 2/µ−1/µ2+0,08/µ3

)︃
.

Непосредственное вычисление дает detP(µ) = −4 2µ2−µ+0,08
µ3 ̸= 0 при всех µ > 0, кроме µ = 0,1

и µ = 0,4. Следовательно, эта система является µ-поточечно управляемой при каждом µ > 0,
µ ̸= 0,1, µ ̸= 0,4, но не является µ-поточечно управляемой при µ= 0,1 и µ= 0,4.

Пример обосновывает существенность введения следующего понятия.
Определение 2.3. Семейство систем {A0,A1,B}µ0 называется робастно поточечно {x,y}-

управляемым, если для любого µ ∈ (0,µ0] соответствующая система является µ-поточечно {x,y}-
управляемой.

Для примера 2.2 любое семейство систем {A0,A1,B}µ0 с µ0 < 0,1 робастно управляемо.
Термин робастная управляемость естественным образом расширяет классическое понятие

управляемости на случай параметрической неопределенности. Содержательно робастная управ-
ляемость характеризует способность параметрического семейства систем {A0,A1,B}µ0 сохранять
свойство управляемости при вариациях параметра µ во всем допустимом диапазоне (0,µ0], что
соответствует стандартному пониманию робастности по отношению к параметрам системы [11].

Заметим, что в определении 2.3 финальный момент времени t1, вообще говоря, зависит от µ
и норма управления uµ(t;Z) может быть неограничена при µ→ 0. При этом требуется точное
попадание в заданные точки Z в моменты времени t1 −β j, j = 0,γ.

Обозначим пространство целевых точек Z = {(x j ∈ Rn1 ,y j ∈ Rn2), j = 0,γ} (набор точек
из Rn) через Z = Rn(γ+1). Норму в Z определим как ∥Z∥ = max0⩽ j⩽γ ∥Z j∥, где ∥Z j∥ – евклидова
норма вектора Z j = (x j,y j) в Rn.

Ослабление требования точного попадания приводит к понятию асимптотической поточечной
управляемости, в котором допускается погрешность попадания в заданные значения.

Определение 2.4. Семейство систем {A0,A1,B}µ0 называетсяµk-асимптотически поточечно
{x,y}-управляемым (с t1, зависящим от µ), если для любого набора точек Z ∈ Z и любых 0 = β0 <
< β1 < · · · < βγ существуют t1 ∈ [βγ,+∞), вообще говоря, зависящий от µ, константа K > 0, не
зависящая от µ, Z и j, и кусочно-непрерывное управление uµ(t;Z) такие, что для любого µ ∈ (0,µ0]
решение задачи (1), (2) с управлением uµ(t) удовлетворяет неравенствам⃦⃦⃦⃦

⃦
(︄

x(t1 −β j;µ,uµ)
y(t1 −β j;µ,uµ)

)︄
−

(︄
x j

y j

)︄⃦⃦⃦⃦
⃦⩽ Kµk ∥Z∥, j = 0,γ. (9)

Определение µk-асимптотической поточечной управляемости означает, что при µ → 0
погрешность попадания в заданные значения стремится к нулю со скоростью µk, причем константа
в оценке (9) не зависит от выбора целевых точек Z и от индекса j. При этом момент времени
t1 может зависеть от µ, но оценка погрешности остается равномерной по µ и Z. Таким образом,
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данное свойство гарантирует равномерное по Z и j стремление к точной поточечной управляемости
в пределе при µ→ 0+.

В определениях 2.1, 2.3 и 2.4 финальный момент времени t1 может зависеть от µ, а норма
управленияможет быть неограничена приµ→ 0. Далее введем определения, усиливающие введенные
выше понятия по следующим аспектам: единый момент времени: существует t1 ⩾ 0, не зависящий
от µ и от набора точек Z; ограниченность управления: норма ∥uµ∥L∞[0,t1] ограничена константой,
не зависящей от µ (и, возможно, от Z).

Определение 2.5. Семейство систем {A0,A1,B}µ0 называетсяµk-асимптотически поточечно
{x,y}-управляемым (с фиксированным t1), если для любого набора точек Z ∈ Z и любых 0 = β0 <
< β1 < · · ·< βγ существуют момент времени t1 ∈ [βγ,+∞), не зависящий от µ , константа K > 0,
не зависящая от µ и Z, такие что для любого µ ∈ (0,µ0] найдется кусочно-непрерывное управление
uµ(t;Z) такое, что решение задачи (1), (2) с управлением uµ(t) удовлетворяет неравенствам (9).

Определение 2.6. Семейство систем {A0,A1,B}µ0 называетсяµ-равномерно (относительно u)
поточечно {x,y}-управляемым, если для любого набора точек Z ∈ Z и любых неотрицательных
чисел 0 = β0 < β1 < · · · < βγ существует константа C(Z) > 0 такая, что для каждого µ ∈ (0,µ0]
найдется кусочно-непрерывное управление uµ такое, что решение задачи (1), (2) с управлением
uµ(t) удовлетворяет равенствам (8) для некоторого t1 ∈ [βγ,+∞), вообще говоря, зависящего от µ
и Z, и ∥uµ∥L∞[0,t1] ⩽C(Z).

В определении 2.6 финальный момент времени t1, вообще говоря, зависит от µ, однако
норма uµ(t;Z) ограничена при µ→ 0.

Определение 2.7. Семейство систем {A0,A1,B}µ0 называется равномерно по µ (относитель-
но t1 и u) поточечно {x,y}-управляемым, если для любого набора точек Z ∈ Z и любых неотрица-
тельных чисел 0 = β0 < β1 < · · ·< βγ существуют момент времени t1 ∈ [βγ,+∞) и константа c > 0,
не зависящие от µ и Z, такие, что для любого µ ∈ (0,µ0] найдется кусочно-непрерывное управление
uµ(t;Z), t ⩾ 0, такое, что решение задачи (1), (2) с управлением uµ(t) удовлетворяет равенствам (8),
причем управление uµ(t;Z) может быть выбрано таким образом, что ∥uµ(·;Z)∥L∞[0,t1] ⩽ c∥Z∥,

В определении 2.7 финальный момент времени t1 не зависит от µ и норма uµ(t;Z) ограничена
при µ → 0.

Если в каком-либо из определений 2.1, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7 управление может быть выбрано
не зависящим от параметра µ, то соответствующее свойство будем называть идеальной поточечной
{x,y}-управляемостью в соответствующем смысле.

Если во введенных выше определениях условие для y опущено, т. е. требуется только
x(t1 −β j) = x j, j = 0,γ, то ЛССВСЗ (1) называется поточечно x-управляемой в соответствую-
щем смысле.

Очевидно, что идеальная управляемость влечет обычную (неидеальную) управляемость в том
же смысле, поскольку класс допустимых управлений сужается: если существует управление, не
зависящее от µ, то оно, в частности, является допустимым и в исходном определении. Обратное,
вообще говоря, неверно.

В таблице приведено сравнение введенных понятий поточечной управляемости по основным
характеристикам.

Сравнение понятий поточечной управляемости
Понятие t1 от µ t1 от Z Ограничен- Точность

ность u
µ-Поточечная (определение 2.1) Да Да Нет Точное
Робастная поточечная (определение 2.3) Да Да Нет Точное
µk-Асимптотически поточечная с фикс. t1 (опре-
деление 2.5)

Нет Нет Нет Приближ.
O(µk)

µk-Асимптотически поточечная с завис. t1 (опре-
деление 2.4)

Да Да Нет Приближ.
O(µk)

µ-Равномерная поточечная (определение 2.6) Да Да Да (C(Z)) Точное
Равномерно по µ поточечная (определение 2.7) Нет Нет Да (c∥Z∥) Точное
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2.3. Отношения между понятиями поточечной управляемости

Непосредственно из определений следует, что для ЛССВСЗ (1) введенные понятия управ-
ляемости образуют следующую иерархию:

равномерная по µ⇒ µ-равномерная⇒ робастная⇒ µ-поточечная.

Кроме того, робастная ⇒ µk-асимптотическая (с t1, зависящим от набора целевых точек).
Все обратные импликации, вообще говоря, неверны.

Понятия идеальной и поточечной x-управляемости не образуют самостоятельных ступеней
в иерархии: идеальная управляемость – усиление каждого из введенных свойств (управление не
зависит от µ), x-управляемость – ослабление (требование на y опущено). Идеальная управляемость
влечет обычную в том же смысле, а {x,y}-управляемость влечет x-управляемость; обратные
импликации, вообще говоря, неверны.

Контрпример для обратной импликации µ-поточечная ̸⇒ робастная приведен в примере 2.2.
Приведем пример, который демонстрирует, что из робастной управляемости не следует

равномерная по µ управляемость.
Пример 2.8. Рассмотрим семейство

ẋ = x+ y+u(t), x(0) = 0, µẏ = y+u(t), y(0) = 0, µ ∈ (0,µ0]. (10)

Матрица управляемости Калмана K =

(︃
1 1+ 1

µ

1
µ

1
µ2

)︃
невырождена (detK = − 1

µ ̸= 0), имеет ранг 2

при любом µ > 0. Следовательно, система полностью управляема по Калману при каждом µ >
> 0. Поскольку для систем без запаздывания полная управляемость эквивалентна поточечной
управляемости, семейство {A0,A1,B}µ0 (10) является робастно поточечно управляемым (в смысле
определения 2.3) для любого µ0 > 0.

Покажем, что семейство (10) не является равномерно по µ (относительно t1 и u) поточечно
управляемым (в смысле определения 2.7) ни при каком µ0.

Зафиксируем γ= 1, β0 = 0, β1 = 1, и целевые точки z1 = (0,0) в момент t1 −1 и z0 = (1,0)
в момент t1, ∥Z∥= 1, где t1 ⩾ 1 – произвольное число, не зависящее от µ. Заметим, что из требований
попадания в эти точки следуют равенства x(t1 −1) = y(t1 −1) = 0 и x(t1) = 1, y(t1) = 0.

Предположим противное: пусть существуют не зависящие от µ константа c > 0 и время t1 ⩾ 1
такие, что для любого µ ∈ (0,µ0] найдется управление uµ с

∥uµ∥L∞[0,t1] ⩽ c∥Z∥=: M, (11)

переводящее траекторию в z0 в момент t1 и в z1 в момент t1 −1.
Из (10) имеем u = µẏ − y и ẋ = x + µẏ, откуда при x(t1 − 1) = 0 получаем x(t) =

= µ
r t

t1−1 et−sẏ(s)ds, t ∈ [t1 −1, t1]. Интегрируя по частям и учитывая y(t1 −1) = y(t1) = 0, находим
x(t1) = µ

r t1
t1−1 et1−sy(s)ds, т. е.

r t1
t1−1 et1−sy(s)ds = 1

µ . С другой стороны, из µẏ = y+u при y(t1 −1) = 0

имеем y(s) = 1
µ

r s
t1−1 e

s−θ
µ u(θ)dθ. Подставляя в полученное выше соотношение и меняя порядок

интегрирования, получаем
w t1

t1−1
u(θ)

(︂
e

t1−θ
µ − et1−θ

)︂
dθ=

1−µ
µ

. (12)

Из y(t1) = 0 следует
r t1

t1−1 e
t1−θ
µ u(θ)dθ = 0, поэтому (12) дает равенство

r t1
t1−1 et1−θu(θ)dθ =

=−1−µ
µ . Оценивая его с помощью (11), получаем

1−µ
µ

=
⃓⃓⃓w t1

t1−1
et1−θu(θ)dθ

⃓⃓⃓
⩽ M

w t1

t1−1
et1−θ dθ= M(e−1).

При µ → +0 левая часть 1−µ
µ → +∞, а правая M(e − 1) постоянна. Получили противоречие,

следовательно равномерной по µ управляемости нет.
Следующая теорема показывает, что из µk-асимптотической поточечной управляемости

семейства {A0,A1,B}µ0 следует робастная поточечная управляемость некоторого его сужения
{A0,A1,B}µ1 , где 0 < µ1 ⩽ µ0.



178 О. Б. Цехан

Зафиксируем моменты 0 = β0 < β1 < · · · < βγ. При фиксированном µ ∈ (0,µ0] и t1 > 0
введем линейный оператор

Wµ : PC([0, t1],Rr)→ Rn(γ+1),

который каждому кусочно-непрерывному на [0, t1] управлению u ставит в соответствие вектор
значений решения задачи (1), (2) (в моменты t1 −β j):

Wµ(u) =

⎛⎜⎜⎜⎝
z(t1 −β0;µ,u)
z(t1 −β1;µ,u)

...
z(t1 −βγ;µ,u)

⎞⎟⎟⎟⎠ , z(t) =
(︃

x(t)
y(t)

)︃
. (13)

Из определения 2.3 следует, что робастная поточечная {x,y}-управляемость семейства
{A0,A1,B}µ0 эквивалентна сюръективности оператора Wµ (13) для каждого µ ∈ (0,µ0].

Теорема 2.9. Пусть семейство систем {A0,A1,B}µ0 (1) является µk-асимптотически
поточечно {x,y}-управляемым (с зависящим от µ t1) с константой K > 0. Тогда его сужение
{A0,A1,B}µ1 на интервал (0,µ1] является робастно поточечно {x,y}-управляемым в классе
кусочно-непрерывных управлений, где µ1 = min{µ0, 1

2 K−1/k}.
Доказательство. Зафиксируем произвольное µ ∈ (0,µ1]. Тогда Kµk < 1. Для произвольного

Z ∈ Z определим последовательность {Zm}∞
m=0 следующим образом:

Z0 = Z, Zm+1 = Zm −Wµ(uµ(·;Zm)), m = 0,1,2, . . . , (14)

где uµ(·;Zm) ∈ PC([0, t1],Rr) – управление из определения 2.4. Из (9) тогда имеем

∥Zm+1∥= ∥Zm −Wµ(uµ(·;Zm))∥⩽ Kµk∥Zm∥. (15)

Применяя (15) последовательно, получаем

∥Zm∥⩽ (Kµk)m∥Z∥ ∀m ∈ N. (16)

Так как Kµk < 1, из (16) следует, что

∥Zm∥→ 0 при m → ∞. (17)

Из определения Zm+1 (14) имеем Wµ(uµ(·;Zm)) = Zm −Zm+1, поэтому для частичных сумм

верно
N−1
∑

m=0
Wµ(uµ(·;Zm)) = Z − ZN . Переходя к пределу при N → ∞ и используя (17), получаем

Z =
∞

∑
m=0

Wµ(uµ(·;Zm)).

Таким образом, Z является пределом (в норме Z) частичных сумм ряда, каждое слагаемое
которого принадлежит ImWµ, где ImWµ = {Wµ(u) : u ∈ PC([0, t1],Rr)}. Следовательно, Z ∈ ImWµ,
где замыкание берется в Z. Так как Z был выбран произвольно, получаем Z⊆ ImWµ.

ОператорWµ : PC([0, t1],Rr)→ Z является линейным. Так как он действует в конечномерное
пространство Z, его образ является подпространством конечной размерности. Следовательно,
ImWµ замкнуто в Z, и с учетом Z ∈ ImWµ, получаем ImWµ = Z, т. е. оператор Wµ сюръективный,
а значит, система поточечно управляема при данном µ.

Так какµ∈ (0,µ1] было выбрано произвольно, значит, семейство систем {A0,A1,B}µ1 является
робастно поточечно {x,y}-управляемым.

Заметим, что из доказательства теоремы 2.9 следует, что µ1 можно взять любым из интер-
вала (0,K−1/k).

Для доказательства теоремы о связи между робастной и равномерной по µ поточечной
управляемостью нам понадобится следующая лемма.

Зафиксируем моменты t j = t1 −β j, j = 0,γ, и обозначим τ j =
t j
µ .

Лемма 2.10 (О структуре оператора поточечной управляемости). Пусть характеристиче-
ские числа матрицы A4 отрицательны: Reλ(A4)< 0. Для системы (1), (2) оператор поточечной
управляемостиWµ допускает представление

Wµ =W0 +Rµ, ∥Rµ∥L(PC,Z) ⩽Cµ, (18)
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где W0 : PC([0, t1],Rr) → Z – линейный оператор, определяемый через решения медленной и
быстрой подсистем в растянутом времени:

W0(u) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
xs(t0)

y f (τ0)−L0xs(t0)−L1xs(−h)
...

xs(tγ)
y f (τγ)−L0xs(tγ)−L1xs(tγ−h)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где xs(·) – решение вырожденной системы (6); y f (·) – решение системы пограничного слоя (7).
Доказательство. Согласно теореме об аппроксимации 0-го порядка [18; 20, форму-

лы (17), (18)], для любого управления u решение исходной системы имеет вид

xµ(t) = xs(t)+µεx(t,µ),

yµ(t) = y f

(︃
t
µ

)︃
−L0xs(t)−L1xs(t −h)+µεy(t,µ),

(19)

где εx,εy равномерно ограничены на [0, t1].
По определению оператораWµ (13):

Wµ(u) =
(︁
xµ(t0)′, yµ(t0)′, . . . , xµ(tγ)′, yµ(tγ)′

)︁′
.

Здесь и далее ′ (штрих) означает операцию транспонирования. Подставляя (19), получаем

Wµ(u) =W0(u)+µ
(︁
εx(t0,µ)′, εy(t0,µ)′, . . . , εx(tγ,µ)′, εy(tγ,µ)′

)︁′
.

Обозначим второе слагаемое через Rµ(u). Оператор Rµ линеен как разность линейных
операторовWµ иW0. Согласно теореме об аппроксимации 0-го порядка [20, теорема, формула (17)–
(18)], остаточные члены εx,εy равномерно ограничены на [0, t1], причем константа C в оценке не
зависит от u. Следовательно, ∥Rµ∥L(PC,Z) ⩽Cµ.

Теорема 2.11. Пусть Reλ(A4)< 0. Если семейство систем {A0,A1,B}µ0 является робастно
поточечно {x,y}-управляемым и оператор W0 из представления (18) сюръективен, то суще-
ствует µ∗ ∈ (0,µ0] такое, что сужение {A0,A1,B}µ∗ семейства на интервал (0,µ∗] является
равномерно по µ (относительно t1 и u) поточечно {x,y}-управляемым.

Доказательство. Из определения 2.3 робастной управляемости следует, что для каждого
µ ∈ (0,µ0] оператор Wµ сюръективен. Согласно лемме 2.10, при выполнении предположения
теоремы операторW0 не содержит µ как параметр. При этом возмущение Rµ удовлетворяет оценке
∥Rµ∥L(PC,Z) ⩽Cµ (для краткости далее используем обозначение ∥Rµ∥ := ∥Rµ∥L(PC,Z)). Поскольку
Z конечномерно, а W0 сюръективен, он имеет ограниченный правый обратный W+

0 с нормой
∥W+

0 ∥<+∞.
Выберем µ∗ ∈ (0,µ0] так, чтобы µ∗ = min

(︂
µ0, 1

2C∥W+
0 ∥

)︂
, где C – константа из оценки (18).

Тогда для каждого µ ∈ (0,µ∗] верно ∥Rµ∥⩽Cµ⩽Cµ∗ ⩽ 1
2∥W+

0 ∥
, так что ∥Rµ∥∥W+

0 ∥⩽
1
2 < 1.

Пусть W+
0 – правый обратный к W0, т. е. W0W

+
0 = I. Положим W+

µ = W+
0 (I +RµW+

0 )
−1.

ТогдаWµW
+
µ = (W0 +Rµ)W+

0 (I+RµW+
0 )

−1 = (I+RµW+
0 )(I+RµW+

0 )
−1 = I, так чтоW+

µ – правый
обратный кWµ. При ∥Rµ∥∥W+

0 ∥< 1 ряд Неймана для (I +RµW+
0 )

−1 сходится, и

∥W+
µ ∥⩽ ∥W+

0 ∥
1

1−∥Rµ∥∥W+
0 ∥

. (20)

Таким образом, для каждого µ ∈ (0,µ∗] и любого Z ∈ Z управление uµ =W+
µZ удовлетворяет

Wµuµ = Z, ∥uµ∥L∞
⩽ ∥W+

µ ∥ · ∥Z∥. В силу (20) существует константа K =
∥W+

0 ∥
1−Cµ∗∥W+

0 ∥
, не зависящая

от µ и Z, такая, что ∥uµ∥L∞
⩽ K∥Z∥ для всех µ ∈ (0,µ∗].

Момент времени t1 фиксирован при определении оператора W0 и не зависит ни от µ, ни от Z.
Следовательно, по определению 2.7 сужение {A0,A1,B}µ∗ является равномерно поµ (относительно t1
и u) поточечно {x,y}-управляемым на интервале (0,µ∗].
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3. Условия робастной поточечной управляемости

Для формулировки условий поточечной управляемости непосредственно по исходной син-
гулярно возмущенной системе управления (1) введем определяющие уравнения по правилам,
аналогичным [14] (здесь t – аргумент определяющих уравнений):

Xm
k+1(t) = A10Xm

k (t)+A11Xm
k (t −h)+A20Y m

k (t)+A21Y m
k (t −h)+B1Um

k (t),
Y m+1

k+1 (t) = A30Xm
k (t)+A31Xm

k (t −h)+A4Y m
k (t)+B2Um

k (t), t > 0,
(21)

где Xm
k+1( jh) ∈ Rn1×r, Y m+1

k+1 ( jh) ∈ Rn2×r, с начальными условиями

Xm
k (t) = 0n1×r, m < k или k ⩽ 0 или t ⩽ 0,

Y m
k (t) = 0n2×r, m ⩽ k или k ⩽ 0 или t ⩽ 0,

U0
0 (0) = Er, Um

k (t) = 0r×r, k ̸= 0, m ̸= 0.

Здесь и далее запись типа
[︁
Mi j, i = 1, I, j = 1,J

]︁
, Mi j ∈ Rk×l , обозначает k× IJ-матрицу сле-

дующей структуры:

[M11,M21, . . . ,MI1,M12,M22, . . . ,MI2, . . . ,MIJ] .

Применение критерия из [4] (в форме, использующей определяющие уравнения (21) [15,
теорема 1]), при фиксированном µ > 0 к системе (1) приводит к утверждению.

Предложение 3.1 [15]. Система (1) µ-поточечно {x,y}-управляема тогда и только тогда,
когда существует число κ(µ)⩾ 0 такое, что

rankP(κ(µ),µ) = n, (22)

где

P(κ(µ),µ)≜

⎡⎣ ∑
k
j=0κ(µ)

j
∑

k
m=0µ

−mXm
k+1( jh), k = 0,n−1

∑
k
j=0κ(µ)

j
∑

k
m=0µ

−m−1Y m+1
k+1 ( jh), k = 0,n−1

⎤⎦ ,
а Xm

k+1( jh) и Y m+1
k+1 ( jh), k = 0,n−1, m = 0,k, j = 0,k, – решения определяющих уравнений (21).

Матрица управляемости в условии (22) зависит от µ как через коэффициенты системы,
так и через параметр κ(µ).

Следующая лемма показывает, что на некотором сужении интервала (0,µ0] параметр κ
в условии (22) можно выбрать не зависящим от µ.

Лемма 3.2 (О выборе κ0, не зависящего от µ). Если для каждого µ ∈ (0,µ0] существует
κ(µ) ⩾ 0 такое, что выполнено (22), то существуют κ0 ⩾ 0, не зависящее от µ, и µ∗ ∈ (0,µ0]
такие, что rankP(κ0,µ) = n для всех µ ∈ (0,µ∗].

Доказательство. Умножим P(κ,µ) слева на невырожденную при µ > 0 матрицу D(µ) =
=µn−1diag{En1 , µEn2}.Врезультате получимматрицу ˜︁P(κ,µ)≜D(µ)P(κ,µ), все элементыкоторой –
полиномы по κ и µ с неотрицательными степенями µ. Поскольку матрица D(µ) невырождена при
µ> 0, то

rank˜︁P(κ,µ) = rankP(κ,µ) для всех µ> 0. (23)

Обозначим все миноры порядка n матрицы ˜︁P(κ,µ) через q1(κ,µ), . . . ,qN(κ,µ).Каждый qk, k =
= 1,N, – полином по κ и µ с постоянными коэффициентами. Определим полином двух переменных

F(κ,µ) =
N

∑
k=1

qk(κ,µ)
2. (24)

Условие rank˜︁P(κ,µ) = n означает, что хотя бы один из миноров qk(κ,µ), k = 1,N, отличен от нуля,
поэтому

rank˜︁P(κ,µ) = n ⇐⇒ F(κ,µ)> 0. (25)

Из (23), (25) и предположения леммы следует, что для каждого µ∈ (0,µ0] существует κ(µ)⩾ 0
с F(κ(µ),µ)> 0, а значит, F ̸≡ 0 как полином от двух переменных.
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Обозначим R⩾0 множество неотрицательных вещественных чисел. Рассмотрим F в виде
полинома по µ с коэффициентами из кольца R[κ] полиномов по κ: F(κ,µ) = ∑

d
i=0 ai(κ)µ

i, ai ∈ R[κ].
Предположим противное: для каждого κ ∈ R⩾0 полином F(κ,µ) тождественно равен нулю по µ.
Тогда ai(κ) = 0 для всех i = 0, . . . ,d и всех κ ∈R⩾0. Отсюда следует ai ≡ 0 для всех i. Но тогда F ≡ 0
как полином от двух переменных, что противоречит F ̸≡ 0. Следовательно, существует κ0 ∈ R⩾0,
при котором q(µ)≜ F(κ0,µ) – ненулевой полином по µ.

Из (24) следует q ⩾ 0. Значит, множество {µ ∈ (0,µ0] : q(µ)> 0} непусто. Обозначим через
0 < µ1 < µ2 < · · ·< µs положительные корни q (если их нет, считаем s = 0). Положим µ∗ = µ1/2,
если s ⩾ 1, и µ1 ⩽ µ0, µ∗ = µ0, если s = 0 или µ1 > µ

0. Тогда µ∗ ∈ (0,µ0] и на интервале (0,µ∗]
нет положительных корней q, а значит, q(µ) > 0для всех µ ∈ (0,µ∗], что с учетом (25) и (23)
эквивалентно rankP(κ0,µ) = nдля всех µ ∈ (0,µ∗].

Из предложения 3.1 с учетом леммы 3.2 вытекает справедливость следующей теоремы.
Теорема 3.3. Если существуют κ0 ⩾ 0 и µ∗ ∈ (0,µ0] такие, что rankP(κ0,µ) = n для всех

µ ∈ (0,µ∗], то семейство {A0,A1,B}µ∗ робастно поточечно {x,y}-управляемо.
Доказательство. Зафиксируем произвольное µ ∈ (0,µ∗]. По условию rankP(κ0,µ) = n, зна-

чит, при κ(µ) = κ0 выполнено условие критерия из предложения 3.1 и система является µ-поточечно
{x,y}-управляемой при данном µ. Поскольку µ ∈ (0,µ∗] выбрано произвольно, система является
µ-поточечно {x,y}-управляемой для каждого µ ∈ (0,µ∗], что согласно определению (2.3) робастной
поточечной {x,y}-управляемости завершает доказательство.

Теорема 3.3 дает достаточные условия робастной поточечной управляемости, выраженные
через матрицу P(κ,µ), построенную по решениям определяющих уравнений. Однако непосредствен-
ная проверка этого условия требует вычисления решений определяющих уравнений размерности
n1 × r,n2 × r вплоть до порядка n−1, что для систем высокой размерности может быть трудоемким.
Кроме того, значение µ может быть неизвестно, при этом сингулярно возмущенные системы
изначально моделируют процессы с естественным разделением на медленные и быстрые движения,
поэтому важно получить условия управляемости, выраженные непосредственно через подсисте-
мы медленных и быстрых переменных. Ниже устанавливаются не зависящие от µ достаточные
декомпозиционные условия робастной поточечной управляемости, сформулированные в терминах
управляемости вырожденной системы (6) и системы пограничного слоя (7).

Обозначим через Pξ(κ) матрицу управляемости Калмана для параметризованной системы
(As0 +κAs1,Bs0), связанной с вырожденной системой (6):

Pξ(κ) =
(︁
Bs0 (As0 +κAs1)Bs0 . . . (As0 +κAs1)

n1−1Bs0
)︁
, (26)

а через Pη – матрицу управляемости Калмана для быстрой подсистемы (7):

Pη =
(︁
B2 A4B2 . . . An2−1

4 B2
)︁
. (27)

Теорема 3.4. Пусть Reλ(A4)< 0. Если при некотором κ⩾ 0 выполняется условие

rankPξ(κ) = n1, (28)

то существует µ∗s > 0 такое, что семейство ЛССВСЗ {A0,A1,B}µ∗s робастно поточечно x-уп-
равляемо. Если к тому же выполняется условие

rankPη = n2, (29)

то существует µ∗f > 0 такое, что семейство ЛССВСЗ {A0,A1,B}min{µ∗s ,µ∗f } робастно поточечно
{x,y}-управляемо.

Доказательство. Применим к задаче (4), (2) невырожденное преобразование переменных
состояния (см. [20, формула (13)]): z(t) =K(µ,e−ph)ζ(t), ζ= (ξ′,η′)′, ξ(t) ∈ Rn1 , η(t) ∈ Rn2 , t ⩾ 0,
где матричный оператор K(µ,e−ph) выражается через матрицы системы (1) (см. [20, форму-
лы (12), (14)]).
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В результате получаем эквивалентную систему вида (5) относительно новых переменных ζ,
матрицы которой имеют асимптотический вид

Aξη(µ,e−ph) =

(︃
Aξ(µ,e−ph)+O(µ) O(µ)

O(µ) 1
µ(Aη(µ,e

−ph)+O(µ))

)︃
,

Bξη(µ,e−ph) =

(︃
Bξ(µ,e−ph)+O(µ)

1
µ(Bη(µ,e

−ph)+O(µ))

)︃
,

(30)

где Aξ(µ,e−ph) = As0 +As1e−ph, Bξ(µ,e−ph) = Bs0, Aη(µ,e−ph) = A4, Bη(µ,e−ph) = B2, а O(µ) обо-
значает матрицы соответствующих размеров, элементы которых имеют порядок O(µ).

Поскольку невырожденное преобразование не меняет управляемости системы, то, согласно
критерию (теорема 3.3), µ-поточечная {x,y}-управляемость исходной системы эквивалентна суще-
ствованию κ⩾ 0 такого, что rankPξη(κ,µ) = n, где Pξη(κ,µ) – матрица управляемости Калмана для
параметризованной системы {A0

ξη(µ)+κA1
ξη(µ),Bξη(µ)}, связанной с преобразованной системой

{A0
ξη(µ),A

1
ξη(µ),Bξη(µ)}:

Pξη(κ,µ) =
(︂

Bξη(µ)
(︁
A0
ξη(µ)+κA1

ξη(µ)
)︁
Bξη(µ) . . .

(︁
A0
ξη(µ)+κA1

ξη(µ)
)︁n−1Bξη(µ)

)︂
.

Подставляя сюда асимптотические представления (30) и раскрывая степени матрицы A0
ξη(µ)+

+κA1
ξη(µ), получаем, что матрица Pξη(κ,µ) имеет блочную структуру

Pξη(κ,µ) =
(︃

Pξξ(κ,µ) Pξη(κ,µ)
Pηξ(κ,µ) Pηη(κ,µ)

)︃
,

где Pξξ(κ,µ) ∈ Rn1×rn1 , Pξη(κ,µ) ∈ Rn1×rn2 , Pηξ(κ,µ) ∈ Rn2×rn1 , Pηη(κ,µ) ∈ Rn2×rn2 , при этом спра-
ведливы асимптотические представления для каждого блока:

Pξξ(κ,µ) = Pξ(κ)+O(µ), Pξη(κ,µ) = O(µ),

Pηξ(κ,µ) = µ−n1O(µ), Pηη(κ,µ) = µ−n1
(︁
Pη+O(µ)

)︁
,

(31)

где Pξ(κ) и Pη определены в (26) и (27).
Умножим теперь матрицу Pξη(κ,µ) слева на невырожденную диагональную матрицу N(µ) =

= diag{En1 , µ
n1En2}. Тогда получаем матрицу P̄ξη(κ,µ) = N(µ)Pξη(κ,µ), для которой с учетом (31),

справедливо

P̄ξη(κ,µ) =
(︃

Pξ(κ)+O(µ) O(µ)
O(µ) Pη+O(µ)

)︃
. (32)

Матрица N(µ) невырождена при µ> 0, поэтому rankPξη(κ,µ) = rankP̄ξη(κ,µ) ∀µ> 0.
Из (32) видно, что P̄ξη(κ,µ) является малым аддитивным возмущением блочно-диагональной

матрицы P̄(0)
ξη (κ) = diag{Pξ(κ), Pη}. При этом rankP̄(0)

ξη (κ) = rankPξ(κ)+ rankPη.
Предположим сначала, что выполнено условие (28). Тогда из (32) следует, что для всех

достаточно малых µ> 0 верхний левый блок матрицы P̄ξη(κ,µ) имеет полный ранг n1 по столбцам.
Следовательно, rankP̄ξη(κ,µ)⩾ n1. Это означает, что система управляема по медленным перемен-
ным ξ, т. е. существует µ∗s > 0 такое, что семейство ЛССВСЗ {A0,A1,B}µ∗s робастно поточечно
x-управляемо.

Если к тому же выполнено условие (29), то из (31) следует, что для всех достаточно малых
µ> 0 нижний правый блок матрицы P̄ξη(κ,µ) также имеет полный ранг n2 по столбцам.

Докажем, что тогда rankP̄ξη(κ,µ) = n1 +n2 = n для всех достаточно малых µ> 0.
Предположим противное: пусть существует ненулевой вектор (g′1,g

′
2)

′ такой, что
P̄ξη(κ,µ)(g′1,g

′
2)

′ = 0. В силу блочной структуры (31) это эквивалентно системе

(Pξ(κ)+O(µ))g1 +O(µ)g2 = 0, O(µ)g1 +(Pη+O(µ))g2 = 0.

Поскольку Pη имеет полный ранг по столбцам, из второго уравнения при достаточно малых µ
следует g2 = 0. Тогда из первого уравнения получаем (Pξ(κ)+O(µ))g1 = 0, что в силу полного ранга
Pξ(κ) влечет g1 = 0. Получили противоречие. Следовательно, rankP̄ξη(κ,µ) = n для всех достаточно
малых µ> 0, а значит, rankPξη(κ,µ) = n.
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По критерию из теоремы 3.3 это означает, что существует µ∗ > 0 такое, что семейство
ЛССВСЗ {A0,A1,B}µ∗ является робастно поточечно {x,y}-управляемым на интервале (0,µ∗].

4. Примеры

Приведем примеры, иллюстрирующие полученные условия робастной поточечной {x,y}-
управляемости.

Пример 4.1. Рассмотрим систему

ẋ(t) = y(t)+u(t),

µẏ(t) =−y(t)+ x(t −h)+u(t), t ⩾ 0.

Решения определяющих уравнений (21): X0
1 (0) = 1, Y 1

1 (0) = 1, X1
2 (0) = 1, Y 1

2 (0) = 0, Y 1
2 (h) =

= 1, Y 2
2 (0) =−1, Y 2

2 (h) =−1.

Матрица ˜︁P(κ,µ) из леммы 3.2 имеет вид ˜︁P(κ,µ) = (︂µ 1+κ
µ −(1+κ)

)︂
, причем rank˜︁P(κ,µ) = 2 при

всех µ> 0, κ⩾ 0, а значит, rankP(κ,µ) = 2, и по теореме 3.3 любое семейство является робастно
поточечно {x,y}-управляемым.

Пример 4.2. Рассмотрим систему

ẋ(t) = x(t −h)+u(t),

µẏ(t) =−y(t), t ⩾ 0.

Решения определяющих уравнений (21): X0
1 (0) = 1, Y 1

1 (0) = 0, X0
2 (0) = 0, X0

2 (h) = 1, Y 1
2 (0) =

= 0, Y 2
2 (0) = 0.Матрица P(κ,µ) имеет вид P(κ,µ) =

(︃
1 0
0 0

)︃
, rankP(κ,µ) = 1 < 2 ∀µ> 0, ∀κ⩾ 0.

Следовательно, по теореме 3.1 с учетом определения 2.3 любое семейство не является робастно
поточечно {x,y}-управляемым.

Пример 4.3. Рассмотрим систему вида (1) с параметрами: n1 = 2, n2 = 1, r = 2, A10 =

=

(︃
1 0
0 2

)︃
, A20 =

(︃
1
1

)︃
, A11 =

(︃
0 1
1 0

)︃
, A21 =

(︃
0
1

)︃
, A30 =

(︁
1 0

)︁
, A31 =

(︁
0 1

)︁
, A4 = −2, B1 =

=

(︃
1 0
0 1

)︃
, B2 =

(︁
1 1

)︁
. Условия теоремы 3.4 выполнены: Reλ(A4) =−2 < 0.

Матрицы медленной подсистемы: As0 =

(︃
3/2 0
1/2 2

)︃
, As1 =

(︃
0 3/2
1 1/2

)︃
, Bs0 =

(︃
3/2 1/2
1/2 3/2

)︃
.

Проверим условие (28) при κ= 1: As0 +κAs1 =

(︃
3/2 3/2
3/2 5/2

)︃
. Матрица управляемости мед-

ленной подсистемы: Ps =

(︃
3/2 1/2 3 3
1/2 3/2 7/2 9/2

)︃
, rankPs = 2 = n1, значит, условие (28) выполнено.

Проверим условие (29) для быстрой подсистемы: Pf = B2 =
[︁
1 1

]︁
∈ R1×2, rankPf = 1 = n2,

условие (29) также выполнено.
Таким образом, по теореме 3.4 существует µ∗ > 0 такое, что семейство систем является

робастно поточечно {x,y}-управляемым для всех µ ∈ (0,µ∗].

5. Заключение

В работе для линейной стационарной сингулярно возмущенной системы с запаздыванием
введены и сопоставлены понятия µ-поточечной, робастной, µk-асимптотической, µ-равномерной и
равномерной по µ поточечной управляемости (определения 2.1–2.7). Установлена их иерархия и
показано, что обратные импликации, вообще говоря, неверны (примеры 2.2, 2.8). Доказано, что
µk-асимптотическая поточечная управляемость эквивалентна робастной на некотором сужении
интервала допустимых µ (теорема 2.9).

Доказан технический результат – лемма 3.2 о выборе κ0, не зависящего от µ: в ранговом
условии (предложение 3.1) параметр κ может быть выбран единым для всех достаточно малых µ, что
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позволяет получать условия поточечной управляемости, не зависящие от малого параметра. Уста-
новлена асимптотическая структура оператора поточечной управляемости (лемма 2.10), на основе
которой доказано, что робастная поточечная управляемость влечет µ-равномерную на некотором
сужении интервала µ (теорема 2.11). Получены не зависящие от µ достаточные декомпозиционные
условия, выраженные через матрицы управляемости медленной и быстрой подсистем (теорема 3.4)
и сводящие проверку управляемости системы размерности n1 +n2 к проверке управляемости двух
подсистем меньшей размерности. Приведенные примеры иллюстрируют полученные результаты.

Поточечная управляемость как многоточечная краевая задача естественно возникает в зада-
чах, где требуется обеспечить попадание объекта в заданные состояния в несколько фиксированных
моментов времени. Такие задачи характерны для прецизионной робототехники, согласованного
управления мультиагентными системами, а также для модального управления, где она эквивалентна
слабой модальной управляемости [5].

Заметим, что введенные в работе новые понятия управляемости применимы и к произвольным
системам, зависящим от параметра. Однако характер соотношений между свойствами, а также
условия их наличия могут отличаться от установленных в настоящей работе. Их выявление требует
дополнительных исследований.

Результаты допускают обобщение на системы с несколькими запаздываниями, переменнымили
распределенным запаздыванием, на задачи поточечной наблюдаемости, а также на нестационарные
сингулярно возмущенные системы с запаздыванием. В дальнейшем предполагается установить
остальные связи между введенными понятиями поточечной управляемости и получить условия
их реализации.

Работа поддержана Гродненским государственным университетом имени Янки Купалы
в рамках программы «Конвергенция–2030».
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