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ПЕТР ПАВЛОВИЧМАТУС. К 70-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ

Коллектив сотрудников Института математики НАН Беларуси

Институт математики НАН Беларуси
e-mail: math@im.bas-net.by
Поступила 30.07.2023

24 июля 2023 г. исполнилось 70 лет со дня
рождения известного белорусского ученого, члена-
корреспондента Национальной академии наук Бе-
ларуси, доктора физико-математических наук,
профессора Петра Павловича Матуса.

Петр Павлович родился в 1953 году в город-
ском поселке Россь, Волковысского района, Грод-
ненской области. После окончания в 1975 году
факультета прикладной математики Белорусско-
го государственного университета по специаль-
ности «Прикладная математика» был направлен
на работу в Институт математики Национальной
академии наук Беларуси.

С 1975 года и по настоящее время Петр
Павлович плодотворно работает в Институте ма-
тематики. Прошел путь от стажера-исследователя
до главного научного сотрудника. На протяжении
многих лет был заведующим отделом численно-
го моделирования и заместителем директора по
научной и инновационной работе.

В 1980 году защитил кандидатскую диссертацию на тему «О сходимости разност-
ных схем одномерной газовой динамики» под руководством профессора В. Н. Абрашина
(Институт математики НАН Беларуси) и профессора Ю. П. Попова (Институт прикладной
математики им. М. В. Келдыша Российской академии наук) по специальности «Вычисли-
тельная математика». В 1995 году в Институте математического моделирования Российской
академии наук защитил докторскую диссертацию на тему «Разностные схемы на адап-
тивных сетках для краевых задач математической физики». Решением Аттестационной
коллегииМинистерства образования Республики Беларусь в апреле 1996 года ему присвоено
звание профессора по специальности «Вычислительная математика», и в ноябре 2018 года
П. П. Матус был избран членом-корреспондентом Национальной академии наук Беларуси.

П. П. Матус – известный математик, крупный специалист в области вычислительной
математики. Петру Павловичу принадлежит ведущая роль в развитии и становлении
белорусской научной школы по исследованию устойчивости и сходимости разностных
схем для краевых задач математической физики. Им разработана теория коэффициентной
и нелинейной устойчивости, устойчивости операторно-разностных схем с переменными
весовыми множителями. Для многомерных эллиптических и параболических уравнений
со смешанными производными построены и исследованы монотонные разностные схемы
с сохранением второго порядка точности. В работах Петра Павловича существенно развита
теория компактных схем на полулинейные и квазилинейные уравнения параболического
и гиперболического типов.
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Петр Павлович ведет большую научно-организационную, педагогическую и обще-
ственную работу, неоднократно являлся приглашенным лектором крупнейших между-
народных конференций.

П. П. Матус опубликовал 4 книги, две из которых изданы на английском языке за
рубежом, и более 300 научных статей в различных математических журналах. Научная дея-
тельность Петра Павловича неразрывно связана с педагогической работой. Он подготовил
23 кандидата физико-математических наук, является одним из создателей международно-
го журнала «Computational Methods in Applied Mathematics» (издательство De Gruyter),
членом редколлегии двух отечественных и шести зарубежных журналов, руководителем
городского семинара по математическому моделированию, членом экспертного совета
по математике ВАК Республики Беларусь.

Большая энергия и глубокие творческие идеи характерны для П. П. Матуса как
ученого и специалиста. Мы искренне поздравляем Петра Павловича с юбилеем, желаем ему
крепкого здоровья, успехов, оптимизма, благополучия и осуществления всех творческих
замыслов.
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УДК 51–76

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАСПРОСТРАНЕНИЯ КОРОНАВИРУСНОЙ
ИНФЕКЦИИ С ПОМОЩЬЮУРАВНЕНИЙ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ

А. Н. Авлас, А. К. Деменчук, С. В. Лемешевский, Е. К. Макаров

Институт математики НАН Беларуси
e-mail: artolomiay@tut.by, demenchuk@im.bas-net.by, svl@im.bas-net.by, jcm@im.bas-net.by

Поступила 01.12.2023

Приводятся результаты прогнозирования первой волны распространения коронави-
русной инфекции COVID-19 на основе упрощенной модели Барояна–Рвачева.

Введение. Пандемия COVID-19 и ее информационное сопровождение создали небы-
валую ранее ситуацию широкой доступности статистических данных о заболеваемости
и смертности, вызванных однотипной инфекцией, одновременно распространявшейся
во всех странах мира. Несмотря на неоднородность и неполноту этих данных, а так-
же и не всегда достаточную достоверность, их доступность и сопровождавшие рост
заболеваемости панические настроения не могли не стимулировать значительное расши-
рение исследований в области математической эпидемиологии, посвященных изучению
COVID-19. Последовавшее в 2022 г. постепенное снижение интенсивности эпидемических
процессов и уменьшение накала информационной кампании вокруг COVID-19 привели
к снижению актуальности данной тематики и возвращению исследований в этой области
в относительно нормальное русло.

Основным результатом проведенных в мире работ стало установление того факта, что
COVID-19 является обычной инфекцией, подчиняющейся общим законам эпидемиологии
и допускающей моделирование на основе уже существующих моделей. Еще одним важ-
ным результатом стала разработка множества новых подходов и моделей инфекционных
процессов и их проверка на натурных данных, ставшая возможной благодаря их обилию
и доступности. При этом, однако, следует отметить, что находящиеся в открытом доступе
данные о заболеваемости коронавирусной инфекцией не детализированы и отражают лишь
суммарные величины, относящиеся к отдельным странам. Вследствие этого большинство
из огромного количества работ, опубликованных за время после начала пандемии COVID-
19 и посвященных различным аспектам математической эпидемиологии, направлено на
исследование и прогнозирование макроскопической динамики эпидемии, отражаемой
общими количествами инфицированных, заболевших, выздоровевших и умерших.

Значительное количество работ ориентировано на рассмотрение случаев развития
эпидемии с дополнительными обстоятельствами в виде противоэпидемических мер, вак-
цинации, завоза инфекции. Более усложненные модели применяются для детального
рассмотрения хода процесса распространения заболеваний с учетом географического
распределения населения, его возрастной структуры и т. п. Математически это выражается
в разработке все новых и все более усложненных вариантов классической модели SIR (вос-
приимчивые – инфицированные – выздоровевшие). Содержательную характеристику таких
работ и многочисленные ссылки можно найти в [1]. Другим магистральным направлением
работ последнего времени, как следует из обзора в [1], является переход к использованию
в эпидемических моделях уравнений с последействием. Не остались в стороне от мировых
тенденций и белорусские ученые. В частности, были опубликованы работы [2] и [3], посвя-
щенные прогнозированию распространения коронавирусной инфекции на материале ее
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первой волны 2020 г., наиболее близкие по тематике к нашим исследованиям. Нами в июне
2020 г. в Отделение физики, математики и информатики НАН Беларуси был направлен
отчет о выполнении внеплановых работ по прогнозированию течения эпидемии COVID-19
в Республике Беларусь с оправдавшимся впоследствии прогнозом снижения количества
выявленных случаев инфекции COVID-19 до 100 в сутки в первой декаде августа. Часть
материалов этого отчета использована при подготовке статьи [4], а также при проведении
исследований, результаты которых представлены в настоящей статье.

1. Модель SIR.Модель SIR основана на следующей системе трех дифференциальных
уравнений:

N
dS
dt

=−βSI, N
dI
dt

= βSI −γIN,
dR
dt

= γI.

Здесь S – число восприимчивых к заболеванию; I – число инфицированных; R – число
выздоровевших; N – общая численность популяции. Коэффициенты β и γ определяют
интенсивность инфицирования и скорость выздоровления соответственно.

Эта модель предложена в 1927 г. А. Г. МакКендриком и У. О. Кермаком [5]. Она
стандартно применяется для ситуации наибольшей неопределенности, когда нет инфор-
мации о тонких деталях эпидемической обстановки. В своей основе модель SIR является
развитием простейшей логистической модели

dN
dt

= aN(K −N),

где N – численность популяции; K – ее максимально возможная численность; a – коэффи-
циент размножения, известной еще с XIX в. и до сих пор применяемой для моделирования
в популяционной динамике. Обе модели основаны на одном и том же вероятностном
законе «действующих масс», утверждающем, что вероятность и, следовательно, интен-
сивность взаимодействия двух категорий людей, выделяемых в модели эпидемического
процесса, пропорциональна их численности. Принципиальным недостатком логистической
модели при ее примении к моделированию эпидемий является то, что в рамках такой
модели в явном противоречии с наблюдаемыми фактами переболевают все восприимчивые,
а скорости разрастания и затухания эпидемии совпадают. Модификация логистической
модели, включающая в себя итеративный запуск вторичных субэпидемий, была исполь-
зована авторами работы [2] для построения прогноза первой волны эпидемии COVID-19
в Республике Беларусь.

Главным отличием модели SIR и ее обобщений от простейшей логистической модели
состоит в том, что в эпидемический процесс втягиваются не все восприимчивые. Уравнения
этих моделей не имеют явного аналитического решения, но могут быть представлены
в параметризованном виде в квадратурах. Качественный и численный анализ показывают,
что модель SIR и ее модификации обеспечивают правильное асимптотическое поведение
решений: и начальный рост, и финальное затухание в этих моделях экспоненциальные.

Общеизвестным недостатком данного класса моделей является отсутствие разра-
ботанной методики определения значений входящих в них коэффициентов и начального
количества восприимчивых [6; 7]. Стандартных методик для их определения не существует.
Отыскание этих величин по имеющимся в открытом доступе данным о заболеваемости
достаточно затруднительно, поскольку в них отсутствуют сведения о динамике числа
восприимчивых, а данные по выздоровевшим могут давать очень большой разброс для
значений коэффициента γ.

В связи с этим основной областью применения различных вариантов модели SIR
являются теоретические исследования и ретропрогнозирование. При использовании их
для прогнозирования реальной ситуации приходится учитывать опыт прошлых эпидемий,
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из которого должны быть извлечены как сценарии развития событий, так и количествен-
ные характеристики эпидпроцесса, позволяющие задать значения параметров модели.
С другой стороны, модель SIR и ее варианты хорошо зарекомендовали себя на практике
и дают результаты, близкие к натурным данным. Преодоление указанных недостатков
компартментальных моделей является основной целью многих работ последнего времени,
посвященных данной тематике. Поэтому представляется целесообразным использовать
основные идеи этой модели, но внести в нее такие изменения, которые позволят проводить
обучение модели на имеющихся данных.

2. Модель Барояна–Рвачева. В конце 60-х годов ХХ в. в СССР была разработана
и впоследствии успешно применялась математическая модель протекания эпидемий гриппа
в масштабах всей страны, созданная О. В. Барояном и Л. А. Рвачевым [8–11]. В ее основу
положена аналогия между гидродинамическими явлениями и распространением эпидемии
по территории страны.

Модель Барояна–Рвачева состоит из двух подмоделей: локальной модели распростра-
нения инфекции в отдельно взятом населенном пункте, рассматриваемом как однородная
область активного перемешивания и тесных контактов, и сетевой модели переноса инфек-
ции по транспортным коммуникациям между населенными пунктами. Локальная подмодель
в ее реализации для случая непрерывного времени описана в [8–10; 11, с. 12–16] и имеет
(после упрощений, описанных в [11, с. 14–15]) следующий вид:

dx
dt

=−λx
p

T∫
0

y(τ, t)g(τ)dτ,

∂y
∂ t

+
∂y
∂τ

= 0,

y(0, t) =
λx
p

T∫
0

y(τ, t)g(τ)dτ,

x(0) = αp, y(τ,0) = a(τ), 0 ⩽ τ⩽ T,

где p – общая численность населения рассматриваемого города; x(t) – количество здоровых
(и при этом восприимчивых к данной инфекции) людей в этом городе в момент времени t;
y(τ, t) – скорость прироста числа инфицированных в момент t − τ; g(τ) – коэффициент,
характеризующий исходящую от инфицированного опасность заражения окружающих
по истечении времени τ после инфицирования; λ – коэффициент пропорциональности,
который интерпретируется как средняя частота передачи инфекции; α – начальная доля
восприимчивых в населении города; a(τ) – начальная заболеваемость; T – максимальная
длительность заболевания.

Дискретная версия, предназначенная для компьютерной реализации, представле-
на в [11]. Она получена из непрерывного варианта после дискретизации и некоторых
упрощений и включает в себя уравнения

y(0, t +1) =
λx(t)

p

T

∑
τ=0

y(τ, t)g(τ), (1)

x(t +1) = x(t)− y(0, t +1), (2)

y(τ, t +1) = y(τ−1, t), τ= 1, . . . ,T, (3)

с начальными условиями

x(0) = αp, y(τ,0) = a(τ), 0 ⩽ τ⩽ T.
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Переменные и коэффициенты, входящие в эти уравнения, являются аналогами соответству-
ющих им величин в непрерывном варианте модели и имеют тот же или близкий смысл: t и τ –
дискретное время, измеряемое в днях; x(t) – количество здоровых восприимчивых в этом
городе к исходу дня с номером t; y(τ, t) – количество людей, которые заразились в течение
дня с номером t − τ; g(τ) – коэффициент, характеризующий исходящую от инфицирован-
ного опасность заражения окружающих по истечении времени τ после инфицирования;
величины p, λ, α, a(τ), T в дискретном случае имеют прежнее определение.

Как и для модели SIR основной и трудноразрешимой проблемой применения модели
Барояна–Рвачева является оценка параметров модели: начального числа восприимчивых
к новому варианту вируса гриппа, выражаемого коэффициентом α, и скорости передачи
инфекции, выражаемой коэффициентом λ. Для решения этой проблемы разработчиками
модели создан полуэвристический метод, позволяющий в каждом конкретном случае
подобрать пару соответствующих друг другу значений λ и α, обеспечивающую необхо-
димое качество прогноза [11, с. 32–35]. Основной вывод, который можно сделать из
примеров применения этого метода, представленных в [11, с. 36–42], состоит в том, что
в определенных пределах ошибки в выборе коэффициента α могут быть компенсированы
подходящим выбором коэффициента λ и наоборот.

3. Модель, предложенная в [3], и наши исследования. Автором работы [3] пред-
ложена оригинальная модель распространения инфекции, проведено ее исследование
и верификация на натурных данных. В упомянутом во введении отчете нами независи-
мо предложена аналогичная модель. В настоящей статье мы представляем результаты,
полученные нами и дополняющие результаты [3].

В [3] рассматриваемая модель представлена как в дифференциальной форме с исполь-
зованием дифференциальных уравнений с запаздыванием, так и в дискретной. В отличие
от подхода работы [3] наша модель исходно разрабатывалась как дискретная с ориентацией
на имеющиеся данные статистики о ежедневных приростах заболеваемости. В ее основу
положено предположение, что источником заражения являются не все инфицированные,
как в логистической модели, и не все инфицированные, но не выздоровевшие, как в класси-
ческой модели SIR, а лишь те, кто заразился недавно, исходя из того, что заразившиеся
в предшествующий период либо выздоровели, либо госпитализированы, и тем самым
не могут выступать источником заражения. Обоснованность такого предположения в усло-
виях, имевших место в ходе развития первой волны эпидемии COVID-19 в 2020 г. не
вызывает сомнения и вполне очевидна.

Сформулированное предположение приводит к следующему выражению для чис-
ленности категории источников инфекции Ek:

Ek = Xk −Xk−l,

где Xk – суммарное количество инфицированных, выявленных к исходу k-х суток эпидемии;
l – параметр модели, имеющий смысл длительности периода времени, в течение которого
инфицированный представляет опасность для окружающих. При этом суммарная сила
источника заражения принимается в виде aEk, где a – коэффициент передачи инфекции.
Выражение для числа восприимчивых Sk было принято в виде

Sk = K −Xk,

где K – общее число людей, восприимчивых к инфекции. Наличие явных выражений
для численности этих категорий через суммарную численность инфицированных и дает
возможность применить предлагаемое уравнение к решению задачи прогнозирования
течения эпидемического процесса на основе имеющихся данных.
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В итоге, прогноз динамики заражения предлагается осуществлять с помощью дис-
кретного уравнения

Xk+1 −Xk = aEkSk

или, в развернутой форме,

Xk+1 −Xk = a(Xk −Xk−l)(K −Xk) (4)

с начальным условиемXk =φk, k = 0, . . . , l, гдеφk – начальная заболеваемость. В дальнейшем
мы будем для удобства считать, что день с номером 0 предшествует началу эпидемии, т. е.
X0 = 0, а в первый день эпидемии уже выполнено условие X1 > 0.

Это уравнение является аналогом второго уравнения модели SIR
dI
dt

=
βSI
N

−γI =
βSI
N

−γI,

а также и простейшего логистического уравнения, отличаясь от них принятием сфор-
мулированных выше предположений и их следствий. Несложные выкладки и численные
эксперименты показывают, что, как и в модели SIR, в рассматриваемой модели перебо-
левают не все восприимчивые, а скорости разрастания и затухания эпидемии являются
экспоненциальными и не совпадают в общем случае, что соответствует данным меди-
цинской статистики.

В процессе исследования построенной модели было выяснено, что она может быть
получена из модели Барояна–Рвачева путем некоторых упрощений и преобразований. Неко-
торые из них были осуществлены нами еще до выбора окончательного вида уравнения (4).
В частности, в модели Барояна–Рвачева суммарная сила источника заражения aEk модули-
руется с помощью коэффициентов g(τ), определяющих относительную степень исходящей
от группы одновременно инфицированных людей опасности заражения для окружающих
в i-й день после инфицирования. Проведенные нами численные эксперименты на реальных
данных подтвердили содержащееся в [11, с. 22] указание на малую чувствительность
результатов моделирования к значениям коэффициентов g(τ), а также, в определенной
мере, и к значению длины промежутка l, в течение которого инфицированный является
источником заражения окружающих. Исходя из этого нами было принято соглашение
о равенстве всех коэффициентов g(τ), τ = 0, . . . , l, единице, что позволило заменить их
и коэффициент λ/p модели Барояна–Рвачева на единственный коэффициент a. Параметр
l при использовании реальных данных выбирался в пределах 7–14 дней. Его изменение
приводило к необходимости изменения коэффициента a, но не оказывало значительного
влияния на прогноз.

Из определения величины y(τ, t) для дискретного времени в модели Барояна–Рвачева
и принятого нами определения величины Xk, которое эквивалентно уравнению (2), вытекает
равенство Xt+1 −Xt = y(0, t +1). Отсюда и из уравнения (3) при каждом t ⩾ 0 и τ= 0, . . . ,T
имеем Xt−τ−Xt−1−τ = y(τ, t). Принимая предположение g(τ) = 1, τ = 0, . . . ,T , получаем
равенство

T

∑
τ=0

y(τ, t)g(τ) =
T

∑
τ=0

(Xt−τ−Xt−1−τ) = Xt −Xt−T−1.

Тогда уравнение (1) может быть записано в виде

Xt+1 −Xt =
λx(t)

p
(Xt −Xt−T−1).

В силу уравнения (2) имеем равенства x(t +1)−x(t) =−y(0, t +1) =−Xt+1+Xt , суммируя
которые по t в пределах от t = 0 до t = s− 1 с произвольным натуральным s, получаем
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соотношение x(s)− x(0) = −Xs +X0 и, возвращаясь к переменной t, а также учитывая,
что X0 = 0 и x(0) = αp = K, представление x(t) = K −Xt . Отсюда окончательно имеем
уравнение (4) с временной переменной t вместо k и параметрами l = T +1 и a = λ/p, что
и устанавливает связь рассматриваемой модели с моделью Барояна–Рвачева.

4. Определение параметров модели и результаты расчетов. Уравнение (4) может
быть переписано в виде

Wk = a(K −Xk),

где
Wk =

Xk+1 −Xk

Xk −Xk−l
,

т. е. величина Wk должна линейно зависеть от величины Xk. Это позволяет воспользоваться
стандартными процедурами построения линейной регрессии для определения значения
коэффициента a передачи инфекции по данным о заболеваемости. Устойчивая работа
алгоритмов, реализующих это построение, требует предварительной подготовки исходных
данных, состоящей в снижении содержащегося в них уровня шума. Как показывают чис-
ленные эксперименты, рекомендуемая ВОЗ стандартная процедура недельного усреднения
не обеспечивает требуемого качества данных. Поэтому нами разработан и использован
специальный метод сглаживания для данной задачи. Сглаживание осуществляется на
графике ежедневных приростов. Предполагается, что шум в этих данных в основном
вызван несвоевременным обнаружением инфицированных, а также, что инфицированные
организованы в относительно изолированные кластеры с более быстрым, чем в среднем
распространением вируса. Таким образом эпидемия представляется в виде серии микро-
вспышек, результаты которых обнаруживаются постфактум. Сглаживание представляет
собой процесс, эквивалентный гомогенизации этих кластеров. Для этого график аппрокси-
мируется короткими геометрическими прогрессиями, со знаменателями, изменяющимися
во времени. Всплески, превышающие нормированный таким образом рост, опрокидываются
в прошлое, путем переноса данных назад, в предположении, что люди, дающие всплеск,
очевидно, инфицированы раньше, но обнаружены только сейчас.

Характер зависимости между Wk и Xk для реальных данных хорошо виден на сле-
дующем примере данных 2020 г. по Ирландии (рис. 1).

Рис. 1. Зависимость параметра W от переменной X

Некоторые результаты прогнозирования первой волны коронавирусной инфекции
в Германии, Италии и Республике Беларусь по данным, доступным на различные даты,
приведены на рис. 2–7.
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Рис. 2. Ежедневный прирост выявленных зараженных, Германия

Рис. 3. Общее количество выявленных зараженных, Германия

Рис. 4. Ежедневный прирост выявленных зараженных, Италия
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Рис. 5. Общее количество выявленных зараженных, Италия

Рис. 6. Ежедневный прирост выявленных зараженных, Беларусь

Рис. 7. Общее количество выявленных зараженных, Беларусь
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Выбор для верификации метода именно первой волны 2020 г. обусловлен отсутствием
в этот период как вакцинации населения, так и приобретенного естественного иммунитета,
поскольку влияние этих факторов трудно выявить на основе имеющихся суммарных данных
о заболеваемости. Это же обстоятельство позволяет считать параметр K, т. е. общее число
людей, восприимчивых к данной инфекции, совпадающим с численностью населения
рассматриваемой страны. Для последующих волн распространения эпидемии COVID-19
указанные условия, по-видимому, не выполняются и для них определение величины K
представляет значительные сложности.

Отдельного обоснования, очевидно, требует применение локальной модели распро-
странения инфекции для прогнозирования хода эпидемии в масштабах целой страны.
Возможность успешного прогноза при таком, a priori не вполне корректном, использовании
модели, по-видимому, определяется характером эпидемических процессов, протекавших
в указанное время в рассматриваемых странах. Их наиболее заметной особенностью яв-
ляется протекание эпидемии в компактных регионах с высокой степенью транспортной
связности, значительной концентрацией и активным перемешиванием населения, что и
позволяет рассматривать эти регионы как аналог единого населенного пункта. В конечном
же счете корректность того или иного применения любой модели определяется лишь
степенью его успешности в каждом конкретном случае.

5. Интерпретация полученных результатов и выводы. Скорость разрастания
эпидемии на ее начальном этапе определяется достаточно надежно при условии наличия
качественной медицинской статистики.

Динамика развития эпидемии вплоть до пика заболеваемости может быть спрогно-
зирована на ее начальных этапах.

Скорость затухания эпидемии и асимптотический порог заболеваемости (макси-
мальное суммарное число инфицированных) не могут быть достоверно определены до
наступления пика заболеваемости. Мы предполагаем, что это ограничение принципиально.

Динамика затухания эпидемии надежно прогнозируется лишь после прохождения
пика заболеваемости.

Время наступления пика заболеваемости, его высота и длительность прогнозируются
наименее точно.

Заметим, что эти выводы вполне согласуются с выводами о возможности прогнозиро-
вания хода эпидемии на основе метода аппроксимации, сделанными в [4].

Заключение. Таким образом, на основе общедоступных данных о количестве инфи-
цированных может быть получен приемлемый по точности прогноз развития эпидемии
COVID-19 в национальных рамках для достаточно больших отрезков времени. Тем не менее,
существуют принципиальные препятствия для наращивания точности такого прогноза,
зависящие от момента составления прогноза и доступных при этом данных. Представлен-
ные в настоящей работе методы прогнозирования эпидемии COVID-19 в национальных
рамках для достаточно больших отрезков времени на основе общедоступных данных
о количестве инфицированных могут быть использованы на практике после уточнения
процедур выбора параметров.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований (проект № Ф21КОВИД-012).
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Изучаются свойства топологии τin f , являющейся инфимумом множества всех то-
пологий, порожденных метриками Хаусдорфа на экспоненте (гиперпространстве)
expX метризуемого топологического пространства X . В качестве основного резуль-
тата получены необходимые и достаточные условия выполнения первой аксиомы
счетности для τin f , а также метризуемости (метрикой Хаусдорфа) этой топологии
(«достижения» инфимума). Помимо этого, исследована связь τin f с другими топо-
логиями на expX , а именно: с топологией Виеториса, топологией Фелла, локально
конечной топологией.

Введение. Отправными точками в теории экспоненциальных пространств (или гипер-
пространств) являются работы Хаусдорфа [1] и Виеториса [2]. В [1] в случае метрического
пространства (X ,ρ) (наши обозначения могут отличаться от обозначений в цитируемых
источниках) на экспоненте expX определена метрика, названная впоследствии метрикой
Хаусдорфа (здесь обозначена через ρ̂, а соответствующая топология – через τρ̂), а в [2]
уже для произвольного топологического пространства X на expX определена топология,
получившая впоследствии название топологии Виеториса (здесь обозначена через τV ).
Систематичным исследованиям экспоненты expX положила начало работа Майкла [3],
где были установлены некоторые основные свойства топологии Виеториса и метрики
Хаусдорфа в контексте их взаимосвязи с устройством топологии исходного пространства X .
В дальнейшем на множестве expX были определены и другие топологии виеторисовского
типа (по схожести процедуры задания топологии) и среди них топология Фелла τF [4]
и локально конечная топология (locally finite topology) τLF [5], связанные с топологией
Виеториса соотношениями τF ⩽ τV и τV ⩽ τLF (т. е. τF ⊂ τV и τV ⊂ τLF ). Как оказалось,
в случае метризуемого пространства X , топология τLF является супремумом (в полной
решетке всех топологий на множестве expX) множества всех топологий вида τρ̂, где ρ –
допустимая (т. е. согласованная с топологией) метрика на X [5].

В предлагаемой работе рассмотрена топология τin f , являющаяся инфимумом ука-
занного выше множества топологий вида τρ̂ (см., например, [6]). В частности показано,
что τin f ⩾ τF (следствие 1); топологии τin f и τV сравнимы тогда и только тогда, когда
пространство X со счетной базой, и при этом τV ⩾ τin f (теоремы 8 и 9); а каждое из
совпадений τin f = τF , τin f = τV и τin f = τLF равносильно компактности пространства X (тео-
рема 8). Основным результатом можно считать следующее: если пространство expin f X
удовлетворяет первой аксиоме счетности, то оно и метризуемо, причем метрикой вида
ρ̂, что, в свою очередь, равносильно тому, что пространство X локально компактно и со
счетной базой (предложение 11 и теорема 5).

Кратко об используемых обозначениях и понятиях. Под пространством понимаем
произвольное топологическое T1-пространство (при необходимости отделимость оговарива-
ется особо). Пусть X – пространство с топологией τ, ρ – некоторая метрика на X (возможно,
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не согласованная с топологией τ). Замыкание и внутренность множестваA⊂X будем обозна-
чать через [A] и, соответственно, intA. При необходимости эти обозначения будем уточнять,
например, [A]τ (замыкание относительно топологии τ), intρA (внутренность относительно
метрики ρ). Аналогично при обозначении сходимости последовательности: xn −→

τ
x (сходи-

мость относительно топологии τ), xn −→
ρ

x (сходимость относительно метрики ρ). Записью
A ⊂

op
X (A ⊂

cl
X) будем обозначать открытость (замкнутость соответственно) множества A

в пространстве X . Обозначим также Bρ(x,ε) = {y ∈ X |ρ(x,y)< ε} и Bρ(A,ε) =
⋃

a∈A
Bρ(a,ε) –

ε-окрестность точки x ∈ X и, соответственно, ε-раздутие множества A ⊂ X .
Напомним некоторые понятия. Пространство X называют секвенциальным, если для

любого незамкнутого множества A ⊂ X найдутся точка x ∈ X \A и последовательность
(an)

∞
n=1 ⊂ A, сходящаяся к x. Скажем, что пространство X удовлетворяет условию Фреше–

Урысона в точке x ∈ X , если для любого множества A ⊂ X , при выполнении соотношения
x ∈ [A], существует последовательность (an)

∞
n=1 ⊂ A, сходящаяся к x. Пространство X на-

зывают пространством Фреше–Урысона, если X удовлетворяет условию Фреше–Урысона
в каждой своей точке.

Скажем, что пространство X удовлетворяет условию (Lim), если в X не существует
последовательности, сходящейся одновременно к различным точкам.

Экспонентой (или гиперпространством) пространства X называют множество expX
всех непустых замкнутых подмножеств пространства X (обычно, с некоторой топологи-
ей). Для множества A ⊂ X и семейства α некоторых множеств в X обозначим (следуя
обозначениям из [7]):

D1(A) = {F ∈ expX |F ⊂ A}, D2(A) = {F ∈ expX |F ∩A ̸=∅}, D2(α) =
⋂

B∈α
D2(B),

т. е. D2(α) = {F ∈ expX |F ∩B ̸= ∅ для любого B ∈ α}.
Предбазы топологий на expX составляют множества вида: D1(U) и D2(U) для

топологии Виеториса τV , D1(V ) и D2(U) для топологии Фелла τF , D1(U) и D2(α) для
локально конечной топологии τLF , где U и V открыты в X и множество X \V компактно,
α – локально конечное семейство открытых в X множеств. Экспоненту expX с топологией
τV (τF ) будем обозначать кратко expV X (expF X соответственно). Будем также использовать
сокращенные записи, например, Fn −→

F
B вместо Fn −→

τF
B, [H ]V вместо [H ]τV и т. п.

Если пространство X метризуемо и ρ – некоторая допустимая метрика на X , то на
expX определена соответствующая метрика Хаусдорфа ρ̂,

ρ̂(F,P) = inf{ε> 0 |Bρ(F,ε)⊃ P и Bρ(P,ε)⊃ F}
(здесь мы допускаем ρ̂(F,P) = ∞ для некоторых F , P ∈ expX , что не влияет на опре-
деление топологии на expX). Отметим, что для двух эквивалентных метрик ρ и σ

на X соответствующие метрики Хаусдорфа могут быть не эквивалентны (т. е. инду-
цированные топологии τρ̂ и τσ̂ на expX различны). Метрическое пространство (expX , ρ̂)(
а также топологическое пространство

(
expX ,τρ̂

))
обозначим через expρ̂X . Обозначим

также X̂ = {{x} ∈ expX | x ∈ X} («экземпляр» множества X в expX).
1. Предварительные рассмотрения. Пусть M – совокупность некоторых метрик на

множестве Z (Z ̸=∅, M ̸=∅), TM = {τρ |ρ ∈ M} – множество соответствующих топологий
(τρ – топология на Z, заданная метрикой ρ). В полной решетке T всех топологий на Z для
множества TM определены точные нижняя и верхняя грани (т. е. инфимум и супремум)
τin f и τsup соответственно, где τin f =

⋂
{τρ |ρ ∈ M}, а топология τsup задается предбазой⋃

{τρ |ρ ∈ M}. Пространство, полученное заданием на Z топологии τin f , обозначим через

16



Zin f . Далее, для краткости, будем употреблять в некоторых случаях символ «in f» вместо
«τin f», например, xn −→

in f
x вместо xn −→

τin f
x, intin f ( · ) вместо intτin f ( · ) и т. п.

Опишем некоторые основные свойства пространства Zin f . Отметим как очевидное,
что множество A ⊂ Zin f открыто (замкнуто) в Zin f тогда и только тогда, когда оно открыто
(замкнуто соответственно) относительно любой метрики ρ ∈ M. Обозначим далее Iρ =
=(0;1),E = ∏

ρ∈M
Iρ и для z∈ Z и ε̄=(ερ)ρ∈M ∈E положимBR(z, ε̄)=

⋃
ρ∈M

Bρ(z,ερ).Множество

BR(z, ε̄) назовем псевдоокрестностью точки z с псевдорадиусом ε̄. Устройство топологии
τin f выясняет следующее

Предложение 1. Множество U ⊂ Zin f открыто в Zin f тогда и только тогда, когда
для любой точки z ∈U существует псевдоокрестность BR(z, ε̄)⊂U , где ε̄ ∈ E (ε̄= ε̄(z)).

Доказательство следует непосредственно из определения топологии τin f .
Замечание. Если множество M конечно, то для задания топологии τin f достаточно

ограничиться псевдоокрестностями с псевдорадиусами ε̄ = (ερ)ρ∈M такими, что ερ = εσ

для любых ρ,σ ∈ M.
Пространство Zin f , являясь, очевидно, T1-пространством, может не быть хаусдор-

фовым. В нем также могут находиться последовательности, сходящиеся одновременно
к различным точкам.

Пример. Пусть Z = I ∪{a,b}, где I = [0;1], I ∩{a,b}=∅, a ̸= b. Инъекциями φ и ψ
«разместим» множество Z на плоскости R2 с обычной евклидовой метрикой d,

d((x,y),(x′,y′)) =
√
(x− x′)2 +(y− y′)2.

Обозначим A =
{ 1

2n |n ∈ N
}
, B =

{ 1
3n |n ∈ N

}
и положим

φ(a) = ψ(a) = (0,1), φ(b) = ψ(b) = (0,−1),

φ(z) =

{
(z,1) при z ∈ A,
(z,0) при z ∈ I \A

и

ψ(z) =

{
(z,−1) при z ∈ B,
(z,0) при z ∈ I \B.

Далее определим метрики ρ и σ, «перенеся» на Z метрику d с «экземпляров» φ(Z)
и ψ(Z), а именно,

ρ(z1,z2) = d(φ(z1),φ(z2)),

σ(z1,z2) = d(ψ(z1),ψ(z2)),

и положим M = {ρ,σ}. Несложно проверить, что при ε̄= (ε,ε) (см. замечание выше)
BR(a, ε̄) = {a}∪{z ∈ A | z < ε},

BR(b, ε̄) = {b}∪{z ∈ B | z < ε}

и
intin f BR(a, ε̄) = intin f BR(b, ε̄) =∅;

для z ∈ I \ (A∪B) BR(z, ε̄) = (z− ε;z+ ε)∩ I и BR(z, ε̄) ⊂
op

Zin f . Если z ∈ A∪B и 0 < ε⩽ z, то

BR(z, ε̄) = ((z−ε;z+ε)∩ I)\B при z ∈ A и BR(z, ε̄) = ((z−ε;z+ε)∩ I)\A при z ∈ B, причем,
в обоих случаях BR(z, ε̄) ⊂

op
Zin f . Таким образом, окрестностную базу в Zin f составляют

множества вида Oz
ε= (z−ε;z+ε)∩ I, где z ∈ I, ε> 0;V a

U = {a}∪U , гдеU ⊂ (0;1),U открыто
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в I (относительно евклидовой топологии) и U содержит множество {z ∈ A | z < ε} для
некоторого ε> 0, V b

U = {b}∪U , где U задается аналогично (с заменой A на B).
Рассмотрим последовательность

(1
n

)∞

n=1 и ее подпоследовательности
( 1

2n

)∞

n=1,
( 1

3n

)∞

n=1
и (zi)

∞
i=1, где zi =

1
ni
∈ I \ (A∪B), n1 < n2 < .. .. Очевидно, что

1
2n −→

ρ
a и

1
2n −→

σ
0,

1
3n −→

σ
b и

1
3n −→

ρ
0

и
zi −→

ρ,σ
0

(т. е. относительно обеих метрик), что влечет такие же сходимости (т. е. к тем же точ-
кам) относительно топологии τin f . Отметим, что последовательность

(1
n

)∞

n=1 не сходится
относительно каждой из метрик ρ и σ, однако 1

n −→
in f

0.

Покажем далее, что пространство Zin f не удовлетворяет условию Фреше–Урысона
в точках a и b. Действительно, пусть, например, P = (0;1)\ (A∪B). Несложно заметить,
что V a

U ∩P ̸=∅ для любой окрестности (указанного выше вида) точки a, откуда a ∈ [P]in f .
Допустим от противного, что существует последовательность (zn)

∞
n=1 ⊂P такая, что zn −→

in f
a.

Можем считать, что zn+1 < zn <
1
n для любого n ∈ N. Обозначим U = (0;1)\{zn |n ∈ N}.

Легко проверить, что V a
U = {a}∪U – окрестность точки a в Zin f , но V a

U ∩{zn |n ∈ Z}=∅.
Получили противоречие. Для точки b рассмотрение аналогичное.

Как показывает пример, пространство Zin f может не быть пространством Фреше–
Урысона. Однако справедливо

Предложение 2. Пространство Zin f секвенциально.
Доказательство. Пусть A ⊂ Zin f и A не замкнуто в Zin f . Но тогда A не замкнуто

относительно некоторой метрики ρ ∈ M, и следовательно существуют точка z ∈ Zin f \A
и последовательность (an)

∞
n=1 ⊂ A такие, что an −→

ρ
z. Последнее влечет сходимость

an −→
in f

z. □

Исследуем подробнее сходимость в Zin f . Рассмотрим произвольную последователь-
ность (zn)

∞
n=1 ⊂ Zin f . Будем говорить, что последовательность (zn)

∞
n=1 R-сходится к точке

z ∈ Zin f (кратко zn −→
R

z), если для любой псевдоокрестности BR(z, ε̄) точки z можно выбрать
n ∈ N так, чтобы {zk | k ⩾ n} ⊂ BR(z, ε̄). Отметим, что из сходимости zn −→

ρ
z, где ρ ∈ M,

следует R-сходимость zn −→
R

z, а последняя, очевидно, влечет сходимость zn −→
in f

z.

Предложение 3. При выполнении в Zin f условия (Lim), сходимость zn −→
in f

z

и R-сходимость zn −→
R

z равносильны.
Доказательство.Водну сторону (zn −→

R
z⇒ zn −→

in f
z) утверждение очевидно (см. пред-

ложение 1). Пусть zn −→
in f

z. Допустим от противного, что R-сходимость zn −→
R

z отсутствует.

Тогда существуют псевдоокрестность BR(z, ε̄) =
⋃
ρ∈M

Bρ(z,ερ) и подпоследовательность

(zni)
∞
i=1 такие, что BR(z, ε̄)∩{zni | i ∈N}=∅. Обозначим ai = zni и A = {ai | i ∈N}. Посколь-

ку ai −→
in f

z и z /∈ A, то множество A не замкнуто в Zin f , и следовательно, A не замкнуто

относительно некоторой метрики ρ ∈ M. Но тогда найдутся точка z′ ∈ Zin f \A и подпосле-
довательность (ai j)

∞
j=1 такие, что ai j −→

ρ
z′. А поскольку ai j −→in f

z′ и в то же время ai j −→in f
z,
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то в силу условия (Lim) z = z′, откуда ai j −→
ρ

z. Однако {ai j | j ∈N} ⊂ A и A∩Bρ(z,ερ) =∅.
Получили противоречие. □

Предложение 4. Пусть Zin f удовлетворяет условию (Lim) и zn −→
in f

z. Тогда суще-

ствуют метрика ρ ∈ M и подпоследовательность (zni)
∞
i=1 такие, что zni −→

ρ
z.

Доказательство. Пусть zn −→
in f

z. Если существует стационарная подпоследователь-

ность (zni)
∞
i=1 (т. е. zn1 = zn2 = . . .), то zni −→

ρ
z при любой метрике ρ ∈ M. Если такой

подпоследовательности не существует, то можно выделить подпоследовательность (zni)
∞
i=1,

у которой zni ̸= zn j при i ̸= j и zni ̸= z для каждого i ∈ N. Можно считать, что таковой
является исходная последовательность (zn)

∞
n=1. Повторяя почти дословно рассуждения

выше (доказательство предложения 3), выделяем метрику ρ ∈ M и подпоследовательность
(zni)

∞
i=1 такие, что zni −→

ρ
z. □

Выясним, при каком условии (необходимом и достаточном) псевдоокрестность
BR(z, ε̄) является окрестностью (в смысле Бурбаки, т. е. z ∈ intin f BR(z, ε̄)).

Предложение 5. Пусть z ∈ Zin f . Если z ∈ intin f BR(z, ε̄) для любого псевдорадиуса
ε̄ ∈ E, то пространство Zin f удовлетворяет условию Фреше–Урысона в точке z.

Доказательство.ПустьA⊂ Zin f и z∈ [A]in f . Допустим, что z /∈ [A]ρ для любой метрики
ρ∈M. Но тогда, как легко заметить, BR(z, ε̄)∩A=∅ при некотором ε̄∈ E, что противоречит
соотношениям z ∈ intin f BR(z, ε̄) и z ∈ [A]in f . Таким образом z ∈ [A]ρ для некоторой метрики
ρ∈ M, и следовательно, можно выбрать последовательность (an)

∞
n=1 ⊂ A так, чтобы an −→

ρ
z.

Последнее влечет сходимость an −→
in f

z. □

Обратное утверждение докажем при дополнительном условии.
Предложение 6. Если в пространстве Zin f выполняется условие (Lim), а в точке

z ∈ Zin f выполняется условие Фреше–Урысона, то z ∈ intin f BR(z, ε̄) для любого ε̄ ∈ E.
Доказательство. Допустим от противного, что z /∈ intin f BR(z, ε̄) для некоторого ε̄ ∈ E.

Обозначим A = Zin f \BR(z, ε̄). Ясно, что z /∈ A, но z ∈ [A]in f . По условию можно выбрать
последовательность (an)

∞
n=1 ⊂ A так, чтобы an −→

in f
z. Но тогда в силу предложения 4 для

некоторых метрики ρ ∈ M и подпоследовательности (ani)
∞
i=1 имеет место сходимость

ani −→
ρ

z. Таким образом для некоторого m ∈ N при всех i ⩾ m выполняются соотношения

ani ∈ Bρ(z,ερ)⊂ BR(z, ε̄), что противоречит соотношениям ani ∈ A. □
Предложения 5 и 6 можно дополнить следующим образом.
Предложение 7. Для пространства Zin f следующие условия равносильны:
(а) z ∈ intin f BR(z, ε̄) для любых z ∈ Zin f и ε̄ ∈ E;
(б) для любых z ∈ Zin f и ε̄∈ E можно выбрать δ̄∈ E таким образом, что для каждой

точки y ∈ BR(z, δ̄) найдется псевдоокрестность BR(y, γ̄) ⊂ BR(z, ε̄).
Доказательство. (a) ⇒ (б) вытекает непосредственно из предложения 1.
Докажем, что (б) ⇒ (a). Пусть выполняется условие (б). Фиксируем произвольную

псевдоокрестностьBR(z0, ε̄0) и обозначимU = {z∈ Zin f |BR(z, ε̄)⊂BR(z0, ε̄0) для некоторого
ε̄ ∈ E}. Очевидно, что z0 ∈U ⊂ BR(z0, ε̄0). Используя условие (б) и предложение 1, легко
проверить, что U ⊂

op
Zin f . □

2. Экспоненциальное пространство и экспоненциальные топологии. Рассмотрим
произвольное T1-пространство X с топологией τ и его экспоненту expX . Определенные
на множестве expX топологии Виеториса τV , Фелла τF и локально конечная τLF связаны
очевидными соотношениями

τF ⩽ τV и τV ⩽ τLF .
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Совпадение τF = τV равносильно компактности пространства X [4; 8], а для совпаде-
ния τV = τLF необходимо и достаточно, чтобы в X любое локально конечное семейство
открытых множеств было конечно [5; 9] (для вполне регулярного пространства X выполне-
ние этого условия равносильно его псевдокомпактности [10, с. 311]).

Если пространство X метризуемо и Ω – множество всех допустимых (т. е. согласо-
ванных с топологией τ) метрик на X , то на expX помимо топологий τV , τF и τLF возникает
множество метрик Хаусдорфа M = {ρ̂ |ρ ∈ Ω} и множество соответствующих топологий
TM = {τρ̂ |ρ ∈ Ω}, а также топологии τin f и τsup, инфимум и супремум соответственно
множества TM в полной решетке T всех топологий на expX . Соотношения топологий
вида τρ̂ с топологией τV хорошо известны [3]: τV ⩾ τρ̂ равносильно вполне ограниченности
метрики ρ, τV ⩽ τρ̂ тогда и только тогда, когда ρ – метрика Атсуи (т. е. ρ(A,B) > 0 для
любых непустых замкнутых в X дизъюнктных множеств A и B, что равносильно равномер-
ной непрерывности любой непрерывной вещественнозначной функции на метрическом
пространстве (X ,ρ) [11]), а совпадение τV = τρ̂ равносильно компактности пространства X .
Как оказалось, τsup = τLF [5]. Из этого тотчас следует (см. [5]), что если топология τsup
удовлетворяет первой аксиоме счетности, то она и метризуема, причем τsup = τρ̂ (супремум
«достигается»), где ρ ∈ Ω и ρ – метрика Атсуи; и обратно, если пространство X допускает
метрику Атсуи ρ, то τsup = τρ̂.

Перейдем к топологиям τF и τin f . Напомним некоторые свойства топологии τF .
Известно, что если пространство expF X хаусдорфово, то оно и вполне регулярно, что,
в свою очередь, равносильно тому, что пространство X хаусдорфово и локально компактно
[12]. Если же expF X метризуемо, то оно является польским пространством (т. е. со
счетной базой и допускает полную метрику), что, в свою очередь, равносильно тому, что
X – хаусдорфово локально компактное пространство со счетной базой [8]. Отметим также,
что если пространство X хаусдорфово и локально компактно, то локально компактно
и пространство expF X (см. [8]).

К вышесказанному добавим следующее
Предложение 8. Если пространство X хаусдорфово и является пространством

Фреше–Урысона, то пространство expF X удовлетворяет условию (Lim).
Доказательство. Допустим от противного, что существуют последовательность

(Fn)
∞
n=1 ⊂ expF X и множестваA∈ expF X и B∈ expF X такие, чтоFn −→

F
A, Fn −→

F
B иA ̸=B.

Пусть, например,B\A ̸=∅, z∈B\A. Из сходимостиFn −→
F

A и соотношенияA∈D1(X \{z})
следует, что Fn ∈ D1(X \{z}) или, другими словами, z /∈ Fn для всех n, начиная с некоторого
номера. Можем считать, что z /∈ Fn для любого n ∈ N. Пусть далее U – произвольная
окрестность точки z. Из сходимости Fn −→

F
B и соотношения B ∈ D2(U) следует, что Fn ∩

∩U ̸=∅ для всех n, начиная с некоторого номера, и тем более
(

∞⋃
n=1

Fn

)
∩U ̸=∅. Но тогда

z ∈
[

∞⋃
n=1

Fn

]
, и в силу условия Фреше–Урысона существует последовательность (xn)

∞
n=1 ⊂

⊂
∞⋃

n=1
Fn, сходящаяся к точке z. Можем считать, что {xn | n ∈ N}∩A = ∅. А поскольку

K = {xn | n ∈ N} ∪ {z} – компакт и A ∈ D1(X \K), то из сходимости Fn −→
F

A следует,
что для некоторого m ∈ N справедливо соотношение ∪{Fn |n ⩾ m} ⊂ X \K или, другими
словами, (∪{Fn |n ⩾ m})∩K =∅. Но тогда {xn |n ∈ N} ⊂ ∪{Fn |n < m}, и следовательно
для некоторого k < m множество Fk содержит подпоследовательность (xni)

∞
i=1. Последнее

влечет соотношение z ∈ Fk. Получили противоречие. □
Рассмотрим далее топологию τin f и соответствующее пространство expin f X (т. е.

множество expX с топологией τin f ). Заметим, прежде всего, что при любой метрике ρ ∈ Ω
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множество X̂ = {{x} | x ∈ X} замкнуто в expρ̂X и каноническая биекция

X ∋ x −→ {x} ∈ X̂

является изометрией (метрических пространств (X ,ρ) и (X̂ , ρ̂)). Тогда справедливо
Предложение 9. Подпространство X̂ ⊂ expin f X замкнуто в expin f X и канонически

гомеоморфно (т. е. посредством канонической биекции) пространству X .
Отметим также, что все предложения части 1 (предложения 1–7) остаются справед-

ливыми при замене «Z» на «expX».
Исследуем взаимосвязь топологий τin f и τF и установим простейшие следствия.
Предложение 10. Для любой метрики ρ ∈ Ω справедливо соотношение τρ̂ ⩾ τF .
Доказательство. Рассмотрим произвольные F ∈ expX и окрестности (в expF X)

D2(U) и D1(V ) множества F , где U ⊂
op

X и множество K = X \V компактно. Достаточно

показать, что Bρ̂(F,ε1)⊂ D2(U) и Bρ̂(F,ε2)⊂ D1(V ) при некоторых ε1 > 0 и ε2 > 0. Начнем
с соотношения F ∈ D2(U). Фиксируем некоторую точку x ∈ F ∩U и выберем ε1 > 0 так,
чтобы Bρ(x,ε1) ⊂ U . Несложно проверить, что если P ∈ Bρ̂(F,ε1), то Bρ(x,ε1)∩P ̸= ∅,
и следовательно P ∈ D2(U), откуда Bρ̂(F,ε1) ⊂ D2(U).

Перейдем к соотношению F ∈ D1(V ). В силу компактности множества K можно
выбрать ε2 > 0, при которомBρ(F,ε2)⊂V . Ясно, что еслиP∈Bρ̂(F,ε2), тоP ⊂ Bρ(F,ε2)⊂V ,
откуда Bρ̂(F,ε2)⊂ D1(V ). □

Непосредственно из предложения 10 вытекает
Следствие 1. Справедливо соотношение τin f ⩾ τF .
Из следствия 1 и предложения 8 вытекает
Следствие 2. Пространство expin f X удовлетворяет условию (Lim).
Предложения 3–6 и следствие 2 позволяют сформулировать
Следствие 3. Пусть (Fn)

∞
n=1 ⊂ expin f X и F ∈ expin f X . Справедливы следующие

утверждения:
(а) сходимости Fn −→

in f
F и Fn −→

R
F равносильны;

(б) если Fn −→
in f

F , то можно выбрать подпоследовательность (Fni)
∞
i=1 и метрику

ρ ∈ Ω таким образом, что Fni −→
ρ̂

F;

(в) пространство expin f X удовлетворяет условию Фреше–Урысона в точке
F ∈ expin f X тогда и только тогда, когда F ∈ intin f BR(F, ε̄) для любого ε̄= (ερ)ρ∈Ω ∈ E(
здесь и далее BR(F, ε̄) =

⋃
ρ∈Ω

Bρ̂(F,ερ)
)
.

Поскольку локальная компактность хаусдорфова пространства X равносильна хау-
сдорфовости expF X [12], то соотношение τin f ⩾ τF влечет

Следствие 4. Если метризуемое пространство X локально компактно, то про-
странство expin f X хаусдорфово.

В случае компактностиметризуемого пространстваX , пространство expV X компактно
и все топологии вида τρ̂ совпадают с топологией τV [3], и следовательно τin f = τV (т. е.
expin f X = expV X). Из этих соображений и предложения 9 очевидным образом следует

Предложение 11. Для метризуемого пространства X равносильны условия:
(а) X компактно;
(б) пространство expin f X компактно;
(в) expin f X – компакт, метризуемый любой метрикой ρ̂, где ρ ∈ Ω.
3. Пространство expinfX и первая аксиома счетности. Здесь мы покажем, что для

пространства expin f X выполнение первой аксиомы счетности влечет его метризуемость,
причем, метрикой вида ρ̂, где ρ ∈ Ω (случай «достижения» инфимума), и выявим соответ-
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ствующую связь с устройством исходного пространства X . Нам понадобятся следующие
известные утверждения.

Теорема 1 [13] (см. также [10, с. 439]). Пусть пространство X метризуемо и
F ⊂

cl
X . Тогда для любой метрики ρ0 на F , согласованной с индуцированной топологией,

существует допустимая метрика на X , совпадающая на F с ρ0.
Теорема 2 [14, с. 315]. Хаусдорфово локально компактное пространство X мет-

ризуемо тогда и только тогда, когда X представимо в виде X =
⋃

t∈T
Xt , где Xt ⊂

op
X и Xt

со счетной базой, и Xt ∩Xs = ∅ при t ̸= s.
Нам также понадобится
Лемма 1. Пусть пространство X метризуемо, множества A = {at | t ∈ T} и B =

= {bt |t ∈ T} (at ̸= as и bt ̸= bs при t ̸= s) замкнуты вX и дискретны (как подпространства).
Тогда для любого ε̄ ∈ E, ε̄ = (ερ)ρ∈Ω, множество

{t ∈ T |BR(A, ε̄) ̸∋ A∪{bt}}
конечно.

Доказательство. Допустим от противного, что можно выбрать tn ∈ T (tn ̸= tk при
n ̸= k) таким образом, что BR(A, ε̄) ̸∋ A∪{btn} для любого n ∈ N. Вследствие теоремы 1
существует метрика σ∈Ω, для которой σ(atn,btn) =

1
n при каждом n∈N. Но тогдаBR(A, ε̄)⊃

⊃ Bσ̂(A,εσ) ∋ A∪{btn} для всех n, для которых 1
n < εσ. Получили противоречие. □

В работе [15] введено понятие уплотняющей метрики.
Определение [15]. Допустимая метрика ρ на не компактном пространстве X назы-

вается уплотняющей, если соответствующее пополнение X̃ – компакт с одноточечным
наростом X̃ \ X .

Теорема 3 [15; 16]. Хаусдорфово не компактное пространство X допускает уплот-
няющую метрику тогда и только тогда, когда X локально компактно и со счетной базой.

Теорема 4 [15]. Допустимая метрика ρ на не компактном пространстве X явля-
ется уплотняющей тогда и только тогда, когда из любых бесконечных дискретных
и замкнутых в X множеств A и B можно выбрать последовательности точек an ∈ A
и bn ∈ B так, чтобы ρ(an,bn) −→ 0.

Лемма 2 (уточнение теоремы 4). Допустимая метрика ρ на не компактном про-
странстве X является уплотняющей тогда и только тогда, когда для любых двух
последовательностей (xn)

∞
n=1 ⊂ X и (yn)

∞
n=1 ⊂ X , не имеющих в X предельных точек

(точка называется предельной для последовательности, если любая ее окрестность
содержит бесконечно много членов этой последовательности), ρ(xn,yn)−→ 0.

Доказательство. Достаточность – очевидное следствие теоремы 4. Докажем необхо-
димость. Пусть метрика ρ уплотняющая, X̃ – соответствующее компактное пополнение, ξ –
точка нароста (т. е. X̃ \X = {ξ}) и U – произвольная окрестность точки ξ (т. е. ξ ∈U ⊂

op
X̃).

Поскольку множество K = X̃ \U компактно, то K может содержать лишь конечное число
членов каждой из последовательностей. Таким образом, xn −→ ξ и yn −→ ξ. Но тогда,
очевидно, ρ(xn,yn)−→ 0. □

Перейдем к основному результату этой части. Прежде всего отметим, что в рас-
сматриваемом контексте случай компактности метризуемого пространства X тривиален,
поскольку в этом случае все топологии вида τρ̂ совпадают с топологией Виеториса τV , и,
таким образом, expin f X = expV X – компакт, метризуемый любой метрикой ρ̂, где ρ ∈ Ω

(см. предложение 11).
Теорема 5. Для метризуемого не компактного пространства X равносильны

условия:
(а) пространство expin f X удовлетворяет первой аксиоме счетности;
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(б) пространство X локально компактно и со счетной базой;
(в) τin f = τρ̂ (т. е. пространство expin f X метризуемо метрикой ρ̂), где ρ ∈ Ω

и метрика ρ уплотняющая.
Доказательство. (а) ⇒ (б). Пусть для expin f X выполняется первая аксиома счет-

ности. Докажем локальную компактность пространства X . Допустим от противного, что
существует точка x0 ∈ X , ни одна окрестность которой не имеет компактного замыкания.
Фиксируем некоторую метрику ρ0 ∈ Ω. Несложно показать, что найдутся окрестности Un
точки x0 и замкнутые в X дискретные множества An = {an

i | i ∈ N} (an
i ̸= an

j при i ̸= j) такие,
что [Un+1]⊂Un ⊂ Bρ0

(
x0,

1
n

)
и An ⊂Un\ [Un+1] для любого n ∈N. Ясно, что ρ̂0(An,{x0})⩽ 1

n ,
и следовательно An −→

in f
{x0}. Далее для каждого n ⩾ 2 определим множество Bn

k = An ∪

∪{a1
i | i ⩾ k}, а также выберем метрики ρn ∈ Ω, удовлетворяющие условию ρn(an

i ,a
1
i ) =

1
i ,

i ∈ N (см. теорему 1). Легко заметить, что ρ̂n(An,Bk
n)⩽

1
k , и следовательно, Bn

k −→in f
An (при

k → ∞) при каждом фиксированном n ⩾ 2. Обозначим H = {Bn
k |n,k ∈N}. Ясно, что {x0} ∈

∈ [H ]in f , и выполнение первой аксиомы счетности позволяет выбрать последовательность
(Bni

ki
)∞

i=1 ⊂H так, чтобы Bni
ki
−→
in f

{x0}. Но тогда (см. следствие 3(б)) для некоторых метрики

ρ ∈ Ω и подпоследовательности (Bm j
p j )

∞
j=1 (m j = ni j , p j = ki j , i1 < i2 < .. .) имеет место схо-

димость Bm j
p j −→

ρ̂
{x0}, что невозможно, поскольку каждое множество Bm j

p j содержит точки

множества A1, а Bρ(x0,ε)∩A1 =∅ при достаточно малом ε> 0. Получили противоречие.
Локальная компактность пространства X доказана.

Допустим далее, что X не имеет счетной базы. Тогда, используя теорему 2, X можно
представить в виде дизъюнктного объединения непустых открытых множеств Ut и Vt , где
t ∈ T и множество T несчетно. Для каждого t ∈ T фиксируем точки at ∈ Ut и bt ∈ Vt и
положимA= {at |t ∈ T},B= {bt |t ∈ T}. Пусть {Wn |n∈N} – локальная база (в пространстве
expin f X) множества A, W1 ⊃ W2 ⊃ . . .. Выберем псевдоокрестности BR(A, ε̄n), ε̄n = (εn

ρ)ρ∈Ω,
так, чтобы BR(A, ε̄n) ⊂ Wn, и обозначим

Tn = {t ∈ T |BR(A, ε̄n) ̸∋ A∪{bt}}.

В силу леммы 1 каждое множество Tn конечно. Положим S =
∞⋃

n=1
Tn и выберем t0 ∈ T \S

(T \S ̸=∅, поскольку T несчетно, а S не более чем счетно). Рассмотрим множество P = A∪
∪{bt0}. Ясно, что P ∈ BR(A, ε̄n)⊂ Wn для каждого n ∈ N. Но тогда P = A, что невозможно.
Получили противоречие. Итак, пространство X имеет счетную базу. (а)⇒ (б) доказано.

(б) ⇒ (в). Если пространство X локально компактно и со счетной базой, то (см. тео-
рему 3) X допускает уплотняющую метрику ρ. Покажем, что τσ̂ ⩾ τρ̂ для любой метрики
σ ∈ Ω. Тем самым будет доказано совпадение τin f = τρ̂. Допустим от противного, что для
некоторых F ∈ expin f X , σ ∈ Ω и ε > 0 имеем при любом n ∈ N соотношение Bσ̂(F,

1
n) ̸⊂

̸⊂ Bρ̂(F,2ε). Для каждого n ∈ N фиксируем Fn ∈ Bσ̂(F,
1
n)\Bρ̂(F,2ε). Ясно, что

σ̂(F,Fn)<
1
n
, (1)

но
ρ̂(F,Fn)> ε. (2)

Неравенства (2) показывают, что существует последовательность (Fni)
∞
i=1, n1 < n2 < .. .,

для которой либо Fni ̸⊂ Bρ(F,ε) для любого i ∈ N, либо F ̸⊂ Bρ(Fni,ε) для любого i ∈ N.
Рассмотрим первый случай. Можем считать, что Fn ̸⊂ Bρ(F,ε) для любого n ∈ N. Выбираем
точки yn ∈ Fn \Bρ(F,ε) и xn ∈ Bσ(yn,

1
n)∩F (см. (1)). Отметим как очевидное, что при
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каждом n ∈ N

σ(xn,yn)<
1
n
, (3)

и поскольку yn /∈ Bρ(F,ε) (т. е. ρ(yn,F) ⩾ ε), то
ρ(xn,yn)⩾ ε. (4)

Во втором случае, так же как и в первом, можем считать, что F ̸⊂ Bρ(Fn,ε) для любого
n ∈ N. Выберем точки xn ∈ F \Bρ(Fn,ε) и yn ∈ Bσ(xn,

1
n)∩Fn (см. (1)). Ясно, что для точек

xn и yn при любом n ∈ N также выполняются условия (3) и (4).
Покажем далее, что последовательности (xn)

∞
n=1 и (yn)

∞
n=1 не имеют (в обоих случаях)

предельных точек. Допустим, например, что z – предельная точка для последовательности
(xn)

∞
n=1. Тогда xni −→

σ
z для некоторой подпоследовательности (xni)

∞
i=1, что в силу (3)

влечет и сходимость yni −→
σ

z. А поскольку сходимости «−→
σ
» и «−→

ρ
» равносильны, то

ρ(xni,yni) −→ 0, что противоречит условию (4).
Итак, отсутствие предельных точек у последовательностей (xn)

∞
n=1 и (yn)

∞
n=1 доказано.

Но тогда по лемме 2 получаем сходимость ρ(xn,yn) −→ 0, что опять же противоречит
условию (4). (б) ⇒ (в) доказано.

Остается отметить, что импликация (в)⇒ (а) очевидна. □
Легко заметить, что если в части (а) ⇒ (б) теоремы 5 ограничиться доказатель-

ством локальной компактности пространства X , то достаточно предположить выполнение
в пространстве expin f X условия Фреше–Урысона в каждой точке вида {x}, где x ∈ X .
Оказывается, что справедливо и обратное.

Теорема 6.Метризуемое не компактное пространствоX локально компактнотогда
и только тогда, когда пространство expin f X удовлетворяет условию Фреше–Урысона
в каждой точке вида {x}, где x ∈ X .

Доказательство. Доказательство достаточности, как замечено выше, фактически
содержится в доказательстве части (а) ⇒ (б) теоремы 5 (с заменой первой аксиомы
счетности на условие Фреше–Урысона). Докажем необходимость. Пусть X локально
компактно. Фиксируем произвольные x ∈ X и ε̄ = (ερ)ρ∈Ω ∈ E. Можем считать, что для
некоторой метрики σ ∈ Ω замыкание [Bσ(x,εσ)] компактно. Для упрощения записей обо-
значим O = Bσ(x,εσ). Отметим, что если F ∈ expX и F ⊂ O, то множество F компактно, и
следовательно σ̂({x},F)< εσ. Таким образом, D1(O)⊂ Bσ̂({x},εσ). Отметим также очевид-
ные соотношения {x} ∈ D1(O)⊂ BR({x}, ε̄). Покажем далее, что D1(O) ⊂

op
expin f X . Пусть

F ∈ D1(O). Компактность множества F позволяет выбрать для каждой метрики ρ ∈ Ω

некоторое δρ, 0 < δρ < 1, так, чтобы Bρ(F,δρ) ⊂ O, и следовательно Bρ̂(F,δρ) ⊂ D1(O).
Ясно, что BR(F, δ̄)⊂ D1(O), где δ̄= (δρ)ρ∈Ω. В силу предложения 1 D1(O)⊂

op
expin f X . Итак,

{x} ∈ intin f BR({x}, ε̄), откуда следует выполнение для expin f X условия Фреше–Урысона
в точке {x} (см. часть (в) следствия 3). □

4.Пространство expinfX ихаусдорфовость.По-прежнемупространствоX метризу-
емо и не компактно. Если X локально компактно, то expin f X хаусдорфово (см. следствие 4).
В [6] показано, что верно и обратное. Здесь мы приводим более простое, на наш взгляд,
доказательство. Нам понадобится следующая вспомогательная

Лемма 3. Пусть пространство expin f X хаусдорфово, F ∈ expin f X , x ∈ X \F . Тогда
можно выбрать ε̄∈E, ε̄= (ερ)ρ∈Ω, так, чтобыBρ(F,ερ)∩Bσ(x,εσ) =∅ для любых ρ,σ∈Ω.

Доказательство. Обозначим P = F ∪{x}. Хаусдорфовость пространства expin f X
позволяет выбрать ε̄ ∈ E, ε̄= (ερ)ρ∈Ω, таким образом, что BR(F, ε̄)∩BR(P, ε̄) =∅. Допустим,
что для некоторых ρ ∈ Ω и σ ∈ Ω существует точка z ∈ Bρ(F,ερ)∩Bσ(x,εσ). Тогда положим
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M =F∪{z}. Несложно проверить, чтоM ∈Bρ̂(F,ερ) иM ∈Bσ̂(P,εσ). Но тогдаM ∈BR(F, ε̄)∩
∩BR(P, ε̄). Получили противоречие. □

Теорема 7. Пространство expin f X хаусдорфово в том и только в том случае,
когда X локально компактно.

Доказательство. В одну сторону (достаточность) теорема выполняется (см. след-
ствие 4). Докажем необходимость. Пусть пространство expin f X хаусдорфово и не компактно
(случай компактности expin f X тривиален, см. предложение 11). Фиксируем произвольную
точку x ∈ X и некоторое замкнутое в X дискретное множество F , x /∈ F , F = {an |n ∈ N}
(an ̸= ak при n ̸= k). Лемма 3 позволяет выбрать ε̄ ∈ E, ε̄ = (ερ)ρ∈Ω, таким образом, что
Bρ(F,ερ)∩Bσ(x,εσ) =∅ для любых ρ,σ ∈ Ω. Фиксируем некоторую метрику σ ∈ Ω и пред-
положим, что X не локально компактно в точке x. Тогда окрестность Bσ(x,εσ) содержит
замкнутое в X дискретное множество P = {bn |n ∈ N} (bn ̸= bk при n ̸= k). В силу теоре-
мы 1 существует метрика ρ ∈ Ω, для которой ρ(an,bn) =

1
n , n ∈ N. Но тогда, очевидно,

Bρ(F,ερ)∩Bσ(x,εσ) ̸=∅. Получили противоречие. □
5. Топологии τinf , τLF , τV и τF . Случаи совпадения. В этой части рассмотрим

вопрос о сравнении топологии τin f с топологиями τLF , τV и τF . Случаи совпадения описывает
следующая

Теорема 8. Для метризуемого пространства X следующие условия равносильны:
(а) τin f = τV ;
(б) τin f ⩾ τV ;
(в) τin f = τLF ;
(г) τin f = τF ;
(д) X компактно.
Доказательство. Импликации (д) ⇒ (а) ⇒ (б), (д) ⇒ (в) и (д) ⇒ (г) очевидны.

Докажем, что (б) ⇒ (д). Допустим от противного, что X не компактно, и рассмотрим
дизъюнктные замкнутые в X дискретные множества A = {an | n ∈ N} и B = {bn | n ∈ N}
(an ̸= ak и bn ̸= bk при n ̸= k). Обозначим Pn = A∪{bn} и выберем метрику σ ∈ Ω такую,
что σ(an,bn) =

1
n для любого n ∈ N (см. теорему 1). Ясно, что σ̂(A,Pn)⩽ 1

n , откуда Pn −→
σ̂

A,
и в силу соотношений τσ̂ ⩾ τin f ⩾ τV имеет место сходимость Pn −→

V
A. Однако для

окрестности (в expV X) D1(X \B) множества A имеем Pn /∈ D1(X \B) для любого n ∈ N.
Получили противоречие. (б) ⇒ (д) доказано.

(в)⇒ (д). Поскольку τLF ⩾ τV и по условию τin f = τLF , то τin f ⩾ τV . Последнее, как
показано выше ((б) ⇒ (д)), влечет компактность пространства X . (в) ⇒ (д) доказано.

(г) ⇒ (д). Как и в части (б) ⇒ (д) допустим, что X не компактно, и рассмотрим
то же множество A и некоторую точку x0 ∈ X \ A. Положим An = {x0} ∪ {ak | k ⩾ n}.
Рассмотрим окрестность (в expF X) W множества {x0} ∈ expF X , W = D1(U)∩D2(V ), где
x0 ∈ U ⊂

op
X и множество K = X \U компактно, x0 ∈ V ⊂

op
X , V ⊂ U и V ∩A = ∅. Ясно,

что окрестности указанного вида образуют в expF X локальную базу в точке {x0} (точка
в expF X). Ясно также, что An ∈ W для всех n, начиная с некоторого номера. Но тогда
An −→

F
{x0}, откуда, вследствие совпадения τin f = τF , An −→

in f
{x0}, что, в свою очередь,

влечет сходимость Ani −→
ρ̂

{x0} для некоторых подпоследовательности (Ani)
∞
i=1 и метрики

ρ ∈ Ω (см. следствие 3(б)). Последнее, однако, невозможно, поскольку Bρ(x0,ε)∩A =∅
при достаточно малом ε> 0. □

Соотношения τF ⩽ τin f (см. следствие 1) и τin f ⩽ τLF и теорема 8 влекут
Следствие 5. Для метризуемого пространства X следующие условия равносильны:
(а) τF < τin f (т. е. τF ⩽ τin f и τF ̸= τin f );
(б) τin f < τLF ;
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(в) X не компактно.
Вопрос о сравнимости топологий τin f и τV частично проясняет часть (б)⇔(д) теоремы8.

Полностью решает вопрос следующая
Теорема 9. Для метризуемого пространства X равносильны условия:
(а) X со счетной базой;
(б) X допускает вполне ограниченную метрику;
(в) τV ⩾ τin f .
Доказательство. (а)⇔ (б) – хорошо известный факт (см., например, [10, с. 398]).
(б) ⇒ (в). Пусть ρ ∈ Ω и метрика ρ вполне ограничена. Тогда τV ⩾ τρ̂ [3], и следо-

вательно τV ⩾ τin f . (б) ⇒ (в) доказано.
(в) ⇒ (а). Допустим от противного, что в X не существует счетной базы. Тогда,

поскольку X имеет σ-дискретную базу [10, с. 418], то в X найдется замкнутое дискретное
множество A = {aλ | λ < ω1} (aα ̸= aβ при α ̸= β), где λ – любой не более чем счетный
ординал, ω1 – первый несчетный ординал. Обозначим Aλ = {aα |α< λ}, H = {Aλ |λ< ω1}.
Несложно проверить, что A /∈H и A ∈ [H ]V , а поскольку τV ⩾ τin f , то и A ∈ [H ]in f . В силу
секвенциальности пространства expin f X (предложение 2), а также следствия 3 (часть (б)),
найдутся множество B ∈ expX \H , последовательность (Aλn)

∞
n=1 ⊂ H и метрика ρ ∈ Ω

такие, что Aλn −→
ρ̂

B. Рассмотрим следующие варианты расположения множества B.

1) B ̸⊂ A. Фиксируем некоторую точку b ∈ B\A. Ясно, что ε= ρ(b,A)> 0 и Bρ(A,ε) ̸⊃
̸⊃ B, откуда ρ̂(B,Aλ) ⩾ ε для любого λ < ω1, что противоречит сходимости Aλn −→

ρ̂
B.

Таким образом, B ⊂ A.
2) Найдутся aα /∈ B и aβ ∈ B такие, что α< β (aα – «дырка» в множестве B). Выберем

ε > 0 так, чтобы Bρ(aα,ε)∩A = {aα} и Bρ(aβ,ε)∩A = {aβ}. Для всех n ∈ N, начиная
с некоторого номера, ρ̂(B,Aλn) < ε, и следовательно Aλn ∋ aβ. А поскольку aα ∈ Aλn (так
как α< β) и ρ̂(B,Aλn)< ε, то aα ∈ B. Получили противоречие. Таким образом, множество B
не содержит «дырок».

3) Существует не более чем счетный ординал λ0 такой, что λ< λ0 для любой точки
aλ ∈ B. Можно считать, что λ0 – первый среди таких ординалов, и тогда B = Aλ0 , что
невозможно, поскольку B /∈ H .

Итак, получаем совпадение B = A. Фиксируем ординал λ0 < ω1, λ0 > λn для любого
n ∈ N (такой ординал существует, см., например, [14, с. 69]), а также ε> 0, при котором
Bρ(aλ0,ε)∩A= {aλ0}. ПосколькуB=A, то ρ̂(B,Aλn)⩾ ε для каждого n∈N, что противоречит
сходимости Aλn −→

ρ̂
B. □

Остается отметить случай несравнимости топологий τin f и τV . Из теорем 8 и 9
очевидным образом вытекает

Следствие 6. Топологии τin f и τV на expX несравнимы тогда и только тогда, когда
вес пространства X несчетен.
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A. S. Bedritskiy, V. L. Timokhovich
On the topologies of a hyperspace of a metrizable topological space

Summary
The properties of the topology τin f , which is the infimum of the set of all topologies

generated by the Hausdorff metrics on the hyperspace expX of a metrizable topological space
X are studied. As one of the main results necessary and sufficient conditions for the metrizability
(with Hausdorff metric) of τin f are obtained. We also show that expX with the topology τin f is
first-countable space if and only if a space X is locally compact and second-countable. Besides
we investigate relations between τin f and other topologies on the expX : Vietoris topology, Fell
topology and locally finite topology.
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На протяжении всей статьи все группы конечны. Говорят, что подгруппа A группы G
π-квазинормальна в G, если A 1π-субнормальна и модулярна в G. Доказано, что если
группа G π0-разрешима и π-квазинормальность является транзитивным отношением
в G, где π0 = π(D) и D – π-специальный корадикал группы G, то D – абелева холлова
подгруппа нечетного порядка в G.

1. Введение. На протяжении всей статьи все группы конечны и G всегда обозначает
конечную группу; L (G) – решетка всех подгрупп группы G, P – множество всех простых
чисел; π= {p1, . . . , pt} ⊆ P и π′ = P\π. Группа G называется π-специальной [1–3], если

G = Op1(G)×·· ·×Opn(G)×Oπ′(G).

Пересечение всех таких нормальных подгрупп N группы G, для которых факторгруппа
G/N является π-специальной, называется π-специальным корадикалом G.

Подгруппа A группы G называется 1π-субнормальной в G [4–6], если A F-субнор-
мальна в смысле Кегеля [7] или K-F-субнормальна в G [8], где F – класс всех π′-групп,
т. е. в G имеется цепь подгрупп

A = A0 ⩽ A1 ⩽ · · ·⩽ An = G,

такая, что либо Ai−1 ⊴ Ai, либо Ai/(Ai−1)Ai – π′-группа для всех i = 1, . . . ,n.
Подгруппа A группы G называется модулярной в G, если M – модулярный элемент

(в смысле Куроша [9, с. 43]) решетки L (G), т. е. (i) ⟨X ,M ∩ Z⟩ = ⟨X ,M⟩ ∩ Z для всех
X ⩽ G,Z ⩽ G таких, что X ⩽ Z и (ii) ⟨M,Y ∩Z⟩= ⟨M,Y ⟩∩Z для всех Y ⩽ G,Z ⩽ G таких,
что M ⩽ Z.

Подгруппа A группы G называется квазинормальной (Оре) или перестановочной
(Стоунхьюэр) в G, если A перестановочна с каждой подгруппой H группы G, т. е. AH =
= HA. Каждая квазинормальная подгруппа, очевидно, модулярна в группе. Кроме того,
общеизвестен следующий интересный факт.

Теорема A (Шмидт [9, теорема 5.1.1]). Подгруппа A группы G квазинормальна
в G тогда и только тогда, когда A субнормальна и модулярна в G.

Теорема A позволяет определить следующий π-аналог квазинормальности.
Определение 1.1. Мы говорим, что подгруппа A группы G π-квазинормальна в G,

если A 1π-субнормальна и модулярна в G.
Понятно, что подгруппа A квазинормальна в G тогда и только тогда, когда A π-ква-

зинормальна в G, где π – множество всех простых групп.
В данной работе, обобщая соответствующий результат работы Цахера [10] о разре-

шимых PT -группах, мы доказываем следующий факт.
Теорема B. Пусть D – π-специальный корадикал группы G и G является π0-раз-

решимой группой, где π0 = π(D). Если π-квазинормальность является транзитивным
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отношением в G, то D – абелева холлова подгруппа в G, имеющая нечетный порядок,
и каждый главный фактор группы G ниже D является циклическим.

2. Некоторые предварительные результаты. Мы используем G1π для обозначения
класса всех π-специальных групп.

Первая лемма может быть доказана прямой проверкой.
Лемма 2.1. Класс G1π замкнут относительно взятия прямых произведений, гомо-

морфных образов и подгрупп. Более того, если E является нормальной подгруппой в G и
E/(E ∩Φ(G)) является π-специальной группой, то E является π-специальной.

Ввиду леммы 2.1 и предложения 2.2.8 в [8] имеет место следующая
Лемма 2.2. Если N – нормальная подгруппа в G, тогда

(G/N)G1π = GG1πN/N.

Лемма 2.3 (см. лемму 2.6 в [11]). Пусть A, K и N – подгруппы G. Предположим,
что A 1π-субнормальна в G, а N нормальна в G. Тогда:

(1) A∩K 1π-субнормальна в K;
(2) если N ⩽ K и K/N 1π-субнормальна в G/N, то K является σ-субнормальной в G;
(3) если K ⩽ E ⩽ G, где K 1π-субнормальна в E, тогда KN/N 1π-субнормальна

в NE/N.
Все утвеждения следующей леммы вытекают из соответствующих утвеждений лем-

мы 2.3 и общих свойств модулярных подгрупп [9, с. 201].
Лемма 2.4. Пусть A, B и N – подгруппы группы G, где A π-квазинормальна, а N

нормальна в G. Тогда:
(1) подгруппа A∩B π-квазинормальна в B;
(2) подгруппа AN/N π-квазинормальна в G/N;
(3) если N ⩽ B и B/N π-квазинормальна в G/N, то B π-квазинормальна в G.
Говорят, что подгруппа A группы G является π-субквазинормальной в G, если

существует цепь подгрупп

A = A0 ⩽ A1 ⩽ · · ·⩽ An = G

такая, что Ai−1 π-квазинормальна в Ai для всех i = 1, . . . ,n.
Понятно, что π-квазинормальность является транзитивным отношением в G тогда

и только тогда, когда каждая π-субквазинормальная подгруппа G является π-квазинор-
мальной в G.

Следующая лемма является следствием леммы 2.4 данной работы и лемм 1 и 4
работы [12].

Лемма 2.5. Пусть A, B и N – подгруппы группы G, где A π-субквазинормальна
в G, а N нормальна в G. Тогда:

(1) A∩B является π-субквазинормальным в B;
(2) AN/N π-субквазинормальна в G/N;
(3) если N ⩽ K и подгруппа K/N является π-субквазинормальным в G/N, то

K π-субквазинормальна в G.
Лемма 2.6 (см. лемма 1.2.16 в [13]). Если A – квазинормальная p-подгруппа G,

то Op(G) ⩽ NG(A).
3. Доказательство теоремы B. Предположим, что теорема неверна, и пусть

G – контрпример минимального порядка. Тогда D ̸= 1.
(1) Если R – неединичная нормальная подгруппа группы G, то заключение теоремы

выполняется для G/R.
ЕслиH/R – π-субквазинормальная подгруппа группыG/R, тоH π-субквазинормальна

в G по лемме 2.5(3). Поэтому H π-квазинормальна в G по условию теоремы и, значит, H/R
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является π-квазинормальной в G/R по лемме 2.4(2). Следовательно, π-квазинормальность
является транзитивным отношением в G/R. Поэтому имеет место (1) по выбору G.

(2) Если E – собственная π-субквазинормальная подгруппа группы G, то EG1π ⩽ D
и заключение теоремы выполняется для E.

Каждая π-субквазинормальная подгруппа H группы E π-субквазинормальна в G,
поэтому по условию H π-квазинормальна в G, а значит, H π-квазинормальна в E по
лемме 2.4(1). Следовательно, гипотеза верна для E, поэтому заключение теоремы выполня-
ется для E в силу выбора G. Кроме того, поскольку G/D ∈G1π и G1π – наследственный
класс по лемме 2.1, то

E/(E ∩D)≃ ED/D ∈G1π

и поэтому E/(E ∩D) ∈ G1π. Следовательно, EG1π ⩽ E ∩D ⩽ D.
(3) подгруппа D нильпотентна и каждый главный фактор H/K группы G ниже

D является циклическим.
Предположим, что это утверждение неверно, и пусть R – минимальная нормальная

подгруппа G. Прежде покажем, что R ⩽ D. В силу леммы 2.2 и утверждения (1), RD/R =
= (G/R)G1π – абелева группа и каждый главный фактор (H/R)/(K/R) группы G/R ниже
RD/R является циклическим. Предположим, что R∩D = 1. Тогда

D ≃ D/1 = D/(D∩R)≃ RD/R

нильпотентна. Ввиду G-изоморфизма D ≃ RD/R. Каждый главный фактор группы G ниже
D является циклическим. Таким образом, R ⩽ D и поэтому каждый главный фактор группы
G/R между DR/R и R/R является циклическим.

ПосколькуG π(D)-разрешима,R является p-группой для некоторого простого числа p.
Пусть V – максимальная подгруппа в R. Тогда VG = 1 и V π-субквазинормальна в G.
Поэтому V π-квазинормальна в G. Допустим, что V ̸= 1. Тогда R =V G – группа порядка p
согласно [9, теорема 5.2.3], противоречие. Следовательно, V = 1 и поэтому |R|= p. Таким
образом, каждый главный фактор группы G ниже D является циклическим ввиду теоремы
Жордана–Гельдера для главных рядов.

Покажем, что D нильпотентна. Предположим, что G имеет минимальную нормальную
подгруппу N ̸= R. Тогда N ⩽ D и D ≃ D/(N ∩R) нильпотентна. Предположим теперь,
что R – единственная минимальная нормальная подгруппа G. Тогда, ввиду леммы 2.2,
имеет место R ⩽̸ Φ(G) поскольку D ̸= 1 и поэтому R =CG(R) = Op(G) = F(G) согласно
[14, гл. А, 13.8(b) и 15.2]. Но |R| = p. Значит, G/R = G/CG(R) циклическая группа и,
следовательно, G сверхразрешима. Но тогда

D = GG1π ⩽ G′ ⩽ F(G)

и поэтому D нильпотентна. Отсюда имеем (3).
(4) Каждая подгруппа группы F(G) является квазинормальной в G, а каждая

подгруппа группы D нормальная в D (это следует из утверждения (3), леммы 1.6 и тео-
ремы А, поскольку каждая субнормальная подгруппа является π-субквазинормальной
в группе).

(5) D – холлова подгруппа группы G. Следовательно, D имеет дополнение M в G.
Предположим, что это неверно, и пусть P – силовская p-подгруппа группы D

и Gp – силовская p-подгруппа группы G такие, что 1 < P < Gp, Gp ⩽ H, где либо H = Gp
и p ∈ π, либо H – холлова π′-подгруппа в G.

(a) D = P – минимальная нормальная подгруппа в G. Следовательно, H нормальна
в G и |D| = p, поэтому Gp ⩽ CG(D).
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Пусть R – минимальная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в D. Тогда
R является q-группой для некоторого простого числа q ввиду (3). Более того, ввиду
леммы 2.2, D/R = (G/R)G1π является холловой подгруппой группы G/R по утверждению
(1) и тогда H/D нормальна в G/D поскольку G/D π-специальна согласно лемме 2.1. Значит,
H нормальна в G.

Предположим, что PR/R ̸= 1. Тогда PR/R ∈ Sylp(G/R). Если q ̸= p, то P ∈ Sylp(G).
Это противоречит тому, что P < Gp. Следовательно, q = p, поэтому R ⩽ P и значит, P/R ∈
∈ Sylp(G/R) и мы снова получаем, что P ∈ Sylp(G). Это противоречие показывает, что
PR/R = 1, откуда следует, что R = P – единственная минимальная нормальная подгруппа
группы G, содержащаяся в D. Поскольку D нильпотентна по утверждению (3), то p′-до-
полнение S группы D является характеристической подгруппой в D, а значит, нормальной
в G. Следовательно, S = 1, откуда следует, что R = D = P. Наконец, ввиду (3), |D| = p
и поэтому D ⩽ Z(Gp). Следовательно, Gp ⩽ CG(D).

(b) D ⩽̸ Φ(G). Следовательно, для некоторой максимальной подгруппы M группы G
имеет место равенство G = D⋊M.

Это следует из утверждения (a) и леммы 2.2, так как G не π-специальна.
(c) Если в G имеется минимальная нормальная подгруппа L ̸= D, то Gp = D×L –

нормальная абелева подгруппа в G. Следовательно, Op′(G) = 1.
Действительно, DL/L ≃ D – холлова подгруппа группы G/L по утверждениям (1)

и (a). Следовательно, GpL/L = DL/L, поэтому Gp = D× (L∩Gp). Но D < Gp и поэтому
L∩Gp ̸= 1, что влечет L∩Gp = L поскольку G p-разрешима по условию. Таким образом,
Gp = D× L и Op′(G) = 1.

(d) V =CG(D)∩M – нормальная подгруппа в G и CG(D) = D×V ⩽ H.
Ввиду утверждений (a) и (b), CG(D) = D×V , где V = CG(D)∩M – нормальная

подгруппа в G. Более того, V ≃ DV/D π-специальна по лемме 2.1. Таким образом,
V = Oπ(V )×Oπ′(V ).

ПустьW – холловская π′-подгруппа вV . Тогда подгруппаW характеристична вV и по-
этому она нормальна в G. Предположим, что p ∈ π. Тогда W ⩽ Op′(G) = 1 и поэтому
V – p-группа. Следовательно, CG(D)⩽ Gp = H. Пусть теперь p ∈ π′ и пусть L – минималь-
ная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в V . Тогда L – p-группа ввиду (c).
Значит, V = Oπ′(V ) ⩽ H и поэтому CG(D) = D×V ⩽ H.

(e) В G имеется минимальная нормальная подгруппа L, где D ̸= L ⩽ M. Следова-
тельно, Gp = D×L – нормальная абелева p-подгруппа в G.

Предположим, что D является единственной минимальной нормальной подгруппой
в G. Тогда D =CG(D) согласно [15, гл. А, 15.2], поскольку D ⩽̸ Φ(G) согласно (b). Однако
D < Gp ⩽CG(G) согласно (a). Это противоречие показывает, что в G имеется минимальная
нормальная подгруппа N ̸= D. Значит, Gp = D×N – нормальная элементарная абелева
подгруппа в G ввиду (c). Но тогда Gp ∩DM = D(Gp ∩M), где Gp ∩M – неединичная
нормальная подгруппа в G и поэтому для некоторой минимальной нормальной подгруппы
L группы G имеет место D ̸= L ⩽ M и Gp = D×L – нормальная абелева p-подгруппа в G.

(f) Каждая подгруппа группы Gp является нормальной в G. Таким образом,
|D|= |L|= p.

Пусть A ⩽ Gp. Тогда A квазинормальна в G ввиду (4), поэтому ввиду (e) имеем
G = GpOp(G) ⩽ NG(A) согласно лемме 2.6.

(g) Заключительное противоречие для (5).
Ввиду (d), CG(D) ⩽ H, где H = Gp, если p ∈ π и H – холлова π′-подгруппа в G,

если p ∈ π′.
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Согласно (e) и (f), Gp = D× L, где |D| = |L| = p и L – минимальная нормальная
подгруппа G, содержащаяся в M, и каждая подгруппа Gp нормальна в G.

Пусть D = ⟨a⟩, L = ⟨b⟩ и N = ⟨ab⟩. Тогда L ̸= N ̸= D, поэтому в силу G-изоморфизмов

Gp/N = DN/N ≃ D ≃ L ≃ LN/N = Gp/N

мы получаем, что CG(D) =CG(L) =CG(Gp) и G/CG(D) = G/CG(L) = G/CG(Gp).
Прежде предположим, что p ∈ π. Тогда CG(L)⩽ Gp. С другой стороны, L ⩽ M, где

M ≃ G/D π-специальна, и поэтому

M = Op1(M)×·· ·×Opn(M)×Oπ′(M),

где p1, . . . , pn ∈ π и

Oπ′(M)⩽CG(L)⩽ Gp ⩽ Oπ(M).

Это показывает, что Oπ′(M) = 1 и поэтому M – нильпотентная π-группа. Следовательно,
M и G – p-группы.

Полученное противоречие показывает, что p ∈ π′ и поэтому CG(D) ⩽ H, где H –
холлова π′-подгруппа в G. Но

Op1(M)×·· ·×Opn(M)⩽CG(D)

и поэтому

Op1(M)×·· ·×Opn(M) = 1.

Следовательно, M, и поэтому G, являются π′-группами. Следовательно, G π-специальна.
Полученное противоречие завершает доказательство (5).

(6) Если p – простое число и (p− 1, |G|) = 1, тогда (p, |D|) = 1. Следовательно
наименьшее простое число в π(G) принадлежит π(|G : D|). В частности, |D| нечетно,
а значит, D абелева.

Предположим, что p делит |D|. Тогда D имеет максимальную подгруппу E такую,
что |D : E| = p и E нормальна в G ввиду утверждений (3) и (5). Отсюда следует, что
CG(D/E) = G, поскольку (p− 1, |G|) = 1, т. е. D/M ⩽ Z(G/M). Но G/D нильпотентна.
Следовательно, G/M нильпотентна и, значит, D ⩽ M < D, противоречие. Следовательно,
наименьшее простое число в π(G) принадлежит π(|G : D|). В частности, |D| нечетно,
и поэтому D абелева, поскольку ввиду (4) D является дедекиндовой группой.

Из утверждений (3), (5) и (6) следует, что заключение теоремы выполняется для G. Но
это противоречит выбору G. Это заключительное противоречие завершает доказательство
теоремы. □

Литература

1. Chunikhin S. A. Subgroups of finite groups. Minsk: Nauka i Tehnika. 1964.
2. Skiba A. N. On some results in the theory of finite partially soluble groups // Commun.

Math. Stat. 2016. Vol. 4, N 3. P. 281–309.
3. Skiba A. N. Some characterizations of finite σ-soluble PσT -groups // J. Algebra. 2018.

Vol. 495. P. 114–129.
4. Haiyan Li, A.-Ming Liu, Safonova I. N., Skiba A. N. Characterizations of

some classes of finite σ-soluble PσT -groups // Communications in Algebra. DOI:
10.1080/00927872.2023.2235006.

5. Zhang X.-F., Guo W., Safonova I. N., Skiba A. N. A Robinson description of finite
PσT -groups // J. Algebra. 2023. Vol. 631. P. 218–235.

6. A-Ming Liu, ChenM., Safonova I. N., SkibaA.N.Finite groupswithmodularσ-subnormal
subgroups // J. Group Theory. 2023. https://doi.org/10.1515/jgth-2023-0064.

32



7. Kegel O. H. Untergruppenverbande endlicher Gruppen, die den subnormalteilerverband
each enthalten // Arch. Math. 1978. Vol. 30, N 3. P. 225–228.

8. Ballester-Bolinches A., Ezquerro L. M. Classes of Finite groups. Dordrecht:
Springer, 2006.

9. Schmidt R. Subgroup lattices of groups. Berlin–New York: Walter de Gruyter, 1994.
10. Zacher G. I gruppi risolubili finiti in cui i sottogruppi di composizione coincidono con

i sottogruppi quasi-normali // Atti della Accademia Nazionale dei Lincei Rend. cl. Sci. Fis. Mat.
Natur. 1964. Vol. 8, N 37. P. 150–154.

11. Skiba A. N. On σ-subnormal and σ-permutable subgroups of finite groups // J. Algebra.
2015. Vol. 436, N 8. P. 1–16.

12. Zimmermann I. Submodular subgroups of finite groups // Math. Z. 1989. Vol. 202,
N 2. P. 545–557.

13. Ballester-Bolinches A., Esteban-Romero R., Asaad M. Products of Finite Groups.
Berlin–New York: Walter de Gruyter, 2010.

14. Doerk K., Hawkes T. Finite Soluble Groups. Berlin–NewYork:Walter de Gruyter, 1992.
15. Huppert B. Endliche Gruppen I. Berlin–Heidelberg–New York: Springer–Verlag, 1967.

I. M. Dergacheva, E. A. Zadorozhnyuk, I. P. Shabalina
Finite partially soluble groups with transitive
π-quasinormality relation for subgroups

Summary
Throughout the article, all groups are finite. We say that a subgroup A of G is π-quasinormal

in G, if A is 1π-subnormal and modular in G. We prove that if the group G is π0-solvable, where
π0 = π(D) and D is the π-special residual of G, and π-quasi-normality is a transitive relation
in G, then D is an abelian Hall subgroup of odd order in G.
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Подгруппа H конечной группы G называется слабо P-субнормальной подгруппой,
если H порождаетcя двумя подгруппами, одна из которых субнормальна в G, а дру-
гую можно соединить с группой G цепочкой подгрупп с простыми индексами.
Устанавливаются свойства слабо P-субнормальных подгрупп, позволяющие распро-
странять известные результаты о конечных группах с наборами P-субнормальных
подгрупп на конечные группы со слабо P-субнормальными подгруппами. В частности,
устанавливается сверхразрешимость конечной группы со слабо P-субнормальны-
ми нормализаторами силовских подгрупп и метанильпотентность группы со слабо
P-субнормальными B-подгруппами.

Введение. В работе рассматриваются только конечные группы. Все обозначения
и терминология соответствуют [1].

Предложенные А. Н. Скибой [2] понятия слабо субнормальной и частично субнор-
мальной подгруппы связаны с порождением подгруппы двумя подгруппами, одна из которых
субнормальна в группе, а другая обладает определенными свойствами.

Определение 1 [2]. ПодгруппуH группыGназывают слабо субнормальной подгруппой
группы G, если H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2 полунормальна в G. Здесь
и далее запись H = ⟨H1,H2⟩ означает, что H порождается своими подгруппами H1 и H2.
Напомним, что подгруппа A группы G называется полунормальной подгруппой группы G,
или полуперестановочной, если существует подгруппа B в группе G такая, что G = AB
и A перестановочна с каждой подгруппой из B.

Пусть P – множество всех простых чисел.
Определение 2. Подгруппа H группы G называется P-субнормальной подгруппой

группы G, если H = G или существует цепочка подгрупп

H = H0 < H1 < .. . < Hn−1 < Hn = G (1)

такая, что |Hi : Hi−1| ∈ P для всех i. В этой ситуации используется обозначение H P-sn G.
Определение 3. Подгруппа H группы G называется KP-субнормальной подгруппой

группы G, если H = G или существует цепочка подгрупп (1) такая, что для каждого i либо
Hi нормальна в Hi+1, либо |Hi : Hi−1| ∈ P. В этой ситуации используется обозначение
H KP-sn G.

Определения 2 и 3 введены А.Ф. Васильевым, Т.И. Васильевой и В.Н. Тютяновым
[3]. Ясно, что субнормальная подгруппа H группы G будет KP-субнормальной в G, а каж-
дая P-субнормальная подгруппа – KP-субнормальной подгруппой. В знакопеременной
группе A6 единичная подгруппа KP-субнормальна, но не P-субнормальна.

Введем следующее новое понятие.
Определение 4. Подгруппу H группы G будем называть слабо P-субнормальной

подгруппой группы G, если H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2 P-субнормальна в G.
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В настоящей работе устанавливаются свойства слабо P-субнормальных подгрупп,
в частности, оказывается, что слабо P-субнормальная подгруппа KP-субнормальна, а в раз-
решимой группе G для подгруппы H следующие утверждения эквивалентны:

H слабо P-субнормальна;
H KP-субнормальна;
H P-субнормальна.
Кроме того, в разрешимой группе каждая слабо субнормальная подгруппа P-субнор-

мальна, но обратное неверно: в симметрической группе S4 подгруппа ⟨(12)⟩P-субнормальна,
но не слабо субнормальна.

Полученные свойства позволяют распространить известные результаты о группах
с наборамиP-субнормальных подгрупп на группы со слабоP-субнормальными подгруппами.
В частности, группа со слабо P-субнормальными нормализаторами силовских подгрупп бу-
дет сверхразрешимой, а со слабо P-субнормальными B-подгруппами – метанильпотентной.

1. Вспомогательные результаты. Через π(G) обозначается множество всех простых
чисел, делящих порядок группы G, а наибольшая нормальная π-подгруппа группы G –
через Oπ(G) для π⊆ π(G), в частности, если π= {p}, то Op(G) – наибольшая нормальная
p-подгруппа группы G. Запись X ≤ Y , X < Y , X ◁Y , X ◁◁ Y означает, что X – подгруппа
в группе Y , соответственно, собственная подгруппа, нормальная подгруппа, субнормальная
подгруппа; |X | – порядок группы X и |X : Y | – индекс Y ≤ X .

Будем использовать следующие обозначения для группы G и ее подгруппы H:
HG – наибольшая нормальная в G подгруппа, содержащаяся в H;
HsG – наибольшая субнормальная в G подгруппа, содержащаяся в H.
Лемма 1 [4, Лемма 1.2]. Если M – максимальная подгруппа группы G, то MG = MsG.
Лемма 2 [1; 5]. Пусть K ◁◁ G, N – нормальная подгруппа группы G, H – подгруппа

группы G, r ∈ π(G). Тогда
(1) KN/N ◁ ◁ G/N;
(2) KN ◁ ◁ G;
(3) если N ≤ H и H/N ◁ ◁ G/N, то H ◁ ◁ G;
(4) π(K) = π(KG) и K ≤ Oπ(K)(G);
(5) если K r-разрешима, то KG r-разрешима;
(6) если K r-нильпотентна, то KG r-нильпотентна;
(7) если K r-разложима, то KG r-разложима.
Лемма 3 [6, лемма 1.8]. (1) Пусть H ≤U ≤ G. Если подгруппа H P-субнормальна

в U , а подгруппа U P-субнормальна в G, то подгруппа H P-субнормальна в G.
(2) Если H – P-субнормальная подгруппа группы G, а N – нормальная подгруппа

группы G, то подгруппа HN P-субнормальна в G, а подгруппа HN/N P-субнормальна
в G/N.

(3) Если N ≤ U ≤ G, N нормальна в G и U/N – P-субнормальная подгруппа груп-
пы G/N, то подгруппа U P-субнормальна в группе G.

(4) Если H – P-субнормальная в группе G подгруппа, а N – нормальная подгруппа
группы G, то (H ∩N) P-субнормальна в N.

Лемма 4. Пусть H – P-субнормальная подгруппа группы G. Если N – нормальная
подгруппа группы G, то H P-субнормальна в HN.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Надо считать HN
собственной подгруппой группы G. Пусть M – максимальная подгруппа группы G простого
индекса, в которой H P-субнормальна. Если HN ≤ M, то по индукции H P-субнормальна
в HN. Пусть HN не содержится в M. Тогда N не содержится в M, G = MN и |G : M| =
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= |N : (N ∩M)| ∈ P. По тождеству Дедекинда H ≤ HN ∩M = H(N ∩M)≤ HN. Так как

|HN : H(N ∩M)|= |H||N||H ∩N ∩M|
|H ∩N||H||N ∩M|

= |N : (N ∩M)| ∈ P,

то |HN : H(N ∩M)| ∈ P. Применяя индукцию к группе M, в которой подгруппа N ∩M
нормальна, а подгруппа H P-субнормальна, заключаем, что подгруппа H P-субнормальна
в H(N ∩M). Значит, подгруппа H P-субнормальна в HN по лемме 3 (1). □

Лемма 5. Если H – слабо P-субнормальная подгруппа группы G и N ◁G, то спра-
ведливы следующие утверждения:

(1) подгруппа HN слабо P-субнормальна в G;
(2) подгруппа HN/N слабо P-субнормальна в G/N;
(3) если N ≤ U ≤ G и U/N – слабо P-субнормальная подгруппа группы G/N, то

U – слабо P-субнормальная подгруппа группы G.
Доказательство. Пусть H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2 P-субнор-

мальна в G.
(1) Согласно лемме 2 (2) подгруппа H1N субнормальна в G, а по лемме 3 (2) под-

группа H2N P-субнормальна в G. Так как HN = ⟨H1N,H2N⟩, то подгруппа HN слабо
P-субнормальна в G.

(2) Ясно, что факторгруппа HN/N = ⟨H1N/N,H2N/N⟩. По лемме 2 (1) подгруппа
H1N/N субнормальна в G/N, а по лемме 3 (2) подгруппа H2N/N P-субнормальна в G/N.
Поэтому HN/N слабо P-субнормальна в G/N.

(3) Пусть N ≤U ≤ G и U/N – слабо P-субнормальная подгруппа группы G/N. Тогда
U/N = ⟨U1/N,U2/N⟩, где U1/N субнормальна в G/N, а U2/N P-субнормальна в G/N. По
лемме 2 (3) подгруппа U1 субнормальна в G, а по лемме 3 (3) подгруппа U2 P-субнормальна
в G. Так как U = ⟨U1,U2⟩, то U – слабо P-субнормальная подгруппа группы G. □

Лемма 6 [3, лемма 3.1]. (1) Пусть H ≤U ≤ G. Если H KP-субнормальна в U , а U
KP-субнормальна в G, то H KP-субнормальна в G.

(2) Если H – KP-субнормальная подгруппа группы G, а N – нормальная подгруппа
группы G, то подгруппа HN KP-субнормальна в G.

Лемма 7. Каждая KP-субнормальная подгруппа разрешимой группы G является
P-субнормальной в G подгруппой.

Доказательство. Пусть H – KP-субнормальная подгруппа разрешимой группы G.
Согласно определению 3 существует цепочка подгрупп (1) такая, что либо Hi нормальна
в Hi+1, либо |Hi : Hi−1| ∈ P для каждого i. Если H = G или |Hi : Hi−1| ∈ P для каждого i, то
H P-субнормальна в G по определению 2. Пусть для некоторого i подгруппа Hi нормальна
в Hi+1. Так как Hi+1 разрешима, то используя ее композиционный ряд, можно построить
цепочку подгрупп Hi = V0 < V1 < .. . < Vm−1 < Vm = Hi+1 такую, что |Vj+1 : Vj| ∈ P для
каждого j. Поступая так с каждой парой подгрупп Hi ◁Hi+1, получим P-субнормальность
подгруппы H в группе G. □

Теорема 1. (1) В группе каждая слабо P-субнормальная подгруппа является KP-суб-
нормальной подгруппой.

(2) В разрешимой группе G для подгруппы H следующие утверждения эквива-
лентны:

(2.1) H – слабо P-субнормальная подгруппа группы G;
(2.2) H – KP-субнормальная подгруппа группы G;
(2.3) H – P-субнормальная подгруппа группы G.

(3) В разрешимой группе каждая слабо субнормальная подгруппа является P-суб-
нормальной подгруппой.
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Доказательство. (1) Воспользуемся индукцией по порядку группы. Пусть H =
= ⟨H1,H2⟩ – слабо P-субнормальная подгруппа группы G и M – максимальная подгруппа
группы G, содержащая H. Здесь H1 субнормальна в G, H2 P-субнормальна в G. Согласно
лемме 1 MsG = MG, поэтому H1 ≤ MG и H = ⟨H1,H2⟩ ≤ MGH2 ≤ M < G. Так как подгруппа
H2 P-субнормальна в G, то H2MG P-субнормальна в G согласно лемме 3 (2). По лемме 4
подгруппаH2 P-субнормальна вH2MG. Поэтому подгруппаH слабоP-субнормальна вH2MG.
По индукции подгруппа H KP-субнормальна в H2MG. Таким образом, H KP-sn H2MG,
а H2MG P-sn G. Согласно лемме 6 (1), подгруппа H KP-субнормальна в G.

(2) Если H – слабо P-субнормальная подгруппа группы G, то согласно утвержде-
нию (1) подгруппа H KP-субнормальна в группе G, поэтому из (2.1) вытекает (2.2).
Если H – KP-субнормальная подгруппа разрешимой группы G, то согласно лемме 7 под-
группа H P-субнормальна в группе G, поэтому из (2.2) следует (2.3). Так как каждая
P-субнормальная подгруппа является слабо P-субнормальной подгруппой, то (2.3)⇒ (2.1).

(3) Вначале проверим, что в разрешимой группе каждая полунормальная подгруппа
P-субнормальна. Пусть A – полунормальная подгруппа группы G. Согласно определению
полунормальной подгруппы, см. определение 1, существует подгруппа B такая, что G = AB
и A перестановочна с каждой подгруппой из B. Пусть

B = B0 ≤ B1 ≤ . . .≤ Bm−1 ≤ Bm = B

– композиционный ряд группы B. Поскольку подгруппа B разрешима, то |Bi : Bi−1| ∈ P
для каждого i = 1,2, . . .m. Так как подгруппа A перестановочна с каждой подгруппой Bi,
то ABi – подгруппа группы G и можно построить цепочку подгрупп

AB = AB0 ≤ AB1 ≤ . . .≤ ABm−1 ≤ ABm = AB = G

такую, что

|ABi : ABi−1|=
|A||Bi||A∩Bi−1|
|A∩Bi||A||Bi−1|

=
|Bi : Bi−1|

|(A∩Bi) : (A∩Bi−1)|
делит |Bi : Bi−1| ∈ P. Значит, A – P-субнормальная подгруппа группы G.

Пусть H = ⟨H1,H2⟩ – слабо субнормальная подгруппа разрешимой группы G, под-
группа H1 субнормальна в G, H2 полунормальна в G. Согласно доказанному подгруппа H2
P-субнормальна в G и H = ⟨H1,H2⟩ будет слабо P-субнормальной подгруппой группы G.
По утверждению (2) подгруппа H P-субнормальна в G. □

Лемма 8. Пусть в группе G существует холлова подгруппа H.
(1) Если H слабо субнормальна в G, то H полунормальна в G.
(2) Если H слабо P-субнормальна в G, то H P-субнормальна в G.
Доказательство. Пусть H – π-холлова подгруппа группы G для некоторого π⊆ π(G).

Если H1 ≤ H и H1 субнормальна в G, то HG
1 – π-группа согласно лемме 2 (4) и HG

1 ≤ H.
(1) Если H слабо субнормальна в G, то H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2

полунормальна вG. ПосколькуH =HG
1 H2, тоH полунормальна вG по лемме [7, лемма 1 (2)].

(2) Если H слабо P-субнормальна в G, то H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2
P-субнормальна в G. Поскольку H = HG

1 H2, то H P-субнормальна в G по лемме 3 (2). □
Заметим, что KP-субнормальная холлова подгруппа (в частности, силовская подгруп-

па) может быть неP-субнормальной. Например, в группеG=C7×A6 силовская 7-подгруппа
C7 нормальна, а значит, и KP-субнормальна, но не P-субнормальна.

Лемма 9. Пусть R – r-подгруппа группы G. Предположим, что R KP-субнормальна
в G. Если r = max π(G), то R субнормальна в G.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. В силу леммы 2 (4)
субнормальность r-подгруппы R равносильна тому, что R ≤ Or(G). Ясно, что R < G.
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Согласно определению 3, существует цепочка подгрупп

R = H0 < H1 < .. . < Hn−1 = K < Hn = G

такая, что либо подгруппа Hi нормальна в Hi+1, либо |Hi : Hi−1| ∈ P для каждого i. Так как
R – r-подгруппа в K и R KP-субнормальна в K < G, то R субнормальна в K по индукции
и R ≤ Or(K). Если K нормальна в G, то Or(K) субнормальна в G, поэтому

R ≤ Or(K)≤ Or(G),

что и требовалось доказать. Пусть K не нормальна в G. Тогда |G : K| = t ∈ P и t ≤ r =
= max π(G). Если t = r и Gr – силовская r-подгруппа группы G, содержащая Or(K), то

G = KGr, Or(K)G = Or(K)KGr = Or(K)Gr ≤ Gr.

Поэтому R ≤ Or(K)≤ Or(G), что и требовалось доказать. Пусть t < r. Тогда факторгруппа
G/KG изоморфна подгруппе симметрической группы степени t, поэтому G/KG является
r′-группой и силовская r-подгруппа группы G содержится в KG. Значит, R ≤ Or(K)≤ KG ◁G
и опять R субнормальна в G. □

2. Группы со слабо P-субнормальными подгруппами.
Теорема 2. Пусть R – силовская r-подгруппа группы G. Предположим, что R слабо

P-субнормальна в G. Тогда справедливы следующие утверждения:
(1) если r > 2, то G r-разрешима;
(2) если в группе G силовская 3-подгруппа и силовская 5-подгруппа слабо P-суб-

нормальны в G, то G разрешима;
(3) если r = max π(G), то R нормальна в G;
(4) если G – простая группа, то r = 2 и

G ∈ T= {PSL(2,7),PSL(2,11),SL(3,5),SL(2,2n),2n +1 = p ∈ P}.
Доказательство. (1) Пусть R – силовская r-подгруппа, слабо P-субнормальная в G.

Тогда R = ⟨R1,R2⟩, где R1 субнормальна в G, R2 P-субнормальна в G. Заметим, что R1 ≤
≤ Or(G)≤ R по лемме 2 (4), поэтому R = ⟨R1,R2⟩ ≤ Or(G)R2 = R. По лемме 3 (2) подгруппа
R = Or(G)R2 P-субнормальна в G. Согласно [8, теорема 2.1] группа G r-разрешима.

(2) Пусть в группе G силовская 3-подгруппа и силовская 5-подгруппа слабо P-суб-
нормальны. Тогда по (1) группа G 3-разрешима и 5-разрешима. Значит, имеется нормальный
ряд, факторы которого являются 3-группами, 5-группами или {3,5}′-группами. Так как
{3,5}′-группы разрешимы [9], то группа G разрешима.

(3) По теореме 1 (1) подгруппа R KP-субнормальна в G, а по лемме 9 подгруппа
R нормальна в G.

(4) Пусть R – силовская r-подгруппа, слабо P-субнормальная в G, и группа G простая.
Тогда R = ⟨R1,R2⟩, где R1 субнормальна в G, а R2 P-субнормальна в G. Так как G про-
стая, то Op(G) = 1 и R1 ≤ Op(G) = 1, поэтому R = R2 P-субнормальна в G. Согласно
[8, Следствие 2.1.2] r = 2 и G ∈ T. □

Напомним, что группу, у которой все силовские подгруппы циклические, называют
z-группой.

Следствие 1. Группа сверхразрешима тогда и только тогда, когда выполняется
любое одно из следующих условий:

(1) нормализатор каждой силовской подгруппы слабо P-субнормален в группе;
(2) каждая холлова подгруппа слабо P-субнормальна в группе;
(3) каждая примарная подгруппа и каждая бипримарная нециклическая z-подгруппа

слабо P-субнормальна.
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Доказательство. Согласно [6, лемма 1.1 (2)] в сверхразрешимой группе каждая
подгруппа P-субнормальна. Поэтому проверяем только обратные утверждения.

(1) Пусть в группе G нормализатор каждой силовской подгруппы слабо P-субнорма-
лен. Согласно теореме 1 (1) нормализатор каждой силовской подгруппы будет KP-субнор-
мальной подгруппой. Поскольку каждая подгруппа, содержащая нормализатор силовской
подгруппы, самонормализуема [1, лемма 1.67], то нормализатор каждой силовской под-
группы будет P-субнормальной подгруппой. Согласно [10, теорема 4.1.29 (1)] группа G
сверхразрешима.

(2) Пусть все холловы подгруппы в группе G слабо P-субнормальны. В частности,
все силовские подгруппы будут слабо P-субнормальными в G. По теореме 2 (2) группа
G разрешима. Согласно лемме 8 (2) каждая холлова подгруппа P-субнормальна в G и группа
G сверхразрешима согласно [10, теорема 4.1.29 (2)].

(3) Пусть каждая примарная подгруппа и каждая бипримарная нециклическая
z-подгруппа слабо P-субнормальны. Поскольку в группе G все силовские подгруппы слабо
P-субнормальны, то по теореме 2 (2) группа G разрешима. Согласно теореме 1 (2) каждая
примарная подгруппа и каждая бипримарная нециклическая z-подгруппа P-субнормальны.
По теореме [10, теорема 4.1.29 (3)] группа G сверхразрешима. □

3. Произведение слабо P-субнормальных подгрупп. Зафиксируем простое число
r ∈ π(G). Если группа G содержит нормальную силовскую r-подгруппу, то G называют
r-замкнутой. Если группа G содержит нормальную r′-холлову подгруппу, то G называют
r-нильпотентной. Группа называется r-разрешимой, если она обладает нормальным рядом,
факторы которого являются либо r-группой, либо r′-группой.

Группа G порядка pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n (pi ∈ P, i = 1, . . . ,n) называется дисперсивной по

Оре, если p1 > p2 > .. . > pn и G имеет нормальную подгруппу порядка pα1
1 pα2

2 . . . pαi
i для

любого i = 1,2, . . . ,n.
Группа, в которой все силовские (все примарные циклические) подгруппы P-субнор-

мальны, называется w-сверхразрешимой группой (v-сверхразрешимой группой соответ-
ственно). Группа, в которой все подгруппы Шмидта сверхразрешимы, называется sh-сверх-
разрешимой группой. Каждая w-сверхразрешимая группа является v-сверхразрешимой,
а каждая v-сверхразрешимая группа является sh-сверхразрешимой [11]. Закрепим также
обозначение A за формацией всех групп с абелевыми силовскими подгруппами, а GA – пе-
ресечение всех нормальных подгрупп группы G, факторгруппы по которым принадлежат A .

Нам потребуются следующие утверждения.
Лемма 10.Пусть группаG=AB – произведение слабоP-субнормальных вG подгрупп

A и B. Тогда справедливы следующие утверждения:
(1) если подгруппы A и B разрешимы, то группа G разрешима;
(2) если A и B дисперсивны по Оре, то G дисперсивна по Оре;
(3) если A и B – w-сверхразрешимы, то группа G w-сверхразрешима в каждом

из следующих случаев:
(3.1) индексы подгрупп A и B в группе G взаимно просты;
(3.2) A -корадикал GA группы G нильпотентен.

Доказательство. Согласно теореме 1 (1) подгруппы A и B KP-субнормальны
в группе G. Для KP-субнормальных сомножителей A и B все утверждения доказаны
в работе [3, 5.2–5.5]. □

Теорема 3.Пусть группаG=AB – произведение слабоP-субнормальных вG подгрупп
A и B. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) если A и B r-разрешимы, то G r-разрешима;
(2) если A и B r-нильпотентны и r = min π(G), то G r-нильпотентна;
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(3) если подгруппы A и B r-замкнуты и r = max π(G), то G r-замкнута;
(4) если A и B – v-сверхразрешимы и индексы подгрупп AF(G) и BF(G) в группе

G взаимно просты, то группа G v-сверхразрешима;
(5) если A и B – v-сверхразрешимы и A -корадикал GA группы G нильпотентен,

то группа G w-сверхразрешима;
(6) если A и B sh-сверхразрешимы, то G sh-сверхразрешима.
Доказательство. Пусть A = ⟨A1,A2⟩, B = ⟨B1,B2⟩, где A1 и B1 субнормальны в G,

а A2 и B2 P-субнормальны в G.
(1)ПодгруппыAG

1 иBG
1 нормальны в группеG и r-разрешимыпо лемме 2 (5). Подгруппа

N = AG
1 BG

1 r-разрешима и нормальна в G. Факторгруппа G/N = (A2N/N)(B2N/N), где
A2N/N и B2N/N – P-субнормальные подгруппы в G/N по лемме 3 (2). Согласно [12,
теорема 1 (1)] факторгруппа G/N r-разрешима. Поэтому группа G r-разрешима.

(2) Согласно утверждению (1) группа G r-разрешима. Из минимальности r ∈ π(G)
получаем, что группа G разрешима. По теореме 1 (2) подгруппы A и B P-субнормальны
в G. Согласно [12, теорема 1 (2)] группа G r-нильпотентна.

(3) Согласно теореме 1 (1) подгруппа A KP-субнормальна в группе G. Пусть R1 –
силовская r-подгруппа в A. По условию R1 нормальна в A, в частности, подгруппа R1
KP-субнормальна в A. Ввиду леммы 6 (1) подгруппа R1 KP-субнормальна в группе G. По
условию r = max π(G), а по лемме 9 подгруппа R1 ≤ Or(G). Аналогично, R2 ≤ Or(G), где
R2 – силовская r-подгруппа в B. Согласно [13, VI.4.6] произведение R1R2 – силовская
r-подгруппа в G, поэтому R1R2 ≤ Or(G) и группа G r-замкнута.

(4) Каждая v-сверхразрешимая группа дисперсивна по Оре [6, лемма 2.4]. Согласно
теореме 1 (1) подгруппы A и B KP-субнормальны в группе G. По лемме 10 (2) группа G
дисперсивна по Оре, в частности, группа G разрешима. Теперь подгруппы A и B P-суб-
нормальны в группе G по теореме 1 (2) и группа G становится v-сверхразрешимой со-
гласно [14, теорема 2].

(5) Согласно [11, теорема 3 (2)] каждая v-сверхразрешимая группа с нильпотентным
A -корадикалом GA является w-сверхразрешимой. Остается применить лемму 10 (3.2).

(6) Каждая sh-сверхразрешимая группа дисперсивна по Оре [14, лемма 6 (2.2)].
Согласно теореме 1 (1) подгруппы A и B KP-субнормальны в группе G. По лемме 10 (2)
группа G дисперсивна по Оре, в частности, группа G разрешима. Теперь подгруппы
A и B P-субнормальны в группе G по теореме 1 (2) и группа G становится sh-сверхразреши-
мой согласно [14, теорема 1]. □

Непосредственно из теоремы 3 (4), (5) вытекает
Следствие 2. Пусть A и B – v-сверхразрешимые слабо P-субнормальные подгруппы

группы G = AB. Тогда группа G v-сверхразрешима в каждом из следующих случаев:
(1) индексы подгрупп A и B в группе G взаимно просты;
(2) коммутант группы G нильпотентен.
С учетом [14, следствие 2.2] из теоремы 3 (5) вытекает
Следствие 3. Если A и B – v-сверхразрешимые слабо P-субнормальные подгруппы

группы G = AB, то GvU ≤ GNA .
Следствие 4. Пусть A – v-сверхразрешимая слабо P-субнормальная подгруппа

группы G и G = AB. Тогда группы G v-сверхрзрешима в каждом из следующих случаев:
(1) подгруппа B нильпотентна и нормальна в G;
(2) подгруппа B нильпотентна и |G : B| – простое число.
Доказательство. Пусть A – v-сверхразрешимая слабо P-субнормальная подгруппа

группы G. По теореме 1 (1) подгруппа A KP-субнормальна в G и дисперсивна по Оре
согласно [6, лемма 2.4].
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(1) Пусть подгруппа B нильпотентна и нормальна в G. Тогда факторгруппа G/B
разрешима, а значит, G разрешима.

(2) Пусть B нильпотентна и |G : B| – простое число. Тогда по определению 2 под-
группа B P-субнормальна в G, в частности, B KP-субнормальна в G. Поэтому группа
G дисперсивна по Оре по лемме 10 (2), в частности, группа G разрешима. Следовательно,
подгруппа A P-субнормальна в G по теореме 1 (2) и утверждения (1) и (2) справедливы
в силу [14, лемма 9]. □

4. Группы со слабо P-субнормальными B-подгруппами. Ненильпотентная груп-
па, у которой все собственные подгруппы нильпотентны, называется группой Шмидта.
Я. Г. Беркович предложил [15] называть B-группой группу, у которой факторгруппа по
подгруппе Фраттини является группой Шмидта. B-группы называют также обобщенными
группами Шмидта. Следуя [16], группу Шмидта с нормальной силовской p-подгруппой
и ненормальной силовской q-подгруппой будем называть S⟨p,q⟩-группой.B-группу, у которой
B/Φ(B) является S⟨p,q⟩-группой, будем называть B⟨p,q⟩-группой.

Лемма 11 [8, лемма 1.6]. Пусть U – нормальная в группе V подгруппа и V/U
является B⟨p,q⟩-группой. Если H – наименьшая в V подгруппа такая, что HU =V , то
H будет B⟨p,q⟩-группой.

Лемма 12. Пусть в группе G все B-подгруппы слабо P -субнормальны и N – нор-
мальная подгруппа группы G. Тогда в факторгруппе G/N все B-подгруппы слабо P-суб-
нормальны.

Доказательство. Пусть K/N – B⟨p,q⟩-подгруппа из G/N. По лемме 11 в K существует
B⟨p,q⟩-группа L такая, что K = LN. По условию подгруппа L слабо P-субнормальна в G. Из
леммы 5 (2) следует, что K/N слабо P-субнормальна в G/N. □

Лемма 13 [17, лемма 4]. Если группа G не p-нильпотентна, то в G существует
подгруппа Шмидта с неединичной нормальной силовской p-подгруппой.

Лемма 14 [8, лемма 1.8 (1)]. Если в группе G нет B⟨p,q⟩-подгрупп для всех q ∈ π(G),
то группа G p-нильпотентна.

Теорема 4. (1) Если в группе G все B-подгруппы слабо P-субнормальны, то G ме-
танильпотентна.

(2) Пусть p – наибольший простой делитель порядка группы G. Если в группе
G каждая B⟨p,q⟩-подгруппа слабо P-субнормальна для всех q ∈ π(G), то факторгруппа
G/Op(G) p-нильпотентна; в частности, группа G p-разрешима.

Доказательство. (1) В силу леммы 12 условия теоремы наследуют все факторгруппы
группы G. Будем использовать индукцию по порядку группы. Зафиксируем p = maxπ(G).

Пусть G не p-нильпотентна. Тогда в группе G существует S = [P]Q – подгруппа
Шмидта, которая p-замкнута по лемме 14. По условию S слабо P-субнормальна в G, а по
теореме 1 (1) подгруппа S KP-субнормальна в G. Подгруппа P – нормальная силовская
p-подгруппа в S, в частности, подгруппа P KP-субнормальна в S. По лемме 6 (1) подгруппа P
KP-субнормальна в группе G. По лемме 9 P ≤ Op(G). По индукции факторгруппа G/Op(G)
метанильпотентна, в частности, разрешима, значит, G разрешима.

Пусть теперь G p-нильпотентна. Тогда G = [Gp′]Gp, где Gp′ – нормальная p′-холлова
подгруппа. Пусть H – B-подгруппа в Gp′ . По условию H = ⟨H1,H2⟩ слабо P-субнормальна
в G, где H1 субнормальна в G, H2 P-субнормальна в G. Так как H ≤ Gp′ , то H1 ◁ ◁ Gp′ .
По лемме 3 (4) подгруппа H2 P-субнормальна в Gp′ и H слабо P-субнормальна в Gp′ . По
индукции Gp′ метанильпотентна, в частности, разрешима, поэтому факторгруппа G/Gp′

разрешима и группа G разрешима.
Значит, группа G разрешима и по теореме 1 (2) каждая B-подгруппа P-субнормальна.

Согласно [8, теорема 3.1] группа G метанильпотентна.
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(2) Если в группе G нет B⟨p,q⟩-подгрупп для всех q ∈ π(G), то по лемме 14 группа
G p-нильпотентна и утверждение справедливо. Тогда следует считать, что в группе G есть
B⟨p,q⟩-подгруппы. Пусть p = maxπ(G) и каждая B⟨p,q⟩-подгруппа слабо P-субнормальна
для любого q ∈ π(G). Пусть H = [Hp]Hq – B⟨p,q⟩-подгруппа в G, где Hp – нормальная
силовская p-подгруппа в H и Hq – циклическая силовская q-подгруппа в H. В частности, Hp
KP-субнормальна в H. По условию подгруппа H слабо P-субнормальна в G, по теореме 1 (1)
H KP-субнормальна в G. По лемме 6 (1) Hp KP-субнормальна в G. Из максимальности
p и леммы 9 получаем, что Hp ≤ Op(G). Следовательно, группа G непростая и Op(G) ̸= 1.

Рассмотрим факторгруппу G = G/Op(G). Пусть G не p-нильпотентна, тогда по
лемме 14 в G существует B⟨p,q⟩-подгруппа A = A/Op(G), которая p-замкнута. Согласно
лемме 11 подгруппа A = TOp(G), где T = [Tp]Tq – B⟨p,q⟩-подгруппа из A. Подгруппа Tp
нормальна в T , в частности, KP-субнормальна в T . По условию T слабо P-субнормальна
в G, а по теореме 1 (1) подгруппа T KP-субнормальна в G. По лемме 6 (1) подгруппа Tp
KP-субнормальна в G. Тогда из максимальности p и леммы 9 получаем, что Tp ≤ Op(G)
и подгруппа A – q-подгруппа. Получили противоречие с выбором группы G. Следовательно,
G/Op(G) p-нильпотентна, в частности, группа G p-разрешима. □

Следующий пример показывает, что метанильпотентность группы в теореме 4 (1)
нельзя ослабить до нильпотентности коммутанта.

Пример. У группы G = S3 ≀C2 ([18, SmallGroup(72,40)]) коммутант G′ ∼= [C3]S3
ненильпотентен. Поскольку любая максимальная в G подгруппа непростого индекса изо-
морфна силовской 2-подгруппе, то каждая B-подгруппа группы G будет P-субнормальной
в G подгруппой.
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S. I. Lendziankova
On weakly P-subnormal subgroups of finite groups

Summary
A subgroup H of a finite group G is called a weakly P-subnormal subgroup if H is generated

by two subgroups, one of which is subnormal in G, and the other one can be connected to
G by a subgroup chain with prime indexes. We establish the properties of weakly P-subnormal
subgroups and one makes possible to extend the known results on finite groups with sets of
P-subnormal subgroups to finite groups with weakly P-subnormal subgroups. In particular,
we prove that a finite group with weakly P-subnormal normalizers of Sylow subgroups is
supersolvable and a group with weakly P-subnormal B-subgroups is metanilpotent.
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Пусть X – некоторый непустой класс конечных групп. Полную решетку формаций
θ называют X-отделимой, если для любого терма η(x1, . . . ,xn) сигнатуры {∩,∨θ},
любых θ-формаций F1, . . . ,Fn и любой группы A ∈ X∩η(F1, . . . ,Fn) найдутся такие
X-группы A1 ∈ F1, . . . ,An ∈ Fn, что A ∈ η(θform(A1), . . . ,θform(An)). Доказано, что
решетка всех τ-замкнутых тотально ω-композиционных формаций G-отделима, где
τ – подгрупповой функтор в смысле А. Н. Скибы, G – класс всех конечных групп.

Введение. Все рассматриваемые в работе группы предполагаются конечными. Мы
придерживаемся терминологии и обозначений, принятых в [1–3].

Пусть ω – некоторое непустое подмножество множества всех простых чисел P,
ω′ = P\ω. Всякую функцию вида f : ω∪{ω′}→ {формации групп} называют ω-компози-
ционным спутником [3]. Для произвольного ω-композиционного спутника f полагают

CFω( f ) = (G | G/Rω(G) ∈ f (ω′) и G/Cp(G) ∈ f (p) для всех p ∈ π(Com(G))∩ω),
где Com(G) обозначает множество всех композиционных абелевых факторов группы G;
Rω(G) – наибольшая нормальная разрешимая ω-подгруппа группы G; Cp(G) – пересечение
централизаторов всех тех главных факторов группыG, у которых композиционные факторы
имеют порядок p (если таких факторов у группы G нет, то полагают Cp(G) = G).

Если формация F такова, что F = CFω( f ) для некоторого ω-композиционного
спутника f , то F называют ω-композиционной, а f – ω-композиционным спутником F.

Всякую формацию считают 0-кратно ω-композиционной. При n ≥ 1 формацию F

называют n-кратно ω-композиционной, если F = CFω( f ), где все значения f являются
(n− 1)-кратно ω-композиционными формациями. Формация F называется тотально
ω-композиционной, если она является n-кратно ω-композиционной для всякого целого
неотрицательного n.

Формации такого вида введены А. Н. Скибой и Л. А. Шеметковым в работе [3], где
были установлены их основные свойства, доказана алгебраичность и модулярность решетки
всех n-кратно ω-композиционных формаций, а также поставлено более двух десятков
открытых вопросов, определивших перспективные направления исследований в теории
частично композиционных формаций. Полученные за последующие десять лет результаты
в этом направлении нашли свое отражение в монографиях [4; 5].

В различных приложениях теории классов групп часто возникает необходимость
рассматривать классы групп, замкнутые относительно некоторых систем своих подгрупп,
согласованных с гомоморфизмами. В связи с этим А. Н. Скибой [2] были введены в рас-
смотрение понятия подгруппового функтора τ и τ-замкнутого класса групп, в частности,
τ-замкнутой формации.

Подгрупповым функтором [2] называют отображение τ, сопоставляющее каждой
группе G такую систему ее подгрупп τ(G), что: 1) G ∈ τ(G); 2) для любых групп H ∈ τ(A)
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и T ∈ τ(B) и любого эпиморфизма φ : A → B имеет место Hφ ∈ τ(B) и Tφ−1 ∈ τ(A). Класс
групп F называют τ-замкнутым, если τ(G) ⊆ F для любой группы G ∈ F.

В данной работе мы изучаем некоторые решеточные свойства τ-замкнутых тотально
ω-композиционных формаций, связанные с однопорожденными τ-замкнутыми тоталь-
но ω-композиционными формацими (т. е. порожденными одной единственной группой)
и устанавливаем отделимость решетки cτω∞

всех τ-замкнутых тотально ω-композиционных
формаций в смысле следующего определения.

Пусть X – некоторый непустой класс групп. Полную решетку формаций θ называют
X-отделимой [2], если для любого терма η(x1, . . . ,xn) сигнатуры {∩,∨θ}, любых θ-форма-
ций F1, . . . ,Fn и любой группы A ∈ X∩η(F1, . . . ,Fn) найдутся такие X-группы A1 ∈ F1, . . . ,
An ∈ Fn, что A ∈ η(θform(A1), . . . ,θform(An)).

А. Н. Скибой [2, с. 159] доказано, что для любого подгруппового функтора τ решетка
lτn всех τ-замкнутых n-кратно насыщенных формаций является G-отделимой, а решетка
разрешимых тотально насыщенных формаций S-отделима, где S – класс всех разрешимых
групп. G-отделимость решетки lτ∞ всех τ-замкнутых тотально насыщенных формаций
доказана В. Г. Сафоновым [6]. В совместной работе Л. А. Шеметкова, А. Н. Скибы
и Н. Н. Воробьева [7] установлена G-отделимость решетки lτωn

всех τ-замкнутых n-кратно
ω-насыщенных формаций. В. Г. Сафонов и И. Н. Сафонова [8] доказали G-отделимость
решетки lτω∞

всех τ-замкнутых тотально ω-насыщенных формаций.
В данной статье мы докажем, что для любого подгруппового функтора τ решетка cτω∞

всех τ-замкнутых тотально ω-композиционных формаций является G-отделимой.
Необходимо отметить, что тотально ω-композиционные формации, их решетки

и полугруппы до настоящего времени остаются достаточно слабо изученными. Вместе
с тем накопленный за последние годы идейный и технический материал позволил несколько
активизировать исследования в данном направлении (см., например, работы А. А. Царева
[9; 10]), а также работы авторов [11–13] и В. В. Щербины [14; 15]).

Основным результатом настоящей работы является следующее утверждение:
Теорема A. Решетка cτω∞

всех τ-замкнутых тотально ω-композиционных формаций
является G-отделимой.

В разделе 3 мы докажем теорему A, а также приведем некоторые следствия данного
результата.

1. Определения и обозначения. Напомним некоторые понятия и обозначения,
используемые в работе.

Для любой совокупности групп X через cτω∞
form(X) обозначают пересечение всех

τ-замкнутых тотально ω-композиционных формаций (или, другими словами, cτω∞
-форма-

ций), содержащих X. ЕслиM и H – τ-замкнутые тотально ω-композиционные формации,
то черезM∨ τ

ω∞
H обозначают пересечение всех тотально ω-композиционных формаций,

содержащих M∪H, т. е. M∨ τ
ω∞
H = cτω∞

form(M∪H).
Относительно операций ∨τω∞

и ∩ множество cτω∞
всех τ-замкнутых тотально ω-компо-

зиционных формаций, частично упорядоченное по включению, образует полную решетку
формаций, в которой для любого подмножества {F j | j ∈ J} ⊆ cτω∞

пересечение ∩ j∈JF j
является наибольшей нижней границей и cτω∞

form(F j | j ∈ J) является наименьшей верхней
границей множества {F j | j ∈ J} в cτω∞

.
Пусть f – ω-композиционный спутник формации F. Тогда если все значения f

лежат в F, то спутник f называют внутренним (или приведенным). Спутник f называют
cτω∞

-значным, если все его значения принадлежат cτω∞
.

Пусть { fi | i∈ I} – набор всехω-композиционных cτω∞
-значных спутниковформацииF.

Тогда
⋂

i∈I fi – ω-композиционный cω∞-значный спутник формации F, который называют
минимальным ω-композиционным cω∞-значным спутником формации F.
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Пусть { f j | j ∈ J} – некоторый набор ω-композиционных cτω∞
-значных спутников.

Тогда ω-композиционный cτω∞
-значный спутник f = ∨τω∞

( f j | j ∈ J) определяют следующим
образом:

f (a) = ∨τω∞
( f j | j ∈ J)(a) = ∨τω∞

( f j(a) | j ∈ J) = cτω∞
form(∪ j∈J f j(a))

для всех a ∈ ω∪{ω′}. В частности,

f (a) = ( f1 ∨ τ
ω∞

f2)(a) = f1(a)∨ τ
ω∞

f2(a) = cτω∞
form( f1(a)∪ f2(a)).

Полную решетку формаций θ называют индуктивной [2], если для любого набора
{Fi | i∈ I}формацийFi ∈ θω и для всякого набора { fi | i∈ I} внутреннихω-композиционных
θ-значных спутников, где fi – ω-композиционный спутник формации Fi, имеет место

∨θω(Fi | i ∈ I) =CFω(∨θ( fi | i ∈ I)).

Для всякого класса групп F и всякого простого числа p ∈ ω полагают

F(Cp) =

{
(G/Cp(G) | G ∈ F), если p ∈ π(Com(F)),

∅, если p /∈ π(Com(F)).

Пусть F – непустая формация групп. Тогда через GF обозначают пересечение всех
нормальных подгрупп K группы G с G/K ∈ F и называют F-корадикалом группы G. Если F
и H – формации, то гашюцово произведение FH формаций F и H определяется следующим
образом: G ∈ FH тогда и только тогда, когда GH ∈ F.

2. Вспомогательные результаты. Нам понадобятся некоторые известные факты
теории формаций, которые мы сформулируем в виде следующих лемм.

Лемма 2.1 [3, лемма 2]. Пусть F = ∩i∈IFi, где Fi = CFω( fi). Тогда F = CFω( f ),
где f = ∩i∈I fi.

Лемма 2.2 [14, теорема 2.2]. Решетка cτω∞
всех τ-замкнутых тотально ω-компози-

ционных формаций индуктивна.
Лемма 2.3 [16]. Пусть M – непустая наследственная формация, F – непустая

τ-замкнутая формация. Тогда MF – τ-замкнутая формация.
Лемма 2.4 [14, лемма 2.8; 3, лемма 5]. Пусть X – непустая совокупность групп,

F= cτω∞
form(X), и f – минимальныйω-композиционный cτω∞

-значный спутникформацииF,
и пусть π = ω∩π(Com(X)). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) f (ω′) = cτω∞
form(G/Rω(G) | G ∈ X);

2) f (p) = cτω∞
form(G/Cp(G) | G ∈ X) для всех p ∈ π;

3) f (p) = ∅ для всех p ∈ ω\π;
4) если F=CFω(h), спутник h cτω∞

-значен, то для всех p ∈ π имеет место

f (p) = cτω∞
form(G | G ∈ h(p)∩F, Op(G) = 1)

и
f (ω′) = cτω∞

form(G | G ∈ h(ω′)∩F,Rω(G) = 1);

5) π(Com(X))∩ω = π(Com(F))∩ω.
Лемма 2.5 [3, теорема 6]. Пусть формация F=MH, где H=CFω(h),M=CFω(m)

и спутники h иm являются внутренними. Тогда еслиNπ(M)⊆M,тоформацияF=CFω( f ),
где f (ω′) = F и для всех p ∈ ω имеет место

f (p) =

{
m(p)H, если m(p) ̸=∅,

f (p) = h(p), если m(p) =∅.

Лемма 2.6 [17, гл. IV; 18, предложение 2.2.11]. Пусть F, H иM – формации. Тогда:
1) H ⊆ FH, если F ̸= ∅;

46



2) FH является формацией;
3) GFH = (GH)F для всех G ∈ G;
4) (FH)M = F(HM).
Лемма 2.7 [3, лемма 4]. Если F = CFω( f ) и G/Op(G) ∈ F

⋂
f (p) для некоторого

p ∈ ω, то G ∈ F.
Лемма 2.8 [14, лемма 3.1]. Пусть F – непустая τ-замкнутая формация, π – такое

множество простых чисел, что π(Com(F))∩ω ⊆ π. Тогда формация SπF является
τ-замкнутой тотально ω-композиционной формацией.

Следующая лемма является частным случаем теоремы 4.1.16 [2].
Лемма 2.9 [2]. Решетка всех τ-замкнутых формаций G-отделима.
Напомним, что формацию F называют [19; 20]:
1)ω-разрешимо насыщенной, если из условияG/N ∈F для нормальной вG подгруппы

N из Φ(Rω(G)) всегда следует, что G ∈ F;
2) Nω-насыщенной, если для любого p ∈ ω из того, что G/Φ(Op(G)) ∈ F всегда

следует, что G ∈ F.
Для всякого простого числа p через Zp обозначают группу порядка p.
Лемма 2.10 [20, теорема 4.5]. Пусть F – непустая формация, ω – непустое мно-

жество простых чисел. Следующие утверждения эквивалентны:
1) формация F является Nω-насыщенной;
2) формация F ω-разрешимо насыщенна;
3) cform(F) ⊆ Nω′F;
4) F=CFω( f ), где f – ω-композиционный спутник, удовлетворяющий следующим

условиям:
a) f (p) = Q(G/Cp(G) | G ∈ F), если p ∈ ω и Zp ∈ Com(F);
б) f (p) = ∅;
в) f (S) = F, если S ∈ J\{Zp | p ∈ ω}, где J – класс всех простых групп.

Лемма 2.11 [2, c. 152]. Пусть N1 × . . .×Ni−1 ×Ni+1 × . . .×Nk = Soc(G), где k > 1
и G – группа с Op(G) = 1. Пусть Mi – наибольшая нормальная в G группа, содержащая
N1 × . . .×Ni−1 ×Ni+1 × . . .×Nk, но не содержащая Ni. Тогда справедливы следующие
утверждения:

1) для любого i ∈ {1, . . . ,k} факторгруппа G/Mi монолитична и ее монолит NiMi/Mi
G-изоморфен Ni и Op(G/Mi) = 1;

2) M1 ∩ . . .∩Mk = 1.
3. Доказательство теоремы A. Вначале установим справедливость следующих

вспомогательных утверждений.
Лемма 3.1. Пусть η(x1, . . . ,xn) – терм сигнатуры {∩,∨τω∞

}, fi – внутренний ω-ком-
позиционный cτω∞

-значный спутник формации Fi, i = 1, . . . ,n. Тогда

η(F1, . . . ,Fn) =CFω(η( f1, . . . , fn)),

где η( f1, . . . , fn) – внутренний ω-композиционный cτω∞
-значный спутник η(F1, . . . ,Fn).

Доказательство. Проведем индукцию по числу t вхождений в терм η символов из
{∩,∨τω∞

}. В случае, когда t = 1 утверждение леммы вытекает из лемм 2.1 и 2.2.
Пусть t > 1 и предположим, что утверждение леммы верно для термов с меньшим

числом вхождений символов из {∩,∨τω∞
}. Пусть терм η имеет вид

η1(xi1, . . . ,xir)∆η2(x j1, . . . ,x js),

где ∆ ∈ {∨τω∞
,∩} и

{xi1, . . . ,xir}∪{x j1 , . . . ,x js}= {x1, . . . ,xn}.
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По индуктивному предположению для термов η1(xi1, . . . ,xir) и η2(x j1, . . . ,x js) утверждение
леммы верно. Поэтому

η1(Fi1 , . . . ,Fir) =CFω(η1( fi1, . . . , fir)),

η2(F j1, . . . ,F js) =CFω(η2( f j1, . . . , f js)),

где η1( fi1 , . . . , fir) и η2( f j1, . . . , f js) – внутренние ω-композиционные cτω∞
-значные спутники.

Поэтому имеет место

η(F1, . . . ,Fn) = η1(xi1, . . . ,xir)∆η2(x j1, . . . ,x js) =

=CFω(η1( fi1, . . . , fir)∆η2( f j1, . . . , f js)) =CFω(η( f1, . . . , fn)),

где ∆ ∈ {∨τω∞
,∩}. □

Лемма 3.2. Пусть H = CFω(h), где h – внутренний cτω∞
-значный спутник, π ⊆ ω

и m – натуральное число. Тогда справедливы утверждения:
(1) F= Nm

πH является τ-замкнутой тотально ω-композиционной формацией и F
имеет такой внутренний cτω∞

-значный спутник f , что f (ω′) = F и f (p) = Nm−1
π H для

всех p ∈ π и f (p) = h(p) для всех p ∈ ω \π.
(2) L = SπH является τ-замкнутой тотально ω-композиционной формацией

и L=CFω(l), где l – такой внутренний cτω∞
-значный спутник, что l(ω′) = l(p) = L

для всех p ∈ π и l(p) = h(p) для всех p ∈ ω \π.
Доказательство. (1) Ввиду леммы 2.3 формация F является τ-замкнутой. Кроме

того, формация Nm
π , как известно, является тотально локальной и наследственной (см.,

например, [2, с. 34–35]). ПоэтомуNm
π – τ-замкнутая тотально ω-композиционная формация.

Пусть t – минимальный cτω∞
-значный спутник формации Nm

π . Индукцией по m покажем,
что F является τ-замкнутой тотально ω-композиционной формацией, т. е. F ∈ cτω∞

. Пусть
m = 1. Тогда F = NπH.

По лемме 2.4 для Nπ =CFω(t) имеем t(ω′) = (1), t(p) = (1) для всех p ∈ π, t(p) =∅
для всех p ∈ ω\π. Ввиду леммы 2.5 формация NπH является ω-композиционной и имеет
такой ω-композиционный спутник f , что f (ω′) = NπH, f (p) = t(p)H= (1)H= H для всех
p ∈ π и f (p) = h(p) для всех p ∈ ω \π. Поскольку f (a) – ω-композиционная формация
для всех a ∈ ω∪{ω′}, то F – 2-кратно ω-композиционная формация. Но тогда по тем же
соображениямформацияF является 3-кратноω-композиционной и т. д. Поэтомуформация
F является n-кратно ω-композиционной для любого натурального n. Следовательно, F –
тотально ω-композиционная формация. Таким образом, имеет место F ∈ cτω∞

.
Пусть теперьm> 1 и предположим, что утверждение леммы верно дляm−1. Покажем,

что лемма верна и для m. По лемме 2.6 имеют место равенства

F= N
m
πH= (NπN

m−1
π )H= Nπ(N

m−1
π H).

Согласно лемме 2.5 формация Nπ(Nm−1
π H) является ω-композиционной и имеет такой

ω-композиционный спутник f , что f (ω′) = Nπ(N
m−1
π H),

f (p) = t(p)Nm−1
π H= (1)Nm−1

π H= N
m−1
π H

для всех p ∈ π и f (p) = h(p) для всех p ∈ω\π.Поскольку f (ω′) =Nm
πH и по индуктивному

предположению для всех p ∈ ω формация f (p) является тотально ω-композиционной, то
формация F – тотально ω-композиционна. Таким образом, F= Nm

πH является τ-замкнутой
тотально ω-композиционной формацией. Поэтому имеет место (1).

(2) Поскольку, с учетом леммы 2.6, имеют место равенства

N
m
πL= N

m
π (SπH) = (Nm

πSπ)H=SπH= L,
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то L – τ-замкнутая тотально ω-композиционная формация по утверждению (1). Кроме
того, в силу (1) имеем L = CFω(l), где l – такой внутренний cτω∞

-значный спутник, что
l(ω′) = L, с учетом леммы 2.6,

l(p) = N
m−1
π L= N

m−1
π (SπH) = (Nm−1

π Sπ)H=SπH= L

для всех p ∈ π и l(p) = h(p) для всех p ∈ ω\π. Поэтому справедливо утверждение (2). □
Лемма 3.3.Пусть η(x1, . . . ,xn) – терм сигнатуры {∩,∨τω∞

}, π⊆ω и m – натуральное
число. Тогда для любых τ-замкнутых тотально ω-композиционных формаций F1, . . ., Fn
справедливы равенства:

(1) η(Nm
πF1, . . . ,N

m
πFn) = Nm

πη(F1, . . . ,Fn);
(2) η(SπF1, . . . ,SπFn) = Sπη(F1, . . . ,Fn).
Доказательство. Проведем индукцию по числу t вхождений в терм η символов

{∩,∨τω∞
}. Утверждение леммы очевидно, если t = 0. Пусть t = 1 и ∆ ∈ {∩,∨τω∞

}. Рассмотрим
прежде случай, когда ∆ = ∨τω∞

. Положим

L1 = N
m
π (M∨ τ

ω∞
H), L2 = N

m
πM∨ τ

ω∞
N

m
πH,

X1 =Sπ(M∨ τ
ω∞
H), X2 =SπM∨ τ

ω∞
SπH.

В силу леммы 3.2 формации L1 и X1 являются τ-замкнутыми тотальноω-композицион-
ными формациями. При этом L1 =CFω(l1), где l1 – такой внутренний cτω∞

-значный спутник,
что l1(ω′) = L1 и l1(p) = Nm−1

π (M∨ τ
ω∞
H) для всех p ∈ π и l(p) = k(p) для всех p ∈ ω\π,

где k – некоторый внутренний cτω∞
-значный спутник формации M∨ τ

ω∞
H. Кроме того,

X1 =CFω(x1), где x1 – такой внутренний cτω∞
-значный спутник, что x1(ω

′) = X1 и x1(p) =
= Sπ(M∨ τ

ω∞
H) для всех p ∈ π и x(p) = k(p) для всех p ∈ ω \π.

Поскольку M и H содержатся в M∨ τ
ω∞
H, то

N
m
πM∪Nm

πH⊆ N
m
π (M∨ τ

ω∞
H) = L1,

SπM∪SπH⊆Sπ(M∨ τ
ω∞
H) = X1,

откуда следует L2 = Nm
πM∨ τ

ω∞
Nm
πH ⊆ L1 и X2 = SπM∨ τ

ω∞
SπH ⊆ X1.

Покажем, что L2 = L1. Согласно лемме 3.2 формации Nm
πM и Nm

πH имеют такие внут-
ренние cτω∞

-значные ω-композиционные спутники m1 и h1, соответственно, что m1(ω
′) =

=Nm
πM, h1(ω

′) =Nm
πH и m1(p) =Nm−1

π M, h1(p) =Nm−1
π H для всякого p ∈ π, m1(p) = m(p),

h1(p) = h(p) для всякого p ∈ ω\π, где m и h – некоторые внутренние cτω∞
-значные ω-ком-

позиционные спутники формаций M и H соответственно.
Ввиду леммы 2.2 формация L2 имеет такой внутренний cτω∞

-значный ω-композицион-
ный спутник l2, что для ω′ и всякого p ∈ π имеют место равенства

l2(ω′) = m1(ω
′)∨ τ

ω∞
h1(ω

′) = N
m
πM∨ τ

ω∞
N

m
πH= L2,

l2(p) = m1(p)∨ τ
ω∞

h1(p) = N
m−1
π M∨ τ

ω∞
N

m−1
π H

и l2(p) = m(p)∨ τ
ω∞

h(p) для всех p ∈ ω\π. Следовательно, l1(p) = l2(p) для любого q ∈ ω
и l2(ω′) = L2 ⊆ L1 = l1(ω′).

Допустим, что L1 \L2 ̸=∅ и пусть A – группа минимального порядка из L1 \L2. Тогда
A – τ̄-минимальная монолитическая группа и P = Soc(A) = AL2 . Если π(Com(P))∩π =
=∅, то P либо неабелева группа, либо абелева π′-группа. Поскольку при этом A ∈ L1 =
= Nm

π (M∨ τ
ω∞
H), то A ∈M∨ τ

ω∞
H⊆ L2. Противоречие. Следовательно, π(Com(P))∩π ̸=∅

и P – абелева p-группа, где p ∈ π. Так как L2 – ω-композиционная формация и p ∈ ω, то
P ⊈ Φ(Op(A)) по лемме 2.10. Поэтому P =Cp(A) = Op(A). Поскольку A ∈ L1 и p ∈ π, то

A/Op(A) = A/Cp(A) ∈ l1(p) = l2(p)⊆ L2.
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Но тогда ввиду леммы 2.7 имеем A ∈ L2. Получили противоречие. Поэтому L1 = L2. Таким
образом, в случае когда ∆ = ∨τω∞

утверждение (1) верно.
Покажем теперь, что в рассматриваемом случае утверждение (2) также имеет место,

т. е. X1 = X2. Допустим, что X1 \X2 ̸= ∅ и пусть B – произвольная группа из X1 \X2.
Поскольку B ∈ X1 = Sπ(M∨ τ

ω∞
H), то R = BM∨τω∞

H ∈ Sπ. Пусть k – нильпотентная длина
группы R. Тогда R ∈ Nk

π и, с учетом доказанного выше, имеем

B ∈ Nk
π(M∨ τ

ω∞
H) = N

k
πM∨ τ

ω∞
N

k
πH⊆SπM∨ τ

ω∞
SπH= X2.

Поэтому X1 ⊆ X2 и, следовательно, X1 = X2. Значит, в случае когда ∆ = ∨τω∞
, имеет место

и утверждение (2).
Пусть теперь ∆ = ∩. Положим

X1 = N
m
π (M∩H) и X2 = N

m
πM∩Nm

πH.

Так как

M∩H⊆M иM∩H⊆ H,

то
X1 = N

m
π (M∩H)⊆ N

m
πM и X1 = N

m
π (M∩H)⊆ N

m
πH,

значит, X1 ⊆ X2.
Индукцией по m покажем, что X1 ⊆ X2. Пусть m = 1. Тогда

X1 = Nπ(M∩H) и X2 = NπM∩NπH.
Допустим, что X2 \X1 ̸=∅ и пусть G – группа минимального порядка из X2 \X1. Тогда

G – τ̄-минимальная монолитическая группа и N = Soc(G) = GX1 .
Предположим, что π(Com(N))∩π=∅. Тогда N либо неабелева группа, либо абелева

π′-группа. Поскольку при этом G ∈ NπM∩NπH, то G ∈M∩H. Поэтому G ∈ X1. Противо-
речие. Значит, π(Com(N))∩π ̸=∅ и N – абелева p-группа, где p ∈ π. Ввиду того, что X1 –
ω-композиционная формация и p ∈ π⊆ ω, то N ⊈ Φ(Op(G)) в силу леммы 2.10. Поэтому
N = Op(G) =Cp(G) = F(G) и G = N ⋊M для некоторой максимальной подгруппы M из G.
Так как G ∈ X2 = NπM∩NπH и N = F(G), то M ∈M∩H. Отсюда GM∩H ∈ Nπ. Но тогда
G ∈ Nπ(M∩H) = X1. Получили противоречие. Значит, X1 = X2.

Пусть теперь m > 1 и при m−1 утверждение верно. Пусть G – группа минимального
порядка из X2 \X1. Тогда G – τ̄-минимальная монолитическая группа и N = Soc(G) = GX1 .

Если π(Com(N))∩ π = ∅, то N либо неабелева группа, либо абелева π′-группа.
Тогда поскольку G ∈ Nm

πM∩Nm
πH, то G ∈M∩H. Поэтому G ∈ X1. Противоречие. Значит,

π(Com(N))∩π ̸=∅ и N – абелева p-группа, где p ∈ π. Поскольку X1 – ω-композиционная
формация и p ∈ π⊆ω, то N ⊈ Φ(Op(G)) ввиду леммы 2.10. Поэтому N = Op(G) =Cp(G) =
= F(G) и G = N ⋊M для некоторой максимальной подгруппы M из G. Поскольку

G ∈ X2 = N
m
πM∩Nm

πH и N = F(G),

то G/F(G) ≃ M ∈ Nm−1
π M∩Nm−1

π H. Но тогда по индукции имеем

G/F(G) ∈ Nm−1
π M∩Nm−1

π H= N
m−1
π (M∩H).

Следовательно, так как F(G) ∈ Nπ, то мы получаем

G ∈ Nπ(Nm−1
π (M∩H)) = (NπN

m−1
π )(M∩H) = N

m
π (M∩H) = X1.

Противоречие. Значит, X2 = X1. Поэтому в случае, когда ∆ = ∩ утверждение (1) верно.
Пусть теперь L1 = Sπ(M∩H) и L2 = SπM∩SπH. Тогда, как нетрудно убедиться,

L1 ⊆ L2. Допустим, что L2 ̸⊆ L1 и пусть G – группа минимального порядка из L2 \L1. Тогда
G – τ̄-минимальная монолитическая группа и N = Soc(G) = GL1 .
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Если π(Com(N))∩ π = ∅, то N либо неабелева группа, либо абелева π′-группа.
Тогда поскольку G ∈SπM∩SπH, то G ∈M∩H. Поэтому G ∈ X1. Противоречие. Значит,
π(Com(N))∩π ̸= ∅ и N – абелева p-группа, где p ∈ π. Поэтому

G ∈ NpL1 = Np(Sπ(M∩H)) = (NpSπ)(M∩H) =Sπ(M∩H) = L1.

Полученное противоречие показывает, что L2 = L1. Таким образом, в случае когда ∆ = ∩
утверждение (2) также верно.

Пусть теперь t > 1 и предположим, что лемма верна для всякого терма с меньшим
числом символов из {∨τω∞

,∩}. Пусть η имеет вид

η1(xi1, . . . ,xir)∆η2(x j1, . . . ,x js),

где ∆ ∈ {∨τω∞
,∩} и {xi1, . . . ,xir}∪{x j1, . . . ,x js} = {x1, . . . ,xn}. По индуктивному предполо-

жению для термов η1(xi1, . . . ,xir) и η2(x j1, . . . ,x js) утверждение леммы верно. Поэтому

η1(N
m
πFi1, . . . ,N

m
πFir) = N

m
πη1(Fi1, . . . ,Fir), η2(N

m
πF j1 , . . . ,N

m
πF js) = N

m
πη2(F j1, . . . ,F js) и

η1(SπFi1, . . . ,SπFir) =Sπη1(Fi1, . . . ,Fir), η2(SπF j1, . . . ,SπF js) =Sπη2(F j1, . . . ,F js).

Значит, имеют место равенства

η(NπF1, . . . ,NπFn) = η1(NπFi1, . . . ,NπFir)∆η2(NπF j1, . . . ,NπF js) =

= Nπη1(Fi1, . . . ,Fir)∆Nπη2(F j1, . . . ,F js) = Nπ(η1(Fi1, . . . ,Fir)∆η2(F j1, . . . ,F js)) =

= Nπη(F1, . . . ,Fn).

Таким образом, утверждение (1) верно. Аналогично,

η(SπF1, . . . ,SπFn) = η1(SπFi1, . . . ,SπFir)∆η2(SπF j1, . . . ,SπF js) =

=Sπη1(Fi1, . . . ,Fir)∆Sπη2(F j1 , . . . ,F js) =Sπ(η1(Fi1 , . . . ,Fir)∆η2(F j1 , . . . ,F js)) =

=Sπη(F1, . . . ,Fn).

Следовательно, утверждение (2) также верно. □
Лемма 3.4. Пусть η(x1, . . . ,xn) – терм сигнатуры {∩,∨τω∞

}, Xi и Fi – такие cτω∞
-фор-

мации, что Xi ⊆ Fi, i = 1, . . . ,n. Тогда η(X1, . . . ,Xn) ⊆ η(F1, . . . ,Fn).
Доказательство. Проведем индукцию по числу t вхождений символов {∩,∨τω∞

}
в терм η. Утверждение леммы очевидно, если t = 1.

Пусть t > 1 и лемма верна для всякого терма с меньшим числом символов из {∩,∨τω∞
}.

Пусть терм η имеет вид η1(xi1, . . . ,xir)∆η2(x j1 , . . . ,x js), где ∆ ∈ {∩,∨τω∞
} и

{xi1, . . . ,xir}∪{x j1 , . . . ,x js}= {x1, . . . ,xn}.
Положим

M1 = η1(Xi1, . . . ,Xir), M2 = η2(X j1, . . . ,X js),

H1 = η1(Fi1, . . . ,Fir), H2 = η2(F j1, . . . ,F js).

По индуктивному предположению для термов η1(xi1, . . . ,xir) и η2(x j1, . . . ,x js) утвер-
ждение леммы верно, тогдаMi ⊆Hi, i = 1, 2. Если ∆ =∩, тоM1∩M2 ⊆H1∩H2. Аналогично,
если ∆ = ∨τω∞

, тоM1 ∨ τ
ω∞
M2 ⊆ H1 ∨ τ

ω∞
H2. ПоэтомуM1∆M2 ⊆ H1∆H2. Значит, справедливо

включение
η(X1, . . . ,Xn) = η1(Xi1, . . . ,Xir)∆η2(X j1, . . . ,X js)⊆

⊆ η1(Fi1 , . . . ,Fir)∆η2(F j1 , . . . ,F js) = η(F1, . . . ,Fn),

что завершает доказательство. □
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Напомним, что подгрупповой функтор τ называют замкнутым [2, с. 16], если для
любых двух подгрупп G и H ∈ τ(G) имеет место τ(H) ⊆ τ(G). Пусть τ – произвольный
подгрупповой функтор, τ – пересечение всех замкнутых подгрупповых функторов τi, для
которых τ≤ τi, т. е. τ(G)⊆ τi(G) для любой группы G. Функтор τ называется замыканием
функтора τ [2, с. 20].

Доказательство теоремы A. Предположим, что теорема неверна и пусть группа G –
контрпример минимального порядка. Тогда найдутся терм η(x1, . . . ,xn) сигнатуры {∩,∨τω∞

}
и cτω∞

-формации F1, . . ., Fn, такие что G ∈ η(F1, . . . ,Fn), но не существует групп A1, . . ., An

таких, что A1 ∈ F1, . . ., An ∈ Fn и G ∈ η
(
cτω∞

form(A1), . . . ,cτω∞
form(An)

)
.

Положим M = η(F1, . . . ,Fn), fi – минимальный cτω∞
-значный ω-композиционный

спутник формации Fi, i = 1, . . . ,n.
Вначале покажем, что утверждение теоремы верно, если в терм η входит всего один

символ из {∩,∨τω∞
}. Действительно, если G ∈ F1 ∩F2, то G ∈ Fi, i = 1, 2. Значит,

G ∈ cτω∞
form(G)∩ cτω∞

form(G).

Пусть G ∈ F1 ∨ τ
ω∞
F2 =M и P = Soc(G). Допустим, что G – монолитическая группа.

Допустим, что π(Com(P))∩ω = ∅. Тогда P либо неабелева группа, либо абелева
ω′-группа. Ввиду леммы 2.8 формация Sωτ form(F1 ∪F2) ∈ cτω∞

. Поэтому

G ∈ F1 ∨ τ
ω∞
F2 ⊆Sωτ form(F1 ∪F2).

Из последнего включения следует, что G ∈ τ form(F1 ∪F2) = F1 ∨ τF2. По лемме 2.9
найдутся такие группы A1 ∈ F1 и A2 ∈ F2, что

G ∈ τ form(A1)∨ τ
τ form(A2)⊆ cτω∞

form(A1)∨ τ
ω∞

cτω∞
form(A2).

Пусть теперь π(Com(P))∩ω ̸= ∅. Тогда P – абелева p-группа для некоторого про-
стого числа p ∈ ω. Заметим, что Φ(Op(G)) = 1. Действительно, если Φ(Op(G)) ̸= 1, то
в силу индуктивного предположения для группы G/Φ(Op(G)) утверждение теоремы верно.
Поскольку G ∈ F1∨ τ

ω∞
F2, то G/Φ(Op(G)) ∈ F1∨ τ

ω∞
F2, поскольку F1∨ τ

ω∞
F2 формация. Но

|G/Φ(Op(G))|< |G|. Поэтому, в силу выбора группы G, найдутся такие группы B1 ∈ F1,
B2 ∈ F2, что

G/Φ(Op(G)) ∈ cτω∞
form(B1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(B2).

Так как по лемме 2.10 формация cτω∞
form(B1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(B2) является Np-насы-
щенной, то

G ∈ cτω∞
form(B1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(B2).

Получаем противоречие с выбором группы G. Значит, Φ(Op(G)) = 1. Следовательно,
P ⊈ Φ(Op(G)) и P =CG(P) = Op(G) =Cp(G). Поскольку G ∈M, то по лемме 2.4 имеем
G/P = G/Cp(G) ∈ m(p) и, следовательно, m(p) ̸= ∅. В силу леммы 2.2 справедливо
равенство m(p) = f1(p)∨ τ

ω∞
f2(p).

Допустим, что f1(p) =∅. Тогда m(p) = f2(p) и G ∈ F2 ввиду леммы 2.7. Значит,

G ∈ cτω∞
form(G/GF1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(G).

Противоречие. Поэтому мы можем считать, что f1(p) ̸= ∅ и f2(p) ̸= ∅.
Так как |G/Cp(G)|< |G|, то по индукции для группыG/Cp(G) теорема верна. Поэтому

найдутся такие группы D1 ∈ f1(p) и D2 ∈ f2(p), что

G/Cp(G) ∈ cτω∞
form(D1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(D2).

Пусть Ci = Di/Op(Di), i ∈ 1,2. Тогда

cτω∞
form(Di)⊆ Npcτω∞

form(Ci).
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Поэтому имеет место включение

cτω∞
form(D1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(D2)⊆ Npcτω∞
form(C1)∨ τ

ω∞
Npcτω∞

form(C2).

По лемме 3.3(1) справедливо равенство

Npcτω∞
form(C1)∨ τ

ω∞
Npcτω∞

form(C2) = Np
(
cτω∞

form(C1)∨ τ
ω∞

cτω∞
form(C2)

)
.

Значит,
G/P = G/Cp(G) ∈ Np

(
cτω∞

form(C1)∨ τ
ω∞

cτω∞
form(C2)

)
.

Так как P = Op(G), то Op(G/P) = 1. Поэтому G/P ∈ cτω∞
form(C1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(C2).
Пусть Ri = Zp ≀Ci = Ki⋊Ci, где Zp – группа порядка p, Ki – база регулярного сплетения

Ri, i = 1,2. Понятно, что Op(Ri) = Cp(Ri) = Ki. Так как

Ri/Op(Ri)≃Ci ∈ cτω∞
form(Di)⊆ fi(p),

то в силу леммы 2.7 имеем Ri ∈ Fi. Пусть далее Xi = cτω∞
form(Ri), i = 1,2 и L= X1 ∨ τ

ω∞
X2.

Обозначим через l и xi – минимальные ω-композиционные cτω∞
-значные спутники форма-

ций L и Xi (i = 1,2) соответственно. Тогда по лемме 2.2 имеем l = x1∨ τ
ω∞

x2. Следовательно,

l(p) = x1(p)∨ τ
ω∞

x2(p) = cτω∞
form

(
(R1/Cp(R1)

)
∨ τ
ω∞

cτω∞
form

(
(R2/Cp(R2)

)
=

= cτω∞
form(C1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(C2).

Значит, G/Op(G) = G/P ∈ l(p). В силу леммы 2.7

G ∈ L= cτω∞
form(R1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(R2).

Противоречие.
Пусть теперь G не является монолитической группой и Soc(G) = N1 × . . .×Nk, где

N j – минимальная нормальная подгруппа группы G, j ∈ J = {1, . . . ,k} (k ⩾ 2). Обозначим
через M j наибольшую нормальную подгруппу группы G, содержащую

N1 × . . .×N j−1 ×N j+1 × . . .×Nk

и не содержащую N j. В силу леммы 2.11 группа B j = G/M j является монолитической и ее
монолит N jM j/M j G-изоморфен N j и M1 ∩ . . .∩Mk = 1. Поскольку B j ∈M= F1 ∨ τ

ω∞
F2 и

|B j|< |G|, то по индукции для группы B j найдутся такие группы S j1 ∈ F1 и S j2 ∈ F2, что

B j ∈ cτω∞
form(S j1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(S j2), j ∈ J.

Положим S1 = S11×S21× . . .×Sk1 и S2 = S12×S22× . . .×Sk2. Поскольку S j1 ∈ F1 и S j2 ∈ F2
при любом j ∈ J, то S1 ∈ F1 и S2 ∈ F2. Так как S j1 ∈ cτω∞

form(S1) и S j2 ∈ cτω∞
form(S2) для

любого j ∈ J, то cτω∞
form(S j1)⊆ cτω∞

form(S1) и cτω∞
form(S j2)⊆ cτω∞

form(S2). Поэтому для
всякого j ∈ J имеет место включение

cτω∞
form(S j1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(S j2)⊆ cτω∞
form(S1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(S2).

Поскольку B j ∈ cτω∞
form(S j1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(S j2), то в силу леммы 2.11 получаем, что

G ∈ cτω∞
form(S1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(S2)

как подпрямое произведение групп, изоморфных группам B1, . . ., Bk. Противоречие.
Поэтому мы можем считать, что число t вхождений символов из {∩,∨τω∞

} в терм
η(x1, . . . ,xn) больше 1 и для всех термов с числом вхождений символов из {∩,∨τω∞

}
меньшим t утверждение теоремы верно.

Пусть G ∈ η(F1, . . . ,Fn) и терм η имеет вид

η1(xi1, . . . ,xir)∆η2(x j1, . . . ,x js),
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где ∆ ∈ {∩,∨τω∞
} и

{xi1, . . . ,xir}∪{x j1 , . . . ,x js}= {x1, . . . ,xn}.
Если ∆ = ∩, то G ∈ η1(Fi1, . . . ,Fir)∩ η2(F j1, . . . ,F js). По индукции для термов η1 и η2
утверждение теоремы верно. Следовательно, найдутся такие группы A1 ∈ Fi1 , . . ., Ar ∈ Fir
и B1 ∈ F j1 , . . ., Bs ∈ F js , что

G ∈ η1
(
cτω∞

form(A1), . . . ,cτω∞
form(Ar)

)
и

G ∈ η2
(
cτω∞

form(B1), . . . ,cτω∞
form(Bs)

)
.

Пусть Ω = {xi1, . . . ,xir}∩{x j1, . . . ,x js}. Положим Rim = Am, если xim /∈ Ω, Rim = Pjk = Am×Bk,
если xim = x jk ∈ Ω и Pjk = Bk, если x jk /∈ Ω, m = 1, . . . ,r, k = 1, . . . ,s. Ясно, что Rim ∈
∈ Fim и Pjk ∈ F jk . Обозначим черезMim формацию cτω∞

form(Rim), а черезM jk – формацию
cτω∞

form(Pjk), m = 1, . . . ,r, k = 1, . . . ,s. Поскольку для любых m = 1, . . . ,r, k = 1, . . . ,s
справедливы включения cτω∞

form(Am) ⊆Mim и cτω∞
form(Bk) ⊆M jk , то в силу леммы 3.4

имеют место включения:

η1
(
cτω∞

form(A1), . . . ,cτω∞
form(Ar)

)
⊆ η1(Mi1 , . . . ,Mir),

η2
(
cτω∞

form(B1), . . . ,cτω∞
form(Bs)

)
⊆ η2(M j1, . . . ,M js).

Следовательно, имеем

G ∈ η1(Mi1, . . . ,Mir)∩η2(M j1, . . . ,M js) = η(M1, . . . ,Mn),

гдеMi – однопорожденная τ-замкнутая тотально ω-композиционная подформация фор-
мации Fi, i = 1, . . . ,n. Снова получили противоречие.

Пусть теперь ∆ = ∨τω∞
. Тогда

G ∈ η1(Fi1 , . . . ,Fir)∨ τ
ω∞
η2(F j1, . . . ,F js).

ПоложимH1 = η1(Fi1, . . . ,Fir) иH2 = η2(F j1, . . . ,F js). ТогдаG∈H1∨ τ
ω∞
H2 и по доказанному

существуют такие группы H1 ∈ H1 и H2 ∈ H2, что

G ∈ cτω∞
form(H1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(H2).

Поскольку при t = 1 теорема верна, то для групп H1 и H2 найдутся такие группы
A1 ∈ Fi1 , . . ., Ar ∈ Fir и B1 ∈ F j1 , . . ., Bs ∈ F js , что

H1 ∈ η1
(
cτω∞

form(A1), . . . ,cτω∞
form(Ar)

)
, H2 ∈ η2

(
cτω∞

form(B1), . . . ,cτω∞
form(Bs)

)
.

Пусть теперь Ω = {xi1, . . . ,xir}∩{x j1 , . . . ,x js}. Положим Rim = Am, если xim /∈ Ω, Rim =
= Pjk = Am × Bk, если xim = x jk ∈ Ω и Pjk = Bk, если x jk /∈ Ω, m = 1, . . . ,r, k = 1, . . . ,s.
Очевидно, что Rim ∈Fim и Pjk ∈F jk . ПоложимMim = cτω∞

form(Rim),M jk = cτω∞
form(Pjk), m =

= 1, . . . ,r, k = 1, . . . ,s. Поскольку для любыхm= 1, . . . ,r, k = 1, . . . ,s справедливы включения
cτω∞

form(Am) ⊆Mim и cτω∞
form(Bk) ⊆M jk , то в силу леммы 3.4 имеем:

η1
(
cτω∞

form(A1), . . . ,cτω∞
form(Ar)

)
⊆ η1(Mi1 , . . . ,Mir),

η2
(
cτω∞

form(B1), . . . ,cτω∞
form(Bs)

)
⊆ η2(M j1, . . . ,M js).

Значит, выполняется включение

η1
(
cτω∞

form(A1), . . . ,cτω∞
form(Ar)

)
∨ τ
ω∞
η2
(
cτω∞

form(B1), . . . ,cτω∞
form(Bs)

)
⊆

⊆ η1(Mi1, . . . ,Mir)∨ τ
ω∞
η2(M j1, . . . ,M js).

Так как

cτω∞
form(H1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(H2)⊆
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⊆ η1
(
cτω∞

form(A1), . . . ,cτω∞
form(Ar)

)
∨ τ
ω∞
η2
(
cτω∞

form(B1), . . . ,cτω∞
form(Bs)

)
,

то справедливо включение

cτω∞
form(H1)∨ τ

ω∞
cτω∞

form(H2)⊆ η1(Mi1, . . . ,Mir)∨ τ
ω∞
η2(M j1 , . . . ,M js).

Следовательно,

G ∈ η1(Mi1, . . . ,Mir)∨ τ
ω∞
η2(M j1, . . . ,M js) = η(M1, . . . ,Mn),

гдеMi – однопорожденная τ-замкнутая тотально ω-композиционная подформация форма-
ции Fi, i = 1, . . . ,n. Противоречие. □

Приведем некоторые следствия доказанной теоремы.
Если τ – единичный подгрупповой функтор [2], т. е. τ(G) – совокупность всех подгрупп

группы G для любой группы G, то из теоремы A получаем
Следствие 3.5. Решетка всех наследственных тотально ω-композиционных фор-

маций G-отделима.
В случае когда τ(G) – совокупность всех нормальных подгрупп группы G для каждой

группы G [2, с. 17] из теоремы A получаем
Следствие 3.6. Решетка всех нормально наследственных тотально ω-компози-

ционных формаций G-отделима.
Если τ – тривиальный подгрупповой функтор [2], т. е. τ(G) = {G} для всех G, то

из теоремы A вытекает
Следствие 3.7. Решетка cω∞ всех тотально ω-композиционных формаций является

G-отделимой.
Если ω= P – множество всех простых чисел, то из теоремы A получаем
Следствие 3.8. Решетка cτ∞ всех τ-замкнутых тотально композиционных формаций

является G-отделимой.
Пусть теперь τ – единичный подгрупповой функтор. Тогда из теоремы A вытекает
Следствие 3.9. Решетка всех наследственных тотально композиционных формаций

является G-отделимой.
Пусть τ(G) – совокупность всех нормальных подгрупп группы G для каждой группы G.

Тогда получаем
Следствие 3.10. Решетка всех нормально наследственных тотально композици-

онных формаций является G-отделимой.
Наконец, если τ – тривиальный подгрупповой функтор из теоремы A вытекает
Следствие 3.11. Решетка c∞ всех тотально композиционных формаций является

G-отделимой.
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I. P. Los, V. G. Safonov
Separability of the lattice of τ-closed totally ω-composition formations of finite groups

Summary
Let X be a non-empty class of finite groups. A complete lattice θ of formations is said

X-separable if for every term η(x1, . . . ,xn) of signature {∩,∨θ}, θ-formations F1, . . . ,Fn, and
every group A ∈ X∩ η(F1, . . . ,Fn) are exists X-groups A1 ∈ F1, . . . ,An ∈ Fn such that A ∈
∈ η(θform(A1), . . . ,θform(An)). In particular, if X=G is the class of all finite groups then the
lattice θ of formations is said G-separable or, briefly, separable. It is proved that the lattice cτω∞

of all τ-closed totally ω-composition formations is G-separable.
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При некоторых ограничениях найдены подмодули Вейля с малыми старшими весами
в ограничениях неприводимых представлений простых алгебраических групп на
подсистемные подгруппы типа A1 над полем положительной характеристики.

В работе исследовались подмодули Вейля в ограничениях неприводимых модулярных
представлений простых алгебраических групп.

На проблему нахождения подмодулей Вейля в таких ограничениях обратил внимание
В. Щиголев, который в работах [1] и [2] нашел условие, при котором некоторые подмодули
Вейля могут быть вложены в ограничения простых модулей специальной линейной группы.
Однако пока известно очень мало о подмодулях Вейля в ограничениях даже на «малые»
подгруппы. В то же время их наличие может быть полезным при нахождении правил
ветвления представлений, а также при исследовании структуры унипотентных элементов
в таких представлениях и распознавания представлений по наличию особых элементов.

Напомним вначале необходимые обозначения и определения.
Пусть K – алгебраически замкнутое поле характеристики p > 0; G – простая одно-

связная алгебраическая группа над K ранга r ⩾ 2; α1, . . . ,αr – базис системы корней группы
G относительно фиксированного максимального тора T ⊂ G и подгруппы Бореля B ⊃ T ;
ω1, . . . ,ωr – соответствующие этому базису фундаментальные веса; L(ω) – неприводимый
модуль группы G со старшим весом ω= a1ω1 + . . .+arωr, в котором реализуется неприво-
димое представление φ; V (ω) – модуль Вейля для веса ω; M|S – ограничение G-модуля M
на подгруппу S ⊂ G. Вес ω называется p-ограниченным, если все ai < p при 1 ⩽ i ⩽ r.

Подгруппа группы G называется подсистемной, если она порождается всеми корне-
выми подгруппами группы G, связанными с определенной подсистемой ее системы корней.
Если β1, . . . ,βs – базис такой подсистемы, обозначим эту подгруппу символом G(β1, . . . ,βs).
Положим G(i1, . . . , is) = G(αi1, . . . ,αis).

Далее H ⊂ G – подсистемная подгруппа типа A1. Если в системе корней группы
есть корни двух разных длин, то H может соответствовать длинному или короткому
корню. В таких случаях мы называем H длинной или короткой соответственно. Все
подгруппы одной длины сопряжены в G. Можно взять, например, H = G(1) для G = Ar(K).
Множество весов подгруппы H может быть отождествлено со множеством целых чисел
с помощью отображения xω1 7→ x, а множество всех доминантных весов такой подгруппы –
со множеством N неотрицательных целых чисел. Пусть αmax – максимальный корень той
же длины, что и корень, которому соответствует H и a = ⟨ω,αmax⟩ – значение веса ω
на αmax. Величины αmax и a для всех типов простых алгебраических групп приведены
в таблицах 1 и 2.

Лемма 1 [3, лемма 2]. Пусть V (x) – модуль Вейля подгруппы H, x < 3p−1.
(i) Если x ⩽ p− 1 или x = 2p− 1, то V (x) ∼= L(x).
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(ii) Если p ⩽ x < 2p−1, то V (x) имеет два композиционных фактора:

L(x) и L(2p− x−2)∼=V (2p− x−2).

(iii) Если 2p ⩽ x < 3p−1, то V (x) имеет два композиционных фактора:

L(x) и L(4p− x−2)∼=V (4p− x−2)/L(x−2p) при p > 2,

и три композиционных фактора:

L(x),L(4p− x−2)∼=V (4p− x−2)/L(x−2p) и L(x−2p)∼=V (x−2p) при p = 2.

Все факторы имеют кратность 1.

Таблица 1. Максимальный корень αmax
Тип Длинный корень Короткий корень
Ar α1 +α2 + . . .+αr

Br α1 +2α2 + . . .+2αr α1 +α2 + . . .+αr

Cr 2α1 +2α2 + . . .+2αr−1 +αr α1 +2α2 + . . .+2αr−1 +αr

Dr α1 +2α2 + . . .+2αr−2 +αr−1 +αr

E6 α1 +2α2 +2α3 +3α4 +2α5 +α6
E7 2α1 +2α2 +3α3 +4α4 +3α5 +2α6 +α7
E8 2α1 +3α2 +4α3 +6α4 +5α5 +4α6 +3α7 +2α8
F4 2α1 +3α2 +4α3 +2α4 α1 +2α2 +3α3 +2α4
G2 3α1 +2α2 2α1 +α2

Таблица 2. Значение a = ⟨ω,αmax⟩
Тип Длинный корень Короткий корень
Ar a1 +a2 + . . .+ar

Br a1 +2a2 + . . .+2ar−1 +ar 2a1 +2a2 + . . .+2ar−1 +ar

Cr a1 +a2 + . . .+ar a1 +2a2 + . . .+2ar−1 +2ar

Dr a1 +2a2 + . . .+2ar−2 +ar−1 +ar

E6 a1 +2a2 +2a3 +3a4 +2a5 +a6
E7 2a1 +2a2 +3a3 +4a4 +3a5 +2a6 +a7
E8 2a1 +3a2 +4a3 +6a4 +5a5 +4a6 +3a7 +2a8
F4 2a1 +3a2 +2a3 +a4 2a1 +4a2 +3a3 +2a4
G2 a1 +2a2 2a1 +3a2

Замечание 1. Фактически, при p = 2 в пункте (iii) есть только один случай, x = 4,
и факторы L(4), L(2) и L(0).

Для некоторого весового вектора v из G-модуля V символ ω(v) обозначает его вес, а
для веса µ группы G символ µ|S означает его ограничение на S.

Лемма 2. Если ω – доминантный вес группы G и подмодуль V (x) содержится
в ограничении L(ω)|H, то 0 ⩽ x ⩽ a.

Доказательство.Поскольку все подгруппы H, соответствующие корням одной длины,
изоморфны, мы можем считать, что H = G(αmax).

Произвольный вес λ модуля L(ω) группы G имеет вид λ= ω−
r
∑

i=1
biαi, где bi – неотри-

цательные целые числа (см. [4, теорема 39]). Ограничивая вес на подгруппу H, получаем,
что λ|H = ⟨λ,αmax⟩= a−

r
∑

i=1
bi⟨αi,αmax⟩. Все ⟨αi,αmax⟩⩾ 0. Это следует из максимально-

сти корня αmax. Действительно, согласно следствию теоремы 1 из § 1 главы VI [5], если
⟨αi,αmax⟩< 0, то αi +αmax является корнем, что невозможно. Поэтому λ|H ⩽ a, а значит,
x ⩽ a для любого подмодуля V (x) в этом ограничении. □
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Лемма 3. Пусть G = A2(K) и вес ω является p-ограниченным.
(i) Если a1 +a2 +2 ⩽ p, или a1 +1 = p, или a2 +1 = p, то V (ω)∼= L(ω).
(ii) В противном случае L(ω)∼=V (ω)/V (ω′), где ω′ = ω− (a1 +a2 +2− p)(α1 +α2)

и V (ω′) ∼= L(ω′).
Доказательство. Утверждение вытекает из [6, часть II, предложение 8.19]. □
Зафиксируем вектор старшего веса v+ в модуле L(ω).
Лемма 4 [7]. Пусть S = G(i1, . . . , ik) – некоторая подсистемная подгруппа группы

G. Тогда KSv+ ∼= L(ω|S) – подмодуль в ограничении L(ω)|S.
Нам понадобится действие гипералгебры U группы G на модуле L(ω), оно вводится

следующим образом. Пусть Φ – система корней группы G, L – простая алгебра Ли над
полем комплексных чисел C c системой корней Φ. Для корней α ∈ Φ определим корневые
элементы Xα ∈ L (см. [4, § 1]).

Как в теореме 2 из [4], обозначим через UZ подкольцо универсальной обертывающей
алгебры алгебры Ли L , порожденное элементами Xk

α/k!, где k ∈ N и α ∈ Φ. Гипералгебра
группы G – это тензорное произведение U = UZ⊗Z K. Элементы Xα,k = (Xk

α/k!)⊗ 1K
порождают U как K-алгебру. Каждый рациональный G-модуль V можно превратить
в U -модуль по правилу

xα(t)v =
+∞

∑
k=0

tkXα,kv,

где xα(t) ∈ G для α ∈ Φ и t ∈ K – корневой элемент группы G. Будем сокращенно писать
Xα = Xα,1 ∈ U (это не внесет путаницу, поскольку мы все время работаем с группой G
и ее гипералгеброй U , а не с комплексной алгеброй Ли L ). Если α=±αi, то используются
обозначения X±i,k и X±i.

Вектор v некоторого G-модуля V называется примитивным относительно подсистем-
ной подгруппы S ⊂ G, если v – ненулевой весовой вектор и все корневые элементы для
положительных корней α из системы корней подгруппы S оставляют v на месте.

Введем серию примитивных векторов, которая нам понадобится при доказательстве.
Пусть 1 ⩽ i, j ⩽ r и все корни αt с индексом t в интервале с концами i и j образуют цепь
на диаграмме Дынкина. Положим bk =−⟨αk+1,αk⟩ и ck = ⟨αk−1,αk⟩. Для целого числа d
в интервале 0 < d ⩽ a j определим вектор v(i, j,d) следующим образом. Положим d j = d.
Если i < j, положим dk = ak +dk+1bk для i ⩽ k < j. Если i > j, положим dk = ak +dk−1ck
для i ⩾ k > j. Теперь обозначим

v(i, j,d) = X−i,di . . .X−k,dk . . .X− j,dv+.

При i = j положим v(i, j,d) = X− j,dv+. Тогда вектор v(i, j,d) примитивен относительно
подгруппы G(1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . ,r) согласно лемме 2.46 из [8].

Лемма 5. Пусть G = A2(K) и вес ω является p-ограниченным. Тогда если

a1 +1,a2 +1 < p < a1 +a2 +2,

то в ограничении L(ω)|H есть только подмодули Вейля V (x) со старшими весами

min{p−a1 −1, p−a2 −1}⩽ x ⩽ a1 +a2.

В остальных случаях есть все подмодули Вейля V (x) для 0 ⩽ x ⩽ a1 +a2.
Доказательство. Из [9] известно, что при a1+1,a2+1 < p < a1+a2+2 ограничение

L(ω)|H не содержит неприводимых композиционных факторов L(x) со старшими весами
0 ⩽ x ⩽ min{p−a1 −2, p−a2 −2}. Следовательно, это ограничение не может содержать
и подмодули Вейля V (x) ∼= L(x) с такими старшими весами. Построим теперь другие
подмодули Вейля. Поскольку по лемме 1, L(a1) ∼= V (a1), то из теоремы А (ii) [2] для
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H = G(1) вытекает, что H-подмодуль модуля L(ω)|H, порожденный вектором X−2,kv+,
0 ⩽ k ⩽ a2, изоморфен модулю Вейля V (a1 + k). Аналогично, используя теорему А (i)
из [2] и H = G(2), получаем подмодули Вейля V (a2 +m), 0 ⩽ m ⩽ a1. Таким образом,
при a1a2 = 0 лемма доказана.

Предположим, что a1a2 ̸= 0 и будем искать в ограничении малые подмодули Вейля.
Положим H = G(1).

Пусть сначала a1 +a2 +2 ⩽ p, или a1 +1 = p, или a2 +1 = p. Тогда по лемме 3 (i),
L(ω)∼=V (ω). Согласно лемме 6 из [3], существуют примитивные относительно H векторы
v(k)∈V (ω), 0⩽ k ⩽ a1, с весамиω(v(k)) =ω−k(α1+α2). Имеемω(v(k))|H = a1−k. Таким
образом, используя лемму 1 (i), получаем, что KHv(k) = L(a1 − k) ∼= V (a1 − k) является
подмодулем ограничения L(ω)|H.

Теперь пусть a1 + 1,a2 + 1 < p < a1 + a2 + 2. По лемме 3 (ii),
L(ω)∼=V (ω)/V (ω− (a1 +a2 +2− p)(α1 +α2)).

Отсюда следует, что вышеприведенные примитивные векторы v(k) ∈ L(ω) при 0 ⩽ k ⩽
⩽ a1 + a2 + 1− p. Применяя лемму 1 (i), получаем, что KHv(k) = L(a1 − k) ∼= V (a1 − k)
является подмодулем ограничения L(ω)|H, где

p−a2 −1 ⩽ a1 − k ⩽ a1.

Аналогичным образом, рассматривая H = G(2) вместо G(1), получаем подмодули V (x) со
старшими весами p−a1 −1 ⩽ x ⩽ a2. □

Лемма 6. Пусть G = B3(K), C3(K) или F4(K), подгруппа H длинная в случае G =
= B3(K) и короткая в случае G = C3(K), и вес ω является p-ограниченным. Тогда
в ограничении L(ω)|H есть все подмодули ВейляV (x) со старшими весами 0 ⩽ x ⩽ a1+a2
(0 ⩽ x ⩽ a3 + a4, если G = F4(K) и подгруппа H короткая).

Доказательство.
1. Предположим сначала, что G = B3(K). Положим

S = G(1,2) и λ= ω|S = a1ω1 +a2ω2.

Мы можем считать, что H = G(2) ⊂ S.
Пусть a1+a2+2 ⩽ p, или a1+1 = p, или a2+1 = p. Тогда по лемме 4, KSv+ ∼= L(λ) –

подмодуль в L(ω)|S. Применяя теперь лемму 5, получаем в ограничении L(λ)|H подмодули
Вейля со старшими весами V (x), 0 ⩽ x ⩽ a1 + a2.

Теперь пусть a2 +a3 +2 > p, тогда существует целое число k, 0 ⩽ k ⩽ a3, такое, что
a2 +k = p−1. Положим v = X−3,kv+, µ= ω(v)|S = a1ω1 +(p−1)ω2, M = KSv – подмодуль
в ограничении L(ω)|S. Тогда согласно лемме 3 (i) L(µ)∼=V (µ)∼= M. Из леммы 5 получаем
подмодули Вейля со старшими весами V (x), 0 ⩽ x ⩽ a1 + p−1, в ограничении M|H.

Следовательно, можно считать, что a1+1 < p < a1+a2+2 и a2+a3+2 ⩽ p. Положим
S2 = G(2,3), H ⊂ S2. Из леммы 2.46 в [8] вытекает, что для 0 ⩽ i ⩽ a2 вектор

v2(i) = v(3,2, i) = X−3,2i+a3X−2,iv+

примитивен относительно подгруппы S2. Его вес относительно S2 равен
ω(v2(i))|S2 = (a1 + i)ω1 +(a2 +a3)ω2.

Из наших условий следует, что существует целое число i0 такое, что (a1 + i0) = p− 1.
Модуль N = KSv2(i0) является подмодулем ограничения L(ω)|S2 и порождается вектором
v2(i0) старшего веса ν = ω(v2(i0))|S2. По лемме 3 (i), L(ν) ∼= V (ν), а значит, модуль N ∼=
∼= L(ν). Ограничивая этот подмодуль в свою очередь на подгруппу H и используя лемму 5,
получаем подмодули Вейля со старшими весами V (x),

0 ⩽ x ⩽ a1 + i0 +a2 +a3,

т. е. все недостающие.
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2. Пусть G = C3(K). Рассуждаем по той же схеме, что и в пункте 1. Положим S =
= G(1,2), H = G(2) и λ=ω|S = a1ω1+a2ω2. По лемме 4, KSv+ ∼= L(λ) – подмодуль L(ω)|S.

Если a1 + a2 + 2 ⩽ p, или a1 + 1 = p, или a2 + 1 = p, то по лемме 5 в ограничении
L(λ)|H есть подмодули Вейля со старшими весами V (x), 0 ⩽ x ⩽ a1 +a2.

Значит, можно считать, что a1 +1,a2 +1 < p < a1 +a2 +2. Из леммы 5 следует, что
в ограничении L(λ)|H есть подмодули Вейля со старшими весами V (x), min{p−a1 −1, p−
− a2 − 1} ⩽ x ⩽ a1 + a2. Найдем подмодули Вейля с малыми весами.

Предположим сначала, что a2 +2a3 +2 > p. Определим вектор v = X−3,kv+, 0 ⩽ k ⩽
⩽ a3, и положим µ = ω(v)|S = a1ω1 +(a2 + 2k)ω2, M = KSv. Тогда M будет подмодулем
в ограничении L(ω)|S. Из нашего условия следует, что мы можем выбрать число k0, такое
что a2+2k0 = p−1 или p−2. Если a2+2k0 = p−1, то согласно лемме 3 (i) L(µ)∼=V (µ)∼=
∼= M. По лемме 5 получаем подмодули Вейля со старшими весами V (x), 0 ⩽ x ⩽ a1 + p−1,
в ограничении M|H. Пусть теперь a2 +2k0 = p−2. Согласно лемме 2.13 из [6] и лемме 3
модуль M – это L(µ) либо V (µ). Положим на время H = G(1). В обоих случаях по лемме 6
из [3], существуют примитивные относительно H векторы v(i) ∈ M, 0 ⩽ i ⩽ a1−1, с весами
ω(v(i))|S = µ− i(α1 +α2). Имеем ω(v(i))|H = a1 − i. По лемме 1 (i) порожденные ими
подмодули будут подмодулями Вейля. Значит, нам осталось найти только подмодуль
V (0). Снова пусть H = G(2). Взяв k = k0 + 1, получаем µ = a1ω1 + pω2. По теореме
Стейнберга [4] L(µ) = L(a1ω1)⊗L(ω2)

p. Используя лемму 5, находим в S-модуле L(a1ω1)
подмодуль V (0) ∼= L(0), который очевидно порождается примитивным относительно H
вектором v1 со старшим весом 0. Аналогично в L(ω2) находим примитивный вектор v2 со
старшим весом 0. Тогда v = v1⊗vp

2 ∈ M – примитивный относительно H вектор со старшим
весом 0. Он порождает подмодуль V (0) ∼= L(0) ограничения M|H.

Следовательно, остается случай a1 +1 < p < a1 +a2 +2 и a2 +2a3 +2 ⩽ p. Положим
v = X−3,a3v+, µ= ω(v) = a1ω1 +(a2 +a3)ω2, M = KSv. Тогда M будет подмодулем в огра-
ничении L(ω)|S. Применяя лемму 2.13 из [6] и лемму 3, получаем, что модуль M – это
L(µ) либо V (µ). Как и в пункте 1, обозначим S2 = G(2,3). Из леммы 2.46 в [8] вытекает,
что для 0 ⩽ i ⩽ a2 вектор

v2(i) = v(3,2, i) = X−3,i+a3X−2,iv+

примитивен относительно подгруппы S2. Его вес равен

ω(v2(i))|S2 = (a1 + i)ω1 +(a2 +2a3)ω2.

Из наших условий следует, что существует целое число i0 такое, что (a1+ i0)= p−1.Модуль
N = KSv2(i0) является подмодулем ограничения L(ω)|S и порождается вектором старшего
веса ν = ω(v2(i0)). По лемме 3 (i), L(ν) ∼= V (ν), а значит, модуль N ∼= L(ν). Ограничивая
этот подмодуль в свою очередь на подгруппу H и используя лемму 5, получаем подмодули
Вейля со старшими весами V (x), 0 ⩽ x ⩽ a1 + i0 +a2 +2a3, т. е. все недостающие.

3. Наконец, пусть G = F4(K). Полагая S = G(1,2,3)∼= B3(K) и рассматривая S-модуль
KSv, из леммы 4 и пункта 1 получаем искомое, если подгруппа H длинная. Если же H
короткая, то положим S′ = G(2,3,4)∼=C3(K) и воспользуемся пунктом 2. □

Теорема 1. Пусть G ̸= F4(K) – простая односвязная алгебраическая группа, ранг
группы r ⩾ 3 при G = Ar(K), r ⩾ 4 в остальных случаях, и вес ω является p-ограниченным.
Также предположим, что подгруппа H длинная в случае G = Br(K) и короткая, в случае
G = Cr(K). Тогда в ограничении L(ω)|H есть все подмодули Вейля V (x) со старшими
весами 0 ⩽ x ⩽ b, где

b = max{ai +a j +ak}.
Здесь максимум берется по всем таким индексам i, j,k, что подгруппа G(i, j,k)∼= A3(K).

61



Доказательство. Рассмотрим случай G = A3(K). Положим S1 = G(1,2) и S2 = G(2,3),
λ= ω|S1 = a1ω1 +a2ω2 и µ= ω|S2 = a2ω1 +a3ω2. Мы можем считать, что H = G(2)⊂ Si
для i = 1 и 2.

Пусть сначала a1 +a2 +2 ⩽ p. Тогда по лемме 3 (i), L(λ)∼=V (λ). Поэтому из теоре-
мы А (ii) в [2] следует, что S1-подмодуль модуля L(ω)|S1, порожденный вектором X−3,a3v+,
изоморфен модулю Вейля V (a1ω1 +(a2 +a3)ω2). Ограничивая последний модуль Вейля
на H, получаем искомые подмодули Вейля V (x) со старшими весами 0 ⩽ x ⩽ a = b.

Если же a2 + a3 + 2 ⩽ p, то рассуждая аналогично для подгруппы S2 и используя
теперь теорему А (i) из [2], снова в ограничении L(ω)|H находим подмодули Вейля V (x)
со старшими весами 0 ⩽ x ⩽ a = b.

Следовательно, можно считать, что a1+a2+2 > p и a2+a3+2 > p. Тогда существует
целое число k, 0 ⩽ k ⩽ a3, такое, что a2+k = p−1. Снова, воспользовавшись теоремой А (ii)
из [2], получаем, что S1-подмодуль модуля L(ω)|S1, порожденный вектором X−3,a3v+,
изоморфен модулю Вейля V (a1ω1 +(a2 +a3)ω2). Теорема для G = A3(K) доказана.

Теперь, применяя лемму 4 к подгруппе G(i, j,k), получаем искомое для осталь-
ных групп. □

Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского фонда фундамен-
тальных исследований (проект № Ф23-050).
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В работе изучаются минимальные σ-локальные не H-формации конечных групп
(или, иначе, Hσ-критические формации), т. е. такие σ-локальные формации, не
входящие в класс групп H, все собственные σ-локальные подформации которых
содержатся в H. Получено описание минимальных σ-локальных не H-формаций
для произвольной σ-локальной формации H классичесского типа, т. е. σ-локаль-
ной формации, имеющей такое σ-локальное определение, все неабелевы значения
которого σ-локальны. Основной результат работы в классе σ-локальных форма-
ций решает задачу Л. А. Шеметкова (1980 г.) об описании критических формаций
для заданных классов конечных групп. В качестве следствий приведены описания
Hσ-критических формаций для ряда конкретных классов конечных групп, таких
как классы всех σ-нильпотентных, мета-σ-нильпотентных групп, а также класс всех
групп с σ-нильпотентным коммутантом.

Введение. Изучение свойств формаций конечных групп и их классификация тесно
связаны с исследованием вопросов наличия или отсутствия у изучаемой формации подфор-
маций того или иного вида, а также их взаимного расположения в структуре подформаций
данной формации. Поскольку решетка подформаций любой неединичной локальной форма-
ции бесконечна, то при изучении подформаций такой формации довольно затруднительно
применение индуктивных рассуждений. Данное обстоятельство привело к необходимости
разработки специальных методов исследования локальных формаций, связанных с по-
нятием критической формации. В частности, при исследовании структурного строения
локальных формаций важную роль играют минимальные локальные не H-формации [1]
или, иначе, Hl-критические формации [2], т. е. такие локальные формации F ̸⊆ H, все
собственные локальные подформации которых содержатся в классе групп H.

Общая задача изучения критических формаций была поставлена Л. А. Шеметковым
на VI Всесоюзном симпозиуме по теории групп [1]. Решение этой задачи для локальных
формаций было получено А. Н. Скибой в цикле работ 1980–1993 гг., завершающим
результатом которого стало описание Hl-критических формаций для случая, когда H –
произвольная формация классического типа [3], т. е. формация, имеющая такой локальный
экран, все неабелевы значения которого локальны. Результаты теории Hl-критических
формаций широко использовались в вопросах классификации локальных формаций, при
исследовании их структурного строения, а также при изучении несократимыхфакторизаций
ограниченных и однопорожденных локальных формаций [4; 5].

В дальнейшем теория критических формаций конечных групп была развита для
многих других типов формаций, таких как n-кратно локальные формации [6; 7], частично
локальные [8–16], композиционные [17; 18] иω-композиционные формации [19–25], тоталь-
но насыщенные формации [26; 27], Ω-расслоенные [28; 29] иω-веерные [30] формации и др.
В частности, в работах автора [9–11; 13; 16] разработана теория критических ω-локальных
формаций. Некоторые ее приложения были найдены при изучении ω-локальных формаций
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с заданной структурой подформаций, а также при исследовании свойств полугруппы
ω-локальных формаций [31; 32].

Разработка обобщенно локальных методов в теории формаций приводит к необ-
ходимости изучения и классификации критических σ-локальных формаций. При этом,
следуя [1; 2], минимальной σ-локальной не H-формацией или Hσ-критической формацией
мы называем σ-локальную формацию F ̸⊆ H, все собственные σ-локальные подформации
которой содержатся в классе групп H. Изучение Hσ-критических формаций начато автором
в работе [33], где доказан критерий для Hσ-критической формации, а также получено
описание минимальных σ-локальных не H-формаций для таких формаций конечных групп,
как формации всех Π-групп и всех σ-разрешимых Π-групп, где ∅ ̸= Π ⊆ σ, формация
всех σ-разрешимых групп.

Следуя [2], σ-локальную формацию H будем называть σ-локальной формацией
классического типа, если H имеет такое σ-локальное определение, все неабелевы значения
которого σ-локальны.

В данной работе, в рамках общей задачи Л. А. Шеметкова по изучению критических
формаций [1], нами получено описание минимальных σ-локальных не H-формаций для
произвольной σ-локальной формации H классического типа, а также даны описания
Hσ-критических формаций для ряда конкретных классов конечных групп, таких как класс
всех σ-нильпотентных групп, класс всех мета-σ-нильпотентных групп, класс всех групп
с σ-нильпотентным коммутантом.

Основным результатом работы является следующая теорема.
Теорема A. Пусть H – σ-локальная формация классического типа и H – ее ка-

ноническое σ-локальное определение. Тогда и только тогда F является минимальной
σ-локальной не H-формацией, когда F= lσform(G), где G – такая монолитическая группа
с монолитом P = GH, что выполняется одно из следующих условий:

1) G = P – простая σi-группа, σi /∈ σ(H);
2) P – не σ-примарная группа и P = GH(σi) для всех σi ∈ σ(P);
3) G = P⋊K, где P =CG(P) – p-группа, p ∈ σi, а K – такая монолитическая группа

с монолитом Q = KH(σi), что σi /∈ σ(Q) и либо Φ(K) = 1 и KH(σ j) ⊆ Q для всех σ j ∈ σ(Q),
либо K – минимальная не H(σi)-группа одного из следующих типов:

а) группа кватернионов порядка 8, если 2 /∈ σi;
б) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q /∈ σi;
в) циклическая q-группа, q /∈ σi.

Мы докажем теорему A в разделе 2 и приведем некоторые следствия данного
результата.

1. Некоторые определения и вспомогательные результаты. Основные определе-
ния, обозначения и ряд свойств σ-локальных формаций представлены в работах [34–43].
Пусть σ= {σi | i ∈ I} – некоторое разбиение множества всех чисел P. Если n целое число,
то σ(n) обозначает множество {σi | σi ∩σ(n) ̸= ∅}; σ(G) = σ(|G|).

Группу G называют [34]: σ-примарной, если G является σi-группой для некоторого i;
σ-нильпотентной, если каждый главный фактор H/K группы G является σ-центральным
в G, т. е. полупрямое произведение (H/K)⋊ (G/CG(H/K)) является σ-примарным; σ-раз-
решимой, если G = 1 или G ̸= 1 и каждый главный фактор G является σ-примарным.

Отметим, что класс всех σ-разрешимых групп обозначают через Sσ, а через Nσ –
класс всех σ-нильпотентных групп. Напомним также, что через (1) обозначают класс
всех единичных групп.

Пусть ∅ ̸= Π ⊆ σ. Тогда Π′ = σ\Π. Группу G называют Π-группой, если σ(G)⊆ Π.
ЧерезGΠ обозначают класс всехΠ-групп, а черезNΠ – класс всех σ-нильпотентныхΠ-групп.
В частности, если Π = {σi}, то Gσi – класс всех σi-групп, а Gσ′i – класс всех σ′i-групп.
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Символом Oσ′i,σi
(G) обозначают (Gσ′iGσi)-радикал группы G (наибольшую нормальную

(Gσ′iGσi)-подгруппу группы G), т. е. Oσ′i,σi
(G) = GG

σ′i
Gσi

.

Функцию f вида f : σ→ {формации групп} называют формационной σ-функцией.
Для всякой формационной σ-функции f класс LFσ( f ) определяется следующим образом:

LFσ( f ) = (G | G = 1 или G ̸= 1 и G/Oσ′i,σi
(G) ∈ f (σi) для всех σi ∈ σ(G)).

Если для некоторой формационной σ-функции f имеет место F= LFσ( f ), то говорят,
что формация F является σ-локальной, а f – σ-локальное определение F.

Если f – формационная σ-функция, то через Supp( f ) обозначают носитель f , т. е.
множество всех σi таких, что f (σi) ̸= ∅.

Формационную σ-функцию f называют: внутренней, если f (σi)⊆ LFσ( f ) для всех i;
полной, если f (σi) =Gσi f (σi) для всех i.Если f – полная внутренняяформационная σ-функ-
ция и F= LFσ( f ), то f называют каноническим σ-локальным определением формации F.

Пусть X – некоторая совокупность групп. Через lσform(X) обозначают пересечение
всех σ-локальных формаций, содержащих X, и называют σ-локальной формацией, по-
рожденной совокупностью групп X. Если F = lσform(G) для некоторой группы G, то F
называют однопорожденной σ-локальной формацией.

Для всякого класса групп F и всякого σi ∈ σ полагают

F(σi) =

{
(G/Oσ′i,σi

(G) | G ∈ F), если σi ∈ σ(F),
∅, если σi /∈ σ(F).

Пусть H – некоторый класс групп. Формацию F называют минимальной не H-фор-
мацией или H-критической формацией, если F ̸⊆ H, но все собственные подформации
из F содержатся в H.

σ-ЛокальнуюформациюF будемназывать минимальнойσ-локальной неH-формацией
или Hσ-критической формацией [33], если F ̸⊆ H, но все ее собственные σ-локальные
подформации содержатся в классе групп H.

Будем называть σ-локальную формацию F неприводимой σ-локальной формацией
(или, иначе, lσ-неприводимой формацией ), если lσform(Xi | i ∈ I)⊂F, где {Xi | i ∈ I} – набор
всех собственных σ-локальных подформаций из F. В противном случае формацию F будем
называть приводимой σ-локальной формацией (или, иначе, lσ-приводимой формацией ).

Для доказательства основного результата работы нам понадобятся некоторые из-
вестные факты теории формаций.

Следующие две леммы являются частными случаями лемм 2.3 и 2.6 работы [37]
соответственно.

Лемма 1.1 [37]. Если класс групп F j является σ-локальной формацией для всех
j ∈ J, то класс

⋂
j∈JF j также является σ-локальной формацией.

Лемма 1.2 [37].Пусть F= lσform(X) = LFσ( f ) – σ-локальная формация, порожден-
ная X, и Π = σ(X). Пусть m – формационная σ-функция, такая что m(σi) = form(X(σi))
для всех σi ∈ Π и m(σi) = ∅ для всех σi ∈ Π′. Тогда:

(1) Π = σ(F),
(2) m является σ-локальным определением F,
(3) m(σi) ⊆ f (σi)∩F для всех i.
Необходимо отметить, что σ-локальное определение m формации F из леммы 1.2

является наименьшим σ-локальным определением формации F.
Лемма 1.3 [37]. Пусть f и h – формационые σ-функции и пусть Π = Supp( f ).

Допустим, что F = LFσ( f ) = LFσ(h). Тогда:
(1) Π = σ(F).
(2) F= (∩σi∈ΠGσ′i

Gσi f (σi))∩GΠ. Следовательно, F – насыщенная формация.
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(3) Если каждая группа из F σ-разрешима, то F= (∩σi∈ΠSσ′i
Gσi f (σi))∩SΠ.

(4) Если σi ∈ Π, то Gσi( f (σi)∩F) = Gσi(h(σi)∩F) ⊆ F.
(5) F = LFσ(F), где F – единственная формационная σ-функция, такая что

F(σi) = GσiF(σi) ⊆ F для всех σi ∈ Π и F(σi) = ∅ для всех σi ∈ Π′. Более того,
F(σi) =Gσi( f (σi)∩F) для всех i.

Отметим, что формационная σ-функция F из условия леммы 1.3 является канони-
ческим σ-локальным определением формации F.

Лемма 1.4 [33]. Пусть F j = LFσ( f j), где f j – наименьшее σ-локальное определение
формации F j, j = 1,2. Тогда в том и только том случае F1 ⊆ F2, когда f1 ≤ f2.

Лемма 1.5 [33]. Если F= LFσ( f ) и G/Oσi(G) ∈ f (σi)∩F для некоторого σi ∈ σ(G),
то G ∈ F.

Лемма 1.6 [4, c. 167]. Пусть A – монолитическая группа с монолитом P. Тогда если
P ̸⊆ Φ(A),то form(A/P) – единственная максимальная подформация формации form(A).

Лемма 1.7 [37]. ПустьM= LFσ(m), где m – внутренняя формационная σ-функция,
Π = σ(M) и пусть H – непустая формация. Допустим, что либо

(i) H = LFσ(h), где h – внутренняя формационная σ-функция, либо
(ii) GσiH ⊆ H для всех σi ∈ σ \Π.
Тогда M ◦H = LFσ( f ), где

f (σi) =


m(σi)◦H, если σi ∈ Π,

h(σi), если σi ∈ σ\Π в случае (i),
H, если σi ∈ σ\Π в случае (ii).

Лемма 1.8 [33]. Пусть H= LFσ(H), F= LFσ( f ), где H – каноническое σ-локальное
определение формации H, f – наименьшее σ-локальное определение формации F. Тогда и
толькотогдаF является минимальной σ-локальной неH-формацией, когдаF= lσform(G),
где G – такая группа минимального порядка из F\H с монолитом P = GH, что для всех
σi ∈ σ(P) формация f (σi) является (H(σi))-критической.

Частным случаем теоремы 1.13 [37] является следующая лемма.
Лемма 1.9 [37].Множество lσ всех σ-локальных формаций образует подполугруппу

полугруппы всех формаций GG. Более того, |lσ|= 2ℵ0 для каждого σ, где |σ|> 1, а Gσi

является минимальным идемпотентом в lσ для всех i ∈ I.
Лемма 1.10 [4, c. 171]. Если в группе G имеется лишь одна минимальная нормаль-

ная подгруппа и Op(G) = 1 (p – некоторое простое число), то существует точный
неприводимый FpG-модуль, где Fp – поле из p элементов.

Следующая лемма является прямым следствием лемм 1.3 и 1.4.
Лемма 1.11. Пусть Fi = LFσ(Fi), где Fi – каноническое σ-локальное определение

формации Fi, i = 1,2. Тогда F1 ⊆ F2 тогда и только тогда, когда F1 ⩽ F2.
Лемма 1.12 [3, c. 175]. Тогда и только тогда F – минимальная неабелева формация,

когда F = form(A), где A – одна из следующих групп:
1) ненильпотентная монолитическая группа с таким монолитом P, что P ̸⊆ Φ(A)

и факторгруппа A/P абелева;
2) группа кватернионов порядка 8;
3) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q.
Следующая лемма является частным случаем следствия 19.16 [4].
Лемма 1.13 [4, с. 194]. Тогда и только тогда формация F нильпотентна, когда

каждая подформация из F наследственна.
2. Минимальные σ-локальные не H-формации. Прежде чем мы докажем основной

результат, установим справедливость следующих вспомогательных утверждений.
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Лемма 2.1. Пусть Π – непустое подмножество из σ. Тогда класс GΠ всех Π-групп
и класс NΠ всех σ-нильпотентных Π-групп являются σ-локальными формациями и
справедливы следующие утверждения:

(1) GΠ = LFσ(g), где g – каноническое σ-локальное определение формации GΠ. При
этом, g(σi) = GΠ для всех σi ∈ Π и g(σi) = ∅ для всех σi ∈ Π′.

(2) NΠ = LFσ(n) = LFσ(N), где n и N, соответственно, наименьшее и каноническое
σ-локальные определения формации NΠ. При этом n(σi) = (1) для всех σi ∈ Π и n(σi) =∅
для всех σi ∈ Π′, N(σi) = Gσi для всех σi ∈ Π и N(σi) = ∅ для всех σi ∈ Π′.

Доказательство. (1) См. замечание 2.4 [37].
(2) Пусть n – наименьшее и N – каноническое σ-локальные определения формации

NΠ. Поскольку, формации GΠ и Nσ σ-локальны (см. пример 1.2(iv) [37]) и, очевидно,
NΠ = Nσ ∩GΠ, то формация NΠ σ-локальна по лемме 1.1.

Понятно, что NΠ = lσform(NΠ). Тогда в силу леммы 1.2 имеем
n(σi) = form(X(σi)) = form(G/Oσ′i,σi

(G) | G ∈ NΠ) = (1)

для всех σi ∈ Π и n(σi) =∅ для всех σi ∈ Π′. Применяя теперь лемму 1.3(5) получаем, что
N(σi) =Gσin(σi) =Gσi для всех σi ∈ Π и N(σi) =∅ для всех σi ∈ Π′. □

Лемма 2.2. Пусть G= P⋊K, где P=CG(P) – минимальная нормальная p-подгруппа
группы G, p ∈ σi для некоторого i, а K – такая монолитическая группа с монолитом Q,
что σi ̸∈ σ(Q) и Φ(K) = 1. Тогда формация F = lσform(G) является lσ-неприводимой и
ее максимальная σ-локальная подформация H имеет такое внутреннее σ-локальное
определение h, что

h(σi) = form(K/Q), h(σ j) = form(G/Oσ′j,σ j
(G))

для всех σ j ∈ σ(G) \ {σi} и h(σ j) = ∅ для всех σ j /∈ σ(G).
Доказательство. Пусть h – формационная σ-функция, удовлетворяющая условиям

леммы, и H = LFσ(h). Вначале покажем, что G/P ∈ H.
Пусть σ j ∈ σ(G) \ {σi}. Тогда поскольку P – σi-группа, то P ⊆ Oσ′j

(G) ⊆ Oσ′j,σ j
(G).

Следовательно, Oσ′j,σ j
(G/P) = Oσ′j,σ j

(G)/P. Поэтому

G/Oσ′j,σ j
(G)≃ (G/P)/(Oσ′j,σ j

(G)/P) = (G/P)/Oσ′j,σ j
(G/P).

Поскольку по условию h(σ j) = form(G/Oσ′j,σ j
(G)), то (G/P)/Oσ′j,σ j

(G/P) ∈ h(σ j).

Пусть при каноническом изоморфизме K ≃ G/P подгруппе Q в группе G/P соответ-
ствует подгруппа R/P. Тогда, ввиду условия леммы, σi /∈ σ(R/P). Значит, R/P ⊆ Oσ′i

(G/P).
Следовательно, R/P ⊆ Oσ′i

(G/P) ⊆ Oσ′i,σi
(G/P). Так как при этом

(G/P)/(R/P)≃ K/Q ∈ form(K/Q) = h(σi),

то (G/P)/Oσ′i,σi
(G/P) ∈ h(σi). Таким образом, для любого σk ∈ σ(G/P) имеет место

(G/P)/Oσ′k,σk
(G/P) ∈ h(σk). Отсюда следует, что G/P ∈ LFσ(h) = H.

Покажем теперь, что h является внутренней формационной σ-функцией. Поскольку
по условию леммы h(σi) = form(K/Q) и G/P ∈ H, то

h(σi)⊆ form(K) = form(G/P)⊆ H.

Пусть теперь σ j ∈ σ(G)\{σi}. Тогда Oσ′j,σ j
(G)/P = Oσ′j,σ j

(G/P). Значит, поскольку
G/Oσ′j,σ j

(G)≃ (G/P)/Oσ′j,σ j
(G/P) и G/P ∈ H, то G/Oσ′j,σ j

(G) ∈ H. Следовательно,

h(σ j) = form(G/Oσ′j,σ j
(G))⊆ H.

Таким образом, h – внутреннее σ-локальное определение формации H.
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Пусть теперьM – произвольная собственная σ-локальная подформация F и m – ее
наименьшееσ-локальное определение.Покажем, чтоM⊆H. Обозначимчерез f наименьшее
σ-локальное определение формации F. Ввиду леммы 1.2 f (σk) = form(G/Oσ′k,σk

(G)) для
всех σk ∈ σ(G) и f (σk) = ∅ для всех σk /∈ σ(G).

Согласно лемме 1.4 имеем m ≤ f . Пусть σ j ∈ σ(G)\{σi}. Тогда, ввиду условия леммы,
имеет место равенство h(σ j) = f (σ j). Значит, для всех σ j ∈ σ(G)\{σi} имеем m(σ j)⊆ h(σ j).

Покажем, что m(σi)⊂ f (σi). Допустим m(σi) = f (σi). Тогда поскольку единственная
минимальная нормальная подгруппа P группы G является σi-группой и Oσi(K) = 1 по усло-
вию, то P = Oσi(G). Поэтому G/Oσi(G) = G/P ∈ m(σi). Значит, по лемме 1.5 имеем G ∈M.
Следовательно, F= lσform(G)⊆M. Последнее противоречит определению формацииM.
Таким образом, m(σi) ⊂ f (σi).

В силу леммы 1.6 формация form(K/Q) = h(σi) является единственной максимальной
подформацией формации form(G/Oσ′i,σi

(G)) = form(G/P) = form(K). Поэтому m(σi) ⊆
⊆ form(K/Q) = h(σi).Таким образом, для всех σk ∈ σ имеет местоm(σk)⊆ h(σk). Последнее
влечет M ⊆ H.

Покажем, чтоH⊆F. Для этого достаточно установить, что h⩽ f . По лемме 1.2 f (σi) =
= form(G/P) = form(K). Следовательно, K/Q ∈ f (σi). Поэтому h(σi) ⊆ f (σi). С другой
стороны, по условию h(σ j) = form(G/Oσ′j,σ j

(G)) = f (σ j) для всех σ j ∈ σ(G)\{σi}. Таким
образом, для всех σk справедливо включение h(σk)⊆ f (σk). Поэтому h ⩽ f и H⊆ F.

Докажем теперь, что H ⊂ F. Допустим, что H = F и пусть k – наименьшее σ-ло-
кальное определение формации H. Тогда k = f и, кроме того, k ≤ h. Но h(σi) ⊂ f (σi).
Значит, k(σi)⊂ f (σi). Противоречие. Следовательно, H⊂ F. Таким образом, формация F
является lσ-неприводимой и H – единственная максимальная σ-локальная подформация
формации F. □

Лемма 2.3. Пусть M – непустая формация, H = GΠ′NΠM, где Π – некоторое
непустое подмножество из σ. Тогда H – σ-локальная формация и ее каноническое
σ-локальное определение H такое, что H(σi) = GσiM для всех σi ∈ Π и H(σi) = H для
всех σi ∈ Π′.

Доказательство. Положим F=GΠ′NΠ и пусть H – каноническое σ-локальное опре-
деление формации H. По лемме 2.1 формация GΠ′ имеет такое внутреннее σ-локальное
определение g, что g(σi) =GΠ′ для всех σi ∈ Π′ и g(σi) =∅ для всех σi ∈ Π, а формацияNΠ

имеет такое внутреннее σ-локальное определение n, что n(σi) = Gσi для всех σi ∈ Π и
n(σi) = ∅ для всех σi ∈ Π′. Значит, по лемме 1.7 формация F имеет такое σ-локальное
определение f , что f (σi) = g(σi)NΠ = GΠ′NΠ для всех σi ∈ Π′ и f (σi) = n(σi) = Gσi для
всех σi ∈ Π. В свою очередь формация H, ввиду леммы 1.7, имеет такое σ-локальное
определение h, что h(σi) = f (σi)M=GΠ′NΠM для всех σi ∈ Π′ и h(σi) = f (σi)M=GσiM

для всех σi ∈ Π. Поскольку h(σi) = H для всех σi ∈ Π′ и h(σi) =GσiM⊆ H для всех σi ∈ Π,
то σ-локальное определение h является внутренним. Кроме того, очевидно, h(σi) =Gσih(σi)
для всех σi. Таким образом, h = H – каноническое σ-локальное определение H. □

Лемма 2.4.ПустьG – монолитическая группа с не σ-примарныммонолитом P. Тогда
формация F= lσform(G) является lσ-неприводимой и ее максимальная σ-локальная под-
формация H имеет такое внутреннее σ-локальное определение h, что h(σi) = form(G/P)
для всех σi ∈ σ(P), h(σi) = form(G/Oσ′i,σi

(G)) для всех σi ∈ σ(G) \ σ(P) и h(σi) = ∅ для
всех σi /∈ σ(G).

Доказательство. Пусть h – формационная σ-функция, удовлетворяющая условиям
леммы, H = LFσ(h). Покажем, что G/P ∈ H.

Пусть σi ∈ σ(G/P). Допустим, что σi ∈ σ(P). Тогда h(σi) = form(G/P) и поэто-
му (G/P)/Oσ′i,σi

(G/P) ∈ h(σi). Пусть σi ∈ σ(G/P) \ σ(P). Тогда поскольку G ∈ F, то
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G/Oσ′i,σi
(G) ∈ f (σi), где f – наименьшее σ-локальное определение формации F. По лем-

ме 1.2 имеем f (σi) = form(G/Oσ′i,σi
(G)) = h(σi).Значит,G/Oσ′i,σi

(G)∈ h(σi). Таким образом,
для всех σi ∈ σ(G/P) имеет место (G/P)/Oσ′i,σi

(G/P) ∈ h(σi). Последнее влечет G/P ∈
∈ LFσ(h) = H. В частности, для всех σi ∈ σ(P) имеет место h(σi) = form(G/P)⊆ H.

Пусть σi ∈ σ(G) \σ(P). Тогда P ⊆ Oσ′i,σi
(G) и поэтому G/Oσ′i,σi

(G) – гомоморфный
образ G/P. Следовательно, G/Oσ′i,σi

(G) ∈ form(G/P)⊆ H. Последнее означает, что h(σi)⊆
⊆ H. Таким образом, h – внутреннее σ-локальное определение H.

ПустьM – произвольная собственная σ-локальная подформация формации F, m –
ее наименьшее σ-локальное определение. Покажем, чтоM⊆ H. Ввиду леммы 1.4 имеем
m ≤ f . Кроме того, по лемме 1.2 для всех σi ∈ σ(G) \ σ(P) имеет место h(σi) = f (σi).
Значит, m(σi)⊆ h(σi) для всех σi ∈ σ(G)\σ(P). Пусть теперь σi ∈ σ(P). Тогда Oσ′i,σi

(G) =

= 1 и по лемме 1.2 имеет место равенство f (σi) = form(G/Oσ′i,σi
(G)) = form(G). Если

f (σi) = m(σi), то G ∈ m(σi). Но m – внутреннее σ-локальное определение формации M.
Следовательно, G ∈M и поэтому F= lσform(G)⊆M⊂ F. Противоречие. Следовательно,
m(σi)⊂ f (σi). По лемме 1.6 формация f (σi) = form(G) имеет единственную максимальную
подформацию в form(G/P) = h(σi). Значит, m(σi)⊆ h(σi). Таким образом, m ≤ h и поэтому
M ⊆ H по лемме 1.4.

По определениюформационной σ-функции h имеем h(σi)⊆ f (σi) для всех σi. Следова-
тельно, H⊆ F. Если σi ∈ σ(P), то h(σi) = form(G/P)⊂ f (σi). Значит, если t – минимальное
σ-локальное определение формации H, то t(σi) ⊂ f (σi). Последнее означает, что H ⊂ F.
Следовательно, формация F является lσ-неприводимой и H – единственная максимальная
σ-локальная подформация F. □

Лемма 2.5.ПустьM – σ-локальная формация, H=Gσ′i
GσiM. Тогда и только тогда F

является минимальной σ-локальной не H-формацией, когда F= lσform(G), где G – такая
монолитическая группа с монолитом P = GH, что σi ∈ σ(P), и либо P – не σ-примарная
группа и P = GGσiM, либо G = P⋊K, где P =CG(P) – абелева p-группа, p ∈ σi, а K – такая
монолитическая группа с монолитом Q = KGσiM, что Q ̸⊆ Φ(K) и σi /∈ σ(Q).

Доказательство. Обозначим через f минимальное σ-локальное определение фор-
мации F, а через H – каноническое σ-локальное определение формации H.

Необходимость. Пусть F – минимальная σ-локальная не H-формация. Тогда по
лемме 1.8 F= lσform(G), где G – такая группа минимального порядка из F\H с монолитом
P = GH, что для всех σi ∈ σ(P) формация f (σi) является (H(σi))-критической. Кроме того,
поскольку H = Gσ′i

H, то σi ∈ σ(P).
Пусть P – не σ-примарная группа. Тогда ввиду леммы 2.4 формация F является

lσ-неприводимой и ее максимальная σ-локальная подформация L имеет такое внутреннее
σ-локальное определение l, что l(σ j) = form(G/P) для всех σ j ∈ σ(P). Поскольку F мини-
мальная σ-локальная не H-формация, то L ⊆ H. Значит, с учетом лемм 1.3 и 1.4, имеет
место l ≤ H. Ввиду леммы 2.3 имеем H(σi) =GσiM. Таким образом, G/P ∈GσiM. Понятно
также, что G /∈ GσiM. Значит, P = GGσiM.

Пусть теперьP – σi-группа. Заметим, что посколькуP=GH иP⩽Oσ′i,σi
(G), то с учетом

леммы 1.2 имеем f (σi) = form(G/Oσ′i,σi
(G))⊆H. ПустьK – группа минимального порядка из

f (σi)\H(σi). Тогда K – монолитическая группа с монолитом Q = KH(σi) = KGσiM. Покажем,
что Q ̸⊆ Φ(K). Предположим противное. Тогда поскольку K/Q ∈ H(σi), то K/Φ(K) ∈ H(σi).
Но ввиду леммы 1.9 H(σi) = GσiM – насыщенная формация. Следовательно, K ∈ H(σi).
Противоречие. Поэтому Φ(K) = 1.

Поскольку H(σi) = GσiM, то Oσi(K) = 1 и, следовательно, Op(K) = 1, где p ∈ σi.
Ввиду леммы 1.10 существует точный неприводимый FpK-модуль P. Пусть L = P⋊K. Тогда
P =CL(P) – минимальная нормальная p-подгруппа группы L. Поскольку σ-локальное опре-

69



деление f является внутренним и Oσi(L) = P, то по лемме 1.5 имеем L ∈ F. Понятно также,
что P = Oσ′i,σi

(L). Обозначим через l минимальное σ-локальное определение формации
L = lσform(L). По лемме 1.2 имеет место равенство

l(σi) = form(L/Oσ′i,σi
(L)) = form(K).

Если L⊂ F, то по условию L⊆ H. Значит, с учетом леммы 1.4, имеет место l ≤ H. Поэтому
l(σi) = form(K)⊆ H(σi). Последнее противоречит определению группы K. Таким образом,
L = F. Значит, F = lσform(L).

Предположим, что σi ∈ σ(Q). Так как при этом Oσi(K) = 1, то Q – не σ-примарная
группа. Поскольку K ∈ f (σi) ⊆ H и Oσ′i,σi

(K) = 1, то K ≃ K/Oσ′i,σi
(K) ∈ H(σi). Получаем

противоречие с определением группы K. Поэтому σi /∈ σ(Q). Таким образом, F= lσform(L),
где L – группа, удовлетворяющая условиям леммы.

Достаточность.ПустьF –формация из условия леммы. В силу леммы 1.8 достаточно
установить, что f (σk) – минимальная не H(σk)-формация для всех σk ∈ σ(P).

Пусть P – не σ-примарная группа. Тогда Oσ′k,σk
(G) = 1 для всех σk ∈ σ(P). Следо-

вательно, ввиду леммы 1.2 для всех таких σk имеет место равенство f (σk) = form(G).
По лемме 1.6 формация f (σk) неприводима и ее максимальная подформация совпадает
с form(G/P). По условию P = GGσiM. Значит, G/P ∈ H(σi) = GσiM. Поэтому с учетом
леммы 1.3(5) имеет место включение

form(G/P)⊆ H(σi) =GσiM⊆ H= H(σk)

при всех σk ∈ σ(P) \ {σi}. Так как при этом P = GH = GGσiM, то f (σk) не содержится
в H(σk) для всех σk ∈ σ(P). Таким образом, если P – не σ-примарная группа, то f (σk) –
минимальная не H(σk)-формация для всех σk ∈ σ(P).

Пусть P – σi-группа. Тогда поскольку Oσ′i
(G) = 1 и Oσi(K) = 1, то Oσ′i,σi

(G) = P.
Следовательно, в силу леммы 1.2 имеет место равенство

f (σi) = form(G/Oσ′i,σi
(G)) = form(K).

Поскольку группа K монолитична и Φ(K) = 1, то form(K/Q) – единственная максимальная
подформация формации f (σi) по лемме 1.6. Так как по условию Q = KGσiM, то

form(K/Q)⊆ H(σi) =GσiM.

Значит, f (σi) – минимальная не H(σi)-формация. Таким образом, F – минимальная
σ-локальная не H-формация по лемме 1.6. □

Лемма 2.6. ПустьM – непустая абелева формация, H=Gσ′i
GσiM. Тогда и только

тогда F является минимальной σ-локальной не H-формацией, когда F= lσform(G), где
G – такая монолитическая группа с монолитом P = GH, что σi ∈ σ(P), и либо P = GGσiM –
не σ-примарная группа, либо G = P⋊K, где P = CG(P) – p-группа, p ∈ σi, а K одна из
следующих групп:

1) монолитическая группа с таким монолитом Q = KGσiM ̸⊆ Φ(K), что σi /∈ σ(Q);
2) минимальная не M-группа одного из следующих типов:

а) группа кватернионов порядка 8, если 2 /∈ σi;
б) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q /∈ σi;
в) циклическая q-группа, q /∈ σi.

Доказательство. Пусть f – наименьшее σ-локальное определение формации F
и H – каноническое σ-локальное определение формации H.

Необходимость. Пусть F минимальная σ-локальная не H-формация и предположим,
чтоF не содержится в (Gσ′iGσi)Nσ=L. Так какM содержится в классе всех σ-нильпотентных
групп Nσ, то (Gσ′iGσi)M⊆ (Gσ′iGσi)Nσ = L. Поэтому F является минимальной σ-локальной
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не L-формацией. Поскольку формация Nσ σ-локальна, то в силу леммы 2.5 имеем F =
= lσform(G), гдеG – такая монолитическая группа с монолитомP=GL, что σi ∈ σ(P), и либо
P – не σ-примарная группа и P = GGσiNσ , либо G = P⋊K, где P =CG(P) – p-группа, p ∈ σi,
а K – такая монолитическая группа с монолитом Q = KGσiNσ , что Q ̸⊆ Φ(K) и σi /∈ σ(Q).

Обозначим через F1 максимальную σ-локальную подформацию формации F и F1 – ее
каноническое σ-локальное определение. В силу леммы 2.3 имеем H(σi) =GσiM. Заметим
также, что поскольку F ̸⊆ H, то G /∈ H и P ⩽ GH.

Пусть P – не σ-примарная группа. Тогда поскольку σi ∈ σ(P), то ввиду леммы 2.4
формация F1 имеет такое внутреннее σ-локальное определение f1, что f1(σi) = form(G/P).
В силу леммы 1.3 имеет место f1 ≤ F1. Поскольку по условию F1 ⊆ H, то f1 ≤ F1 ≤ H
по лемме 1.11. Значит, G/P ∈ H(σi) = GσiM ⊆ H и GH ⩽ P. Таким образом, если P –
не σ-примарная группа, то P = GH и группа G удовлетворяет условию леммы.

Пусть P – σ-примарная группа. Тогда по лемме 2.2 формация F1 имеет такое внут-
реннее σ-локальное определение f1, что f1(σi) = form(K/Q). Поскольку F1 ⊆ H, то в силу
леммы 1.11 имеют место неравенства f1 ≤ F1 ≤ H. Следовательно, имеем

f1(σi) = form(K/Q)⊆ H(σi) =GσiM.

Кроме того, так как Q = KGσiNσ , то K /∈GσiM⊆GσiNσ. Поэтому Q = KGσiM. Таким образом,
K удовлетворяет условию 1) леммы. Покажем теперь, что P = GH. Так как K/Q ∈ H(σi) =
= GσiM и, кроме того, σi /∈ σ(Q), то K ∈ Gσ′iGσiM = H. Поэтому G/P ≃ K ∈ H и GH ⩽ P.
Таким образом, P = GH и группа G удовлетворяет условию леммы.

Пусть теперьF⊆L. Тогда по лемме 1.8 имеемF –σ-локальнаяформация, порожденная
такой монолитической группой A с монолитом AH, что f (σk) – минимальная не H(σk)-фор-
мация для всех σk ∈ σ(AH).

Понятно, что σi ∈ σ(AH). Пусть L – каноническое σ-локальное определение форма-
ции L. По лемме 2.3 L(σi) = GσiNσ. Поскольку F ⊆ L, то f (σi) ⊆ L(σi) = GσiNσ. Ввиду
леммы 1.2 имеем f (σi) = form(B | B ∈ f (σi),Oσi(B) = 1). Поэтому f (σi)⊆ Nσ′i

.
Поскольку все собственные подформации формации f (σi) входят в H(σi) = GσiM,

то с учетом Nσ′i ⊆ Nσ′i
M все собственные подформации f (σi) входят в

Nσ′i
∩GσiM⊆ Nσ′i

M∩GσiM= (Nσ′i ∩Gσi)M=M.

С другой стороны, f (σi) не входит в M, иначе f (σi) ⊆ GσiM = H(σi), что невозможно.
Значит, f (σi) – минимальная не M-формация.

Пусть f (σi) ̸⊆A. Тогда посколькуM⊆A, то f (σi) – минимальная неабелева формация.
По лемме 1.12 f (σi) – формация, порожденная группой K, где K – либо ненильпотентная
монолитическая группа с таким монолитом Q, что Q ̸⊆ Φ(K) и факторгруппа K/Q абелева,
либо группа кватернионов порядка 8, либо неабелева группа порядка q3 простой нечетной
экспоненты q.

Поскольку в каждом из этих случаев K является монолитической группой, f (σi)⊆Nσ′i
и f (σi) ̸⊆GσiM= H(σi), то в первом случае K является σ j-группой для некоторого j ̸= i,
во втором случае – 2 /∈ σi и, соответственно, в последнем – q /∈ σi. Пусть p ∈ σi. Тогда в силу
леммы 1.10 существует точный неприводимый FpK-модуль P. Положим G = P⋊K. Тогда
поскольку Oσi(K) = 1, то P = Oσi(G) = Oσ′i,σi

(G). Так как

G/Oσi(G) = G/P ≃ K ∈ f (σi) = form(K),

то G ∈ F ввиду леммы 1.5. Допустим, что lσform(G) ̸= F. Тогда по условию lσform(G)⊆ H

и G/Oσ′i,σi
(G)≃ K ∈ H(σi). Поэтому f (σi)⊆ H(σi). Противоречие. Значит, lσform(G) = F.

При этом, очевидно, P = CG(P) = GH.
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Допустим, чтоK – ненильпотентная группа с таким монолитомQ, чтоQ ̸⊆Φ(K) и фак-
торгруппа K/Q абелева. Тогда по лемме 1.6 формация f (σi) = form(K) имеет единственную
максимальную подформацию form(K/Q). Поскольку f (σi) – минимальная неM-формация,
то K/Q ∈M. Поэтому Q = KM и K удовлетворяет условию 1) леммы.

Пусть теперь группа K нильпотентна. Тогда по лемме 1.13 формация f (σi) = form(K)
наследственна. Так как все собственные подгруппы группы K абелевы, а сама формация
f (σi) – неабелева, и при этом f (σi) – минимальная неM-формация, то K – минимальная
не M-группа. Таким образом, группа K удовлетворяет условию 2) леммы.

Пусть теперь f (σi)⊆A. Тогда по лемме 1.13 формация f (σi) наследственна. Пусть K –
группа минимального порядка из f (σi)\M. Тогда K – минимальная неM-группа. Поскольку
при этом f (σi) – минимальная не M-формация, то f (σi) = form(K). Так как формация
f (σi) абелева и f (σi) ⊆ Nσ′i

, то K – циклическая q-группа, где q ∈ σ j для некоторого
σ j ̸= σi. Пусть p ∈ σi. Ввиду леммы 1.10 существует точный неприводимый FpK-модуль
P. Пусть G = P⋊K. Тогда P =CG(P) и, кроме того, P = Oσi(G) = Oσ′i,σi

(G). Поскольку K
не принадлежит формацииM, то с помощью рассуждений, аналогичных приведенным выше,
можно показать, что F= lσform(G), P = GH и группа K удовлетворяет условию 2) леммы.

Достаточность. Пусть F= lσform(G), где G – группа из условия леммы. Ввиду лем-
мы 1.8 достаточно доказать, что при всех σk ∈ σ(P) формация f (σk) является минимальной
не H(σk)-формацией.

Пусть P – не σ-примарная группа. Тогда Oσ′k,σk
(G) = 1 для всякого σk ∈ σ(P). Значит,

f (σk) = form(G). В силу леммы 1.6 формация f (σk) имеет единственную максимальную
подформацию form(G/P). Поскольку по условию P = GGσiM, то G/P ∈ GσiM = H(σi).
Следовательно, имеет место включение form(G/P)⊆ H(σi). С другой стороны, поскольку
в силу леммы2.3 при любом σk ∈ σ\{σi} имеет местоH(σk)=Gσ′i

GσiM=H, то form(G/P)⊆
⊆ H(σk) для всех σk ∈ σ\{σi}. Так как P = GH, то f (σk) ̸⊆ H(σk) при всех σk ∈ σ(P). Таким
образом, если P – не σ-примарная группа, то f (σk) – минимальная не H(σk)-формация
для всех σk ∈ σ(P).

Пусть теперь P – σi-группа. Тогда P = Oσ′i,σi
(G). По лемме 1.2 имеем

f (σi) = form(G/Oσ′i,σi
(G)) = form(K).

Понятно, что f (σi) ̸⊆ H(σi) = GσiH(σi).
Пусть группа K удовлетворяет условию 1). Тогда по лемме 1.6 формация f (σi)

имеет единственную максимальную подформацию form(K/Q). По условию Q = KGσiM или
Q = KM. Значит, form(K/Q)⊆ H(σi) =GσiM. Поскольку при этом f (σi) не входит в H(σi),
то f (σi) – минимальная не H(σi)-формация.

Рассмотрим теперь случай, когда группа K удовлетворяет условию 2). Пусть 2 /∈ σi
и K – группа кватернионов порядка 8. Обозначим через B формацию всех абелевых групп
экспоненты, делящей 4. Допустим, чтоB ̸⊆ f (σi) и пусть B – группа минимального порядка
из B\ f (σi). Тогда B – монолитическая абелева группа и, следовательно, B – циклическая
примарная группа. Значит, либо |B|= 4, либо |B|= 2. Поскольку в группе кватернионов
порядка 8 имеются циклические подгруппы порядков 2 и 4, то B ∈ f (σi) = form(K), ввиду
наследственности формации form(K). Полученное противоречие показывает, чтоB⊆ f (σi).

Пусть L – произвольная собственная подформация формации f (σi). Тогда ввиду
леммы 1.12 имеем L⊆A. Допустим, что L ̸⊆B. Пусть M – группа минимального порядка из
L\M. Тогда группа M монолитична. Поскольку M – абелева группа, то она циклична. Ввиду
леммы 8.12 [4] экспонента группы M делит экспоненту группы K. Значит, экспонента
группы M равна 2 или 4. Но тогда, очевидно, M ∈ B. Полученное противоречие показы-
вает, что L ⊆ B. Поскольку K минимальная не M-группа и 2 /∈ σi, то K /∈ GσiM = H(σi).
Следовательно, f (σi) – минимальная не H(σi)-формация.
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Пусть теперь K – неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q /∈ σi.
Тогда ввиду леммы 1.12 имеем form(K) = f (σi) – минимальная неабелева формация. Пусть
L – максимальная подформация формации f (σi). Тогда L – абелева формация и всякая
неединичная группа из L имеет экспоненту q. Поскольку K – минимальная неM-группа, то
в формации H(σi) имеются группы порядка q. Но тогда L⊆ H(σi). Так как при этом q /∈ σi,
то K /∈ GσiM = H(σi). Поэтому f (σi) – минимальная не H(σi)-формация.

Наконец, пустьK – циклическая q-группа, q /∈ σi. И пустьM – максимальная подгруппа
группы K. Поскольку form(M) – единственная максимальная подформация формации
form(K) = f (σi) и по условию K – минимальная неM-группа, то M ∈ H(σi). Так как q /∈ σi,
то K /∈ GσiM = H(σi) и f (σi) – минимальная не H(σi)-формация.

Таким образом, в силу леммы 1.8 формация F является минимальной σ-локальной
не H-формацией. □

Доказательство теоремы A. Обозначим через f – наименьшее σ-локальное опреде-
ление формации F и H – каноническое σ-локальное определение формации H.

Необходимость. Пусть F – минимальная σ-локальная не H-формация. Тогда H
имеет такое σ-локальное определение h, каждое неабелево значение которого σ-локально.
Без ограничения общности можно считать, что h является внутренним σ-локальным
определением H. Ввиду леммы 1.3 имеет место равенство

H= (∩σi∈σ(H)Gσ′iGσih(σi))∩Gσ(H).
Поскольку F ̸⊆ H, но каждая собственная σ-локальная подформация из F содержится в H,
то либо F – минимальная σ-локальная не Gσ(H)-формация, либо найдется такое σi ∈ σ(H),
что F – минимальная σ-локальная не (Gσ′iGσih(σi))-формация.

Пусть F – минимальная σ-локальная не Gσ(H)-формация и G – группа минимального
порядка из F \Gσ(H). Тогда G – монолитическая группа с монолитом P = GGσ(H) . Ясно,
что σ(P) ̸⊆ σ(H), так как в противном случае G ∈ Gσ(H). Поэтому найдется такое σi, что
σi ∈ σ(P)\σ(H). Поскольку в силу леммы 1.3 имеет место Gσi ⊆ F и Gσi ̸⊆ H, то F=Gσi .
Поэтому G – σi-группа. Но тогда, ввиду монолитичности группы G, имеем G = P – простая
σi-группа. Таким образом, группа G удовлетворяет условию 1).

Пусть F – σ-локальная не (Gσ′iGσih(σi))-формация для некоторого σi ∈ σ(H). Обозна-
чим через F1 максимальную σ-локальную подформацию формации F. Тогда имеет место
F1 ⊆ H∩Gσ′iGσih(σi). Ввиду леммы 2.3 имеем H(σ j) = Gσ jh(σ j) для любого σ j.

Рассмотрим вначале случай, когда h(σi) – σ-локальная формация. По лемме 1.9
произведение Gσ jh(σ j) является σ-локальной формацией. Значит, в силу леммы 2.5, имеем

F = lσform(G), где G – такая монолитическая группа с монолитом P = G
G
σ′i
Gσih(σi)

=

= G
G
σ′i

H(σi), что σi ∈ σ(P) и либо P – не σ-примарная группа, P = GGσih(σi) = GH(σi), либо
G = P⋊K, где P =CG(P) – абелева p-группа, p ∈ σi, а K – такая монолитическая группа
с монолитом Q = KGσi h(σi) = KH(σi), что Q ̸⊆ Φ(K) и σi /∈ σ(Q).

Пусть P – не σ-примарная группа. Тогда по лемме 2.4 формация F1 имеет такое
внутреннее σ-локальное определение f1, что f1(σ j) = form(G/P) для всех σ j ∈ σ(P). Ввиду
лемм 1.4 и 1.11 имеем f1 ≤ H. Поэтому при всех σ j ∈ σ(P) справедливо G/P ∈ H(σ j)⊆ H.
Предположим, что найдется такое σ j ∈ σ(P), что G ∈ H(σ j). Тогда

G ∈ H(σ j)⊆ H⊆Gσ′i
Gσih(σi).

НоP=G
G
σ′i
Gσi h(σi). Полученное противоречие показывает, чтоP=GH(σ j) для всехσ j ∈ σ(P),

а также P = GH. Значит, в рассматриваемом случае F= lσform(G), где G – такая моноли-
тическая группа с монолитом P = GH, что P – не σ-примарная группа и P = GH(σ j) для
всех σ j ∈ σ(P). Таким образом, группа G удовлетворяет условию 2).
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Пусть P – σ-примарная группа. По лемме 2.2 формация F1 имеет такое внутреннее
σ-локальное определение f1, что f1(σi) = form(K/Q), f1(σ j) = form(G/Oσ′j,σ j

(G)) для всех
σ j ∈ σ(G)\{σi} и f1(σ j) =∅ для всех σ j /∈ σ(G). По условиюF1 ⊆H. Следовательно, f1 ≤H.
Поскольку f1(σ j) = form(G/Oσ′j,σ j

(G)) для всех σ j ∈ σ(G)\{σi}, то для всех таких σ j имеет
место G/Oσ′j,σ j

(G) ∈ H(σ j). Заметим, что G/Oσ′j,σ j
(G)≃ K/Oσ′j,σ j

(K). Действительно, так
как σi ̸= σ j, то Oσ′j,σ j

(G)/P = Oσ′j,σ j
(G/P). Значит,

K/Oσ′j,σ j
(K)≃ (G/P)/Oσ′j,σ j

(G/P) = (G/P)/(Oσ′j,σ j
(G)/P)≃ G/Oσ′j,σ j

(G).

Поэтому для всех σ j ∈ σ(G)\{σi} имеет место K/Oσ′j,σ j
(K) ∈ H(σ j). Докажем, что P = GH

и KH(σ j) ⊆ Q для всех σ j ∈ σ(Q). Ясно, что G /∈ H. Если Q – не σ-примарная группа
и σ j ∈ σ(Q), то Oσ′j,σ j

(K) = 1. Следовательно,

G/P ≃ K ≃ K/Oσ′j,σ j
(K) ∈ H(σ j)⊆ H.

Отсюда KH(σ j) = 1 ⊆ Q для всех σ j ∈ σ(Q). Если же Q – σ j-группа, то Q ⊆ Oσ j(K) =
= Oσ′j,σ j

(K). Значит, K/Oσ j(K) ∈ H(σ j). Поэтому

G/P ≃ K ∈Gσ jH(σ j) = H(σ j)⊆ H.

Следовательтно, P = GH и KH(σ j) = 1 ⊆ Q. Таким образом, группа G удовлетворяет
условию 3).

Рассмотрим теперь случай, когда h(σi) – абелева формация. Применяя лемму 2.6,
видим, чтоF= lσform(G), гдеG – такаямонолитическая группа смонолитомP=G

G
σ′i
Gσih(σi),

что σi ∈ σ(P), и либо P = GGσi h(σi) = GH(σi) – не σ-примарная группа, либо G = P⋊K, где
P = CG(P) – p-группа, p ∈ σi, а K – одна из следующих групп:

1) монолитическая группа с таким монолитом Q = KGσih(σi) = KH(σi) ̸⊆ Φ(K), что
σi /∈ σ(Q);

2) ненильпотентная монолитическая σ j-группа с монолитом Q = Kh(σi) ̸⊆ Φ(K), j ̸= i;
3) минимальная не h(σi)-группа одного из следующих типов:

а) группа кватернионов порядка 8, если 2 /∈ σi;
б) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q /∈ σi;
в) циклическая q-группа, q /∈ σi.

Пусть P – не σ-примарная группа. По лемме 2.4 формация F1 имеет такое внутрен-
нее σ-локальное определение f1, что f1(σ j) = form(G/P) для всех σ j ∈ σ(P). Согласно
условию F1 ⊆ H. Следовательно, f1 ≤ H. Таким образом, G/P ∈ H(σ j) для всех σ j ∈ σ(P).
Предположим, что найдется такое σk ∈ σ(P), что G ∈ H(σk). Тогда поскольку σ-локальное
определение H внутреннее, то G ∈ H⊆Gσ′i

H(σi). Полученное противоречие показывает,
что P = GH(σ j) для всех σ j ∈ σ(P). Ясно также, что P = GH. Таким образом, в рассмат-
риваемом случае F = lσform(G), где G – монолитическая группа с монолитом P = GH,
удовлетворяющая условию 2).

Пусть P – σ-примарная группа иK удовлетворяет условию 1). Тогда согласно лемме 2.2
формация F1 имеет такое внутреннее σ-локальное определение f1, что f1(σi) = form(H/Q).
Ввиду условия F1 ⊆ H. Значит, f1 ≤ H. Следовательно,

H/Q ⊆ H(σi) =Gσi f (σi).

Если K ∈ H(σi), то G/P ≃ K ∈ H(σi). Значит, G ∈ GσiH(σi) = H(σi) ⊆ H. Противоречие.
Значит, H/Q ∈ h(σi) и Q = Hh(σi).
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Покажем, что P = GH. Очевидно, G /∈ H. Предположим, что G/P /∈ H. Тогда K /∈ H.
Значит, F = lσform(G) = lσform(K). Применяя теперь лемму 1.2 имеем

form(G/Oσ′i,σi
(G)) = form(G/P) = form(K) = form(K/Oσ′i,σi

(K)).

Если группа K удовлетворяет условию 1), то по лемме 1.6 формация form(K/Q) является
единственной максимальной подформацией формации form(K). Так как Q – σ′i-группа, то
Q ⊆ Oσ′i,σi

(K). Значит, K/Oσ′i,σi
(K) ∈ form(K/Q). Таким образом,

K/Oσ′i,σi
(K) ∈ form(K/Q)⊂ form(K) = form(K/Oσ′i,σi

(K)).

Противоречие. Пусть теперь группа K удовлетворяет одному из условий 2). Тогда K –
примарная группа. Следовательно, K = Oσ′i,σi

(K). Значит, form(K) = form(K/Oσ′i,σi
(K)) –

формация всех единичных групп. Полученное противоречие показывает, что G/P ∈ H.
Поэтому P = GH.

Таким образом, группа G удовлетворяет условию 3).
Достаточность. Пусть f – минимальное σ-локальное определение формации F.

Ввиду леммы 1.8 для доказательства достаточно установить, что формация f (σ j) является
минимальной не H(σ j)-формацией для всех σ j ∈ σ(P).

Если группа G удовлетворяет условию 1), то, очевидно, F – минимальная σ-локальная
не H-формация.

Пусть группа G удовлетворяет условию 2) и σ j ∈ σ(P). Тогда Oσ′j,σ j
(G) = 1 и по

лемме 1.2 f (σ j) = form(G/Oσ′j,σ j
(G)) = form(G). По условию G/P ∈ H(σ j) и P = GH.

Поскольку по лемме 1.6 form(G/P) – единственная максимальная подформация формации
form(G), то f (σ j) – минимальная не H(σ j)-формация для всех σ j ∈ σ(P).

Пусть теперь группа G удовлетворяет условию 3). Тогда поскольку σi /∈ σ(Q), то
P = Oσi(G) = Oσ′i,σi

(G) и по лемме 1.2 имеем

f (σi) = form(G/Oσ′i,σi
(G)) = form(K).

Если K ∈ H(σi), то G/P = G/Oσi(G) ≃ K ∈ H(σi) и G ∈ H по лемме 1.5. Полученное
противоречие показывает, что K /∈ H(σi).

Пусть Φ(K) = 1. По условию K/Q ∈ H(σi). Значит, form(K/Q)⊆ H(σi). Поскольку
по лемме 1.6 form(K/Q) – единственная максимальная подформация формации f (σi) =
= form(K), то f (σi) – минимальная не H(σi)-формация.

Пусть K удовлетворяет условию а). Тогда K – группа кватернионов порядка 8
и 2 /∈ σi. По лемме 1.12 имеем f (σi) = form(K) – минимальная неабелева формация. Пусть
M – максимальная подформация формации f (σi). Легко видеть, что M – формация
абелевых групп экспоненты, делящей 4, и формация M порождается любой абелевой
группой экспоненты 4. Среди подгрупп группы H имеется собственная абелева нормальная
подгруппа экспоненты 4. Значит,M⊆ formX, где X – множество всех собственных подгрупп
группыK. Кроме того, подгруппы группыK абелевыи их экспонентыделят 4. Следовательно,
formX ⊆M. Таким образом, M = formX. Но по условию X ⊆ H(σi). Значит, M ⊆ H(σi).
Итак, f (σi) – минимальная не H(σi)-формация.

Пусть K удовлетворяет условию б), т. е. K – неабелева группа порядка q3 простой
нечетной экспоненты q /∈ σi. Тогда по лемме 1.12 f (σi) = form(K) – минимальная неабелева
формация. Пусть M – максимальная подформация формации f (σi). Тогда M – абелева
формация и все неединичные группы из M имеют экспоненту q. Поскольку по условию
группа K является минимальной не H(σi)-группой, то в H(σi) входят группы порядка q.
Поэтому M⊆ H(σi). Следовательно, f (σi) – минимальная не H(σi)-формация.
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Пусть группа K удовлетворяет условию в), |K|= qn, где q /∈ σi. Обозначим через M
максимальную подгруппу группы K. Тогда M ∈ H(σi), но K /∈ H(σi). Значит, f (σi) ̸⊆ H(σi)
и formM ⊆ H(σi).

Покажем теперь, что всякая собственная подформация из f (σi) входит в form(M).
Предположим, что в f (σi) имеется такая собственная подформацияM, чтоM ̸⊆ form(M),
и пусть A – группа минимального порядка изM\ form(M). Тогда группа A монолитична.
Так как при этом формация f (σi) абелева, то A – циклическая группа порядка qm. Согласно
лемме 8.12 [4] экспонента qm группы A делит экспоненту qn группы K. Тогда если m = n,
то A ≃ K и, следовательно, имеют место включения

f (σi)⊆ form(A)⊆M⊂ f (σi).

Получаем противоречие. Поэтому m < n. Поскольку порядок группы M равен qn−1, то
либо A изоморфна некоторой собственной подгруппе группы M, либо A ≃ M. Последнее
означает, что A ∈ form(M). Снова получаем противоречие. Следовательно,M⊆ form(M).
Но тогда f (σi) – минимальная не H(σi)-формация.

Привлекая теперь лемму 1.8 заключаем, что F= lσform(G) – минимальная σ-локаль-
ная не H-формация. □

Приведем некоторые следствия теоремы A.
Напомним [37], что всякую формацию групп называют 0-кратно σ-локальной. При

n > 0 формацию F называют n-кратно σ-локальной, если либо F = (1) – класс всех
единичных групп, либо F = LFσ( f ), где f (σi) – (n− 1)-кратно σ-локальная формация
для всех σi ∈ σ(F).

Следствие 2.7. Пусть H – 2-кратно σ-локальная формация и H – ее каноническое
σ-локальное определение. Тогда и только тогда F является минимальной σ-локальной
не H-формацией, когда F= lσform(G), где G – такая монолитическая группа с монолитом
P = GH, что выполняется одно из следующих условий:

1) G = P – простая σi-группа, σi /∈ σ(H);
2) P – не σ-примарная группа и P = GH(σi) для всех σi ∈ σ(P);
3) G = P⋊K, где P =CG(P) – p-группа, p ∈ σi, а K – такая монолитическая группа

с монолитом Q = KH(σi), что σi /∈ σ(Q), Φ(K) = 1 и KH(σ j) ⊆ Q для всех σ j ∈ σ(Q).
Если H – σ-локальная формация классического типа и H= LFσ(h), где h – некоторое

σ-локальное определение формации H, то в силу леммы 1.3(4) для канонического σ-ло-
кального определения H формации H имеем H(σi) = Gσi(h(σi)∩H) = GσiH(σi). Значит,
из теоремы A получаем следующее утверждение.

Следствие 2.8. Пусть H= LFσ(h) – σ-локальная формация классического типа, где
h – некоторое ее σ-локальное определение. Тогда и только тогда F является минимальной
σ-локальной не H-формацией, когда F= lσform(G), где G – такая монолитическая группа
с монолитом P = GH, что выполняется одно из следующих условий:

1) G = P – простая σi-группа, σi /∈ σ(H);
2) P – не σ-примарная группа и P = GGσi(h(σi)∩H) для всех σi ∈ σ(P);
3) G = P⋊K, где P =CG(P) – p-группа, p ∈ σi, а K – такая монолитическая группа

с монолитом Q = KGσi(h(σi)∩H), что σi /∈ σ(Q) и либо Φ(K) = 1 и KGσ j (h(σ j)∩H) ⊆ Q для всех
σ j ∈ σ(Q), либо K – минимальная не h(σi)-группа одного из следующих типов:

а) группа кватернионов порядка 8, если 2 /∈ σi;
б) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q /∈ σi;
в) циклическая q-группа, q /∈ σi.

Пусть H = Nσ – формация всех σ-нильпотентных групп. Тогда всякую минималь-
ную не Nσ-формацию будем называть минимальной σ-локальной не σ-нильпотентной
формацией. Ввиду примера 1.2(iv) [37] Nσ = LFσ(H), где H(σi) = Gσi – формация всех
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σi-групп, для всех i. Значит, Nσ является σ-локальной формацией классического типа.
Поэтому из теоремы A получаем

Следствие 2.9. Тогда и только тогда F – минимальная σ-локальная не σ-нильпо-
тентная формация, когда F= lσform(G) и выполняется одно из следующих условий:

1) G – простая не σ-примарная группа;
2) G = P⋊K, где P =CG(P) – p-группа, p ∈ σi, а K – простая σ j-группа, j ̸= i.
Пусть H – формация всех мета-σ-нильпотентных групп. Тогда, как нетрудно убе-

диться, формация H совпадает с произведением NσNσ = (Nσ)
2. Всякую минимальную

не (Nσ)2-формацию будем называть минимальной σ-локальной не мета-σ-нильпотентной
формацией. Ввиду примера 4.4(iii) [41] H= LFσ(h), где h(σi) =Nσ для всех i. Значит, (Nσ)2

является σ-локальной формацией классического типа, при этом в силу леммы 1.3(5) для
канонического σ-локального определения H формации (Nσ)

2 имеем H(σi) = GσiNσ для
всех i. Поэтому из теоремы A получаем

Следствие 2.10.Тогда итолькотогдаF являетсяминимальнойσ-локальной немета-
σ-нильпотентной формацией, когда F= lσform(G), где G – такая монолитическая группа
с монолитом P = GH, что выполняется одно из следующих условий:

1) P = GNσ – не σ-примарная группа;
2) G = P⋊K, где P =CG(P) – p-группа, p ∈ σi, а K – такая монолитическая группа

с монолитом Q = KNσ , что σi /∈ σ(Q).
Пусть H – формация всех групп c σ-нильпотентным коммутантом. Тогда, очевидно,

формация H совпадает с произведением NσA и, в силу примера 1.2(v) [37] H = LFσ(h),
где h(σi) = A – формация всех абелевых групп. Поэтому NσA – σ-локальная формация
классического типа. В силу леммы 1.3(5) для канонического σ-локального определения H
формации NσA имеем H(σi) = GσiA для всех i. Значит, из теоремы A получаем

Следствие 2.11. Тогда и только тогда F является минимальной σ-локальной
не NσA-формацией, когда F= lσform(G), где G – такая монолитическая группа с моно-
литом P = GNσA, что выполняется одно из следующих условий:

1) P = GA – не σ-примарная группа;
2) G = P⋊K, где P =CG(P) – p-группа, p ∈ σi, а K – одна из следующих групп:

а) монолитическая группа с таким монолитом Q ̸⊆ Φ(K), что Q = KA – нееди-
ничная σ j-группа если j ̸= i;

б) группа кватернионов порядка 8, если 2 /∈ σi;
в) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q /∈ σi.

Приведем несколько следствий теоремы A в классическом случае, когда σ = σ1 =
= {{2},{3},{5}, . . .}.

Следствие 2.12 [3].Пусть H – формация классического типа и H – ее максимальный
внутренний локальный экран. Тогда и только тогда F является минимальной локальной
не H-формацией, когда F= lform(G), где G – такая монолитическая группа с монолитом
P = GH, что выполняется одно из следующих условий:

1) G = P – группа простого порядка p /∈ π(H);
2) P – неабелева группа и P = GH(p) для всех p ∈ π(P);
3) G = P⋊K, где P = CG(P) – p-группа, а K – такая монолитическая группа

с монолитом Q = KH(p), что p /∈ π(Q) и либо Φ(K) = 1 и KH(q) ⊆ Q для всех q ∈ π(Q),
либо K – минимальная не H(p)-группа одного из следующих типов:

а) циклическая примарная группа;
б) группа кватернионов порядка 8;
в) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q.

Следствие 2.13 [3]. Пусть H – 2-кратно локальная формация и h – ее максимальный
внутренний локальный экран. Формация F в том и только в том случае является
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Hl-критической, когда F= lform(G), где G – такая монолитическая группа с монолитом
P = GH, что выполняется одно из следующих условий:

1) G – группа простого порядка;
2) P – неабелева группа и P = Gh(p) для всех p ∈ π(P);
3) G = P⋊K, где P = CG(P) – p-группа, а K – такая монолитическая группа

с монолитом Q = Kh(p), что (|Q|, |P|) = 1, Q ̸⊆ Φ(K) и для всех q ∈ π(Q) имеет место
KH(q) ⊆ Q.

Следствие 2.14 [3]. Пусть H = LF(h) – формация классического типа с локаль-
ным экраном h. Формация F в том и только том случае является Hl-критической,
когда F= lform(G), где G – такая монолитическая группа с монолитом P = GH, что
выполняется одно из следующих условий:

1) P = G – группа простого порядка;
2) P – неабелева группа и P = GNp(h(p)∩H) для всех p ∈ π(P);
3) G = P⋊K, где P = CG(P) – p-группа, а K – такая монолитическая группа

с монолитом Q = KNp(h(p)∩H) (p не делит |Q|), что либо Φ(K) = 1 и KNq(h(q)∩H) ⊆ Q для
всех q ∈ π(Q), либо K – минимальная не h(p)-группа одного из следующих типов:

а) циклическая примарная группа;
б) группа кватернионов порядка 8;
в) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q.

Следствие 2.15 [3]. Тогда и только тогда F – минимальная локальная ненильпо-
тентная формация, когда F= lform(G), где G – либо простая неабелева группа, либо
группа Шмидта.

Следствие 2.16 [4, с. 191]. Тогда и только тогда F – минимальная локальная
неметанильпотентная формация, когда F= lform(G), где G – такая монолитическая
группа с монолитом P, что выполняется одно из следующих условий:

1) P = GN – неабелева группа;
2) G = P⋊ (Q⋊N), где P =CG(P) – p-группа, Q =CQ⋊N(Q) – минимальная нормаль-

ная подгруппа в Q⋊N и N – нильпотентная группа.
Следствие 2.17 [4, с. 183]. Тогда и только тогда F – минимальная локальная

не NA-формация, когда F= lform(G), где G – такая монолитическая группа с моноли-
том P, что либо P – неабелева группа, совпадающая с коммутантом G, либо G = P⋊K,
где P = CG(P), а K – одна из следующих групп:

а) Q⋊N, где Q = CK(Q) = K′ ̸= 1;
б) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q;
в) группа кватернионов порядка 8.
Работа выполнена при финансовой поддержкеМинистерства образования Республики

Беларусь (проект № 20211328).
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I. N. Safonova
On critical σ-local formations of finite groups

Summary
In this article we study minimal σ-local non-H-formations of finite groups (or, in other

words, Hσ-critical formations), i. e. such σ-local formations not included in the class of groups H,
all of whose proper σ-local subformations are contained in H. A description of minimal σ-local
nonH-formations for an arbitrary σ-local formation H of classical type is obtained (а σ-local
formation is called a σ-local formation of classical type if it has a σ-local definition such that
all its non-Abelian values are σ-local). The main result of the work in the class of σ-local
formations solves the problem of L. A. Shemetkov (1980) on the description of critical formations
for given classes of finite groups. As corollaries, descriptions of Hσ-critical formations are
given for a number of specific classes of finite groups, such as the classes of all σ-nilpotent,
meta-σ-nilpotent groups, as well as the class all groups with σ-nilpotent commutator subgroup.



Национальная академия наук Беларуси
Труды Института математики. 2023. Том 31. № 2. С. 81–90

УДК 515.542

О СВЕРХРАЗРЕШИМОСТИ ГРУППЫ С ЗАДАННЫМИ СИСТЕМАМИ
УСЛОВНО ПОЛУНОРМАЛЬНЫХ ПОДГРУПП

А. А. Трофимук

Брестский государственный университет имени А. С. Пушкина
e-mail: alexander.trofimuk@gmail.com

Поступила 26.12.2023

Подгруппы A и B группы G называются cc-перестановочными в G, если A пе-
рестановочна с Bg для некоторого элемента g ∈ ⟨A,B⟩. Подгруппа A группы G
называется условно полунормальной в G, если в G существует подгруппа T такая,
что G = AT и A cc-перестановочна с каждой подгруппой из T . В настоящей ра-
боте доказана сверхразрешимость группы G, факторизуемой cверхразрешимыми
условно полунормальными подгруппами A и B, в следующих случаях: коммутант G′

нильпотентен; (|A|, |B|) = 1; G метанильпотентна и (|G : A|, |G : B|) = 1; G метаниль-
потентна и (|A/AN|, |B/BN|) = 1. Кроме того, установлена сверхразрешимость группы,
у которой максимальные, силовские, максимальные из силовских, минимальные,
2-максимальные подгруппы являются условно полунормальными подгруппами.

Введение. Рассматриваются только конечные группы. Подгруппы A и B группы G на-
зываются перестановочными, если AB = BA. Заметим, что равенство AB = BA равносильно
тому, что AB ⩽ G. Более слабое условие перестановочности было приведено в работе [1]:
подгруппы A и B группы G называются cc-перестановочными в G, если A перестановочна
с Bg для некоторого элемента g ∈ ⟨A,B⟩. При этом подгруппа A группы G называется
cc-перестановочной в G, если A cc-перестановочна с каждой подгруппой из G.

Подгруппы A и B группы G называются взаимно (тотально) перестановочными [2],
если UB = BU и AV =VA (соответственно UV =VU) для всех U ≤ A и V ≤ B. Результаты,
связанные со строением групп с заданными системами взаимно (тотально) перестановочных
подгрупп, приведены в разделах 4–5 монографии [3].

Со времени выхода работы [2] теория произведений взаимно и тотально переста-
новочных подгрупп получила широкое развитие. Так, в работе [4] было введено понятие
tcc-подгруппы: подгруппа A группы G называется tcc-подгруппой в G, если в G существует
подгруппа T такая, что G = AT и подгруппы A и T тотально cc-перестановочны. Кроме
того, в [4] исследованы группы с заданными системами tcc-подгрупп.

В работе [5, теорема C] доказано утверждение: предположим, что G = AB, где A
и B – сверхразрешимые подгруппы группы G. Пусть либо коммутант G′ нильпотен-
тен, либо (|A|, |B|) = 1. Если подгруппа A cc-перестановочна с каждой подгруппой из
подгруппы B и подгруппа B cc-перестановочна с каждой подгруппой из подгруппы A,
то G сверхразрешима.

Подгруппы A и B, удовлетворяющие условию «подгруппа A cc-перестановочна с каж-
дой подгруппой из подгруппы B и подгруппа B cc-перестановочна с каждой подгруппой из
подгруппы A», можно кратко называть взаимно cc-перестановочными подгруппами.

Напомним, что подгруппа A называется полунормальной в группе G, если в G
существует подгруппа T такая, что G = AT и A перестановочна с каждой подгруппой
из T . В [6] исследованы группы, факторизуемые полунормальными подгруппами. Вполне
естественно рассмотреть следующее

81



Определение. Подгруппа A группы G называется условно полунормальной подгруп-
пой в G, если в G существует подгруппа T такая, что G = AT и A cc-перестановочна
с каждой подгруппой из T .

Подгруппу T в дальнейшем будем называть условным добавлением к подгруппе A
в группе G. Очевидно, что всякая tcc-подгруппа является условно полунормальной под-
группой. Обратное неверно. Примером является знакопеременная группа A4, в которой
силовская 2-подгруппа является условно полунормальной подгруппой, но не является
tcc-подгруппой.

Если G = AB – произведение взаимно cc-перестановочных подгрупп A и B, то
A и B будут условно полунормальными подгруппами в группе G. Обратное неверно,
см. [4, пример 1.1].

В настоящей работе доказана сверхразрешимость группы G, факторизуемой cверх-
разрешимыми условно полунормальными подгруппами A и B, в следующих случаях:
коммутант G′ нильпотентен; (|A|, |B|) = 1; G метанильпотентна и (|G : A|, |G : B|) = 1; G
метанильпотентна и (|A/AN|, |B/BN|) = 1. Кроме того, установлена сверхразрешимость
группы, у которой максимальные, силовские, максимальные из силовских, минимальные,
2-максимальные подгруппы являются условно полунормальными подгруппами.

1. Предварительные рассмотрения. Приведем известные результаты, которые
неоднократно будут использоваться в доказательствах.

Используемая терминология соответствует [7; 8]. Запись H ≤ G означает, что H –
подгруппа группы G. Если H ≤ G и H ̸= G, то пишем H < G. Запись H⊴G означает, что H –
нормальная подгруппа группы G. Через G′, Z(G), F(G) и Φ(G) обозначаются коммутант,
центр, подгруппы Фиттинга и Фраттини группы G соответственно; Op(G) и Op′(G) – наи-
большие нормальные в G p- и p′-подгруппы соответственно; π(G) – множество всех простых
делителей порядка группы G. Элементарная абелева группа порядка pt и циклическая груп-
па порядка m обозначаются Ept и Zm соответственно, а A⋊B – полупрямое произведение
нормальной подгруппы A и подгруппы B.

Группа называется сверхразрешимой, если порядки ее главных факторов являются
простыми числами. Через U и N обозначим класс всех сверхразрешимых и нильпотент-
ных групп соответственно, а через HX – X-корадикал группы H, см. [7, с. 166]. Группа
с нормальной силовской p-подгруппой называется p-замкнутой, а группа с нормальной
p′-холловой подгруппой называется p-нильпотентной.

Лемма 1.1 [9, лемма 6]. Предположим, что разрешимая группа G /∈ U, но фактор-
группа G/K ∈U для каждой неединичной нормальной в G подгруппы K. Тогда справедливы
следующие утверждения:

(1) Z(G) = Op′(G) = Φ(G) = 1;
(2) группа G содержит единственную минимальную нормальную подгруппу N,

N = F(G) = Op(G) = CG(N) для некоторого p ∈ π(G);
(3) G – примитивная группа; G = N ⋊M, где M – максимальная подгруппа в группе

G с единичным ядром;
(4) N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1;
(5) если подгруппа M абелева, то M циклическая порядка, делящего pn −1, а n –

наименьшее натуральное число такое, что pn ≡ 1 (mod |M|).
Лемма 1.2 [8, VI.9]. (1) Класс U – наследственная насыщенная формация.
(2) Каждая минимальная нормальная подгруппа сверхразрешимой группы имеет

простой порядок.
(3) Пусть N – нормальная в G подгруппа и G/N сверхразрешима. Если N либо

циклическая, либо N ≤ Z(G), либо N ≤ Φ(G), то G сверхразрешима.
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(4) Каждая сверхразрешимая группа G p-замкнута для наибольшего p ∈ π(G)
и q-нильпотентна для наименьшего q ∈ π(G).

(5) Коммутант сверхразрешимой группы нильпотентен.
(6) Группа сверхразрешима тогда и только тогда, когда каждая ее максимальная

подгруппа имеет простой индекс.
Лемма 1.3 [8, с. 721; 10]. Пусть G – минимальная несверхразрешимая группа. Тогда

справедливы следующие утверждения:
(1) G разрешима и |π(G)| ≤ 3;
(2) G имеет единственную нормальную силовскую подгруппу P и P = GU. Кроме

того, P имеет экспоненту p, если p ̸= 2, и экспоненту 2 или 4, если p = 2;
(3) P/Φ(P) – минимальная нормальная подгруппа в G/Φ(P) и |P/Φ(P)|> p;
(4) если Q – дополнение к P в G, то Q/Q∩Φ(G) – либо примарная циклическая

группа, либо минимальная неабелева группа;
(5) если |π(Q)| = 2, то Q – нециклическая группа с циклическими силовскими

подгруппами.
(6) если G не является группой Шмидта, то G имеет силовскую башню сверх-

разрешимого типа.
2. Свойства условно полунормальных подгрупп.
Лемма 2.1. Пусть A – условно полунормальная подгруппа группы G и Y – условное

добавление к A в G. Тогда справедливы следующие утверждения:
(1) A – условно полунормальная подгруппа в H для каждой подгруппы H группы G

такой, что A ≤ H;
(2) AN/N – условно полунормальная подгруппа в G/N для каждой N ⊴G;
(3) для каждой X ⩽Y существует y ∈Y такой, что AXy ⩽ G. В частности, AM ⩽ G

для некоторой максимальной подгруппы M группы Y и AH ⩽ G для некоторой π-холловой
подгруппы H разрешимой группы Y и любого π ⊆ π(G);

(4) AK ⩽ G для каждой субнормальной подгруппы K в Y ;
(5) AKg ⩽ G для любого g ∈ G и любой субнормальной подгруппы K из Y ;
(6) Ax – условно полунормальная подгруппа группы G и Y x – условное добавление

к Ax в G для любого x ∈ G;
(7) если A – максимальная подгруппа, то |G : A| – простое число;
(8) если Y разрешима и A r-замкнута, r – наибольшее простое число из π(G), то

ее силовская r-подгруппа Ar субнормальна в G.
Доказательство. 1. Так какY – условное добавление к A в G, то G = AY . По тождеству

Дедекинда H = H ∩AY = A(H ∩Y ). Так как H ∩Y ⩽Y , то для любого Z ≤ H ∩Y существует
элемент u ∈ ⟨A,Z⟩ такой, что AZu ⩽ G. Поэтому A – условно полунормальная подгруппа в H.

2. Так как G = AY , то G/N = (AN/N)(Y N/N). Пусть X/N – произвольная подгруппа
в Y N/N. Так как N ⩽ X ⩽Y N. То по тождеству Дедекинда X = X ∩Y N = (X ∩Y )N. Так как
X ∩Y ⩽ Y , то A(X ∩Y )u ⩽ G для некоторого u ∈ ⟨A,X ∩Y ⟩. Поэтому

(AN/N)(X/N)uN = A(X ∩Y )uN/N ⩽ G/N

для uN ∈ ⟨A,X ∩Y ⟩N/N ⊆ ⟨A,X⟩N/N = ⟨AN/N,X/N⟩. Значит, AN/N – условно полунор-
мальная подгруппа в G/N.

3. Так как A – условно полунормальная подгруппа группы G, то по определению
для каждой X ⩽ Y существует u ∈ ⟨A,X⟩ такой, что AXu ⩽ G. Так как u ∈ G = AY = YA,
то u = ya для некоторых y ∈ Y и a ∈ A. Тогда

AXu = AXya = A(Xy)a = Aa(Xy)a = (AXy)a ⩽ G.
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Поэтому существует подгруппа AXy в группе G для некоторого y ∈ Y . Очевидно, что если
X – π-холлова подгруппа разрешимой группы Y , то H = Xy – π-холлова подгруппа из Y .
Поэтому AH ⩽ G. Аналогично и в случае, когда X – максимальная подгруппа группы Y .
Тогда M = Xy – максимальная подгруппа группы Y и AM ⩽ G.

4. Поскольку K субнормальная подгруппа в Y , то существует цепь подгрупп

Y = K0 ⩾ K1 ⩾ . . .⩾ Kn−1 ⩾ Kn = K,

в которой подгруппа Ki+1 нормальна в Ki для всех i. Применим индукцию по n. По п. (3)
существует y ∈ Y такой, что AKy

1 = AK1 ⩽ G. Поэтому утверждение справедливо для n = 0
и n = 1. Значит, n ⩾ 2. Согласно п. (1) A – условно полунормальная подгруппа в AK1 и K1 –
условное добавление к A в AK1. Так как длина субнормальной цепи между K и K1 меньше,
чем n, то по индукции в группе AK1 существует подгруппа AK, а следовательно, AK ⩽ G.

5. Так g ∈ G = AY = YA, то g = ya для некоторых y ∈ Y и a ∈ A. Тогда

AKg = AKya = A(Ky)a = (AKy)a.

Так как K субнормальна в Y , то Ky субнормальна в Y . По п. (4) AKy ⩽ G. Значит, AKg ⩽ G.
6. Так как AY = G, то AxY x = G. Пусть L ≤ Y x. Тогда Lx−1 ≤ Y и существует u ∈

∈ ⟨A,Lx−1⟩ такой, что A(Lx−1
)u ⩽ G. Так как ⟨A,Lx−1⟩= ⟨Ax,L⟩x−1 , то существует v ∈ ⟨Ax,L⟩

такой, что u = vx−1 .
Поскольку x−1u = vx−1, то

A(Lx−1
)u = ALvx−1

= (AxLv)x−1
.

Поэтому AxLv ⩽ G. Следовательно, Ax – условно полунормальная подгруппа группы G
и Y x – ее условное добавление к Ax в G.

7. Из п. (3) следует, что AYp ⩽ G для некоторой силовской p-подгруппы Yp группы Y .
Поскольку A – максимальная подгруппа группы G, то либо AYp = A, либо AYp = G. Если
AYp = A для всех p ∈ π(Y ), то Y ⩽ A и G = AY = A, противоречие. Значит, существует
простое q ∈ π(Y ) такое, что AYq = G и Yq – условное добавление к A в G. Из п. (4) можно
считать, что Yq – минимальное условное добавление к A в G. По п. (3) AS < G и |G : AS|= q
для некоторой максимальной подгруппы S из Yq. Так как A – максимальная подгруппа
группы G, то |G : A| = |G : AS| = q.

8. Применим индукцию по порядку группы G. По п. (3) AY1 ⩽ G для некоторой
r′-холловой подгруппы Y1 группы Y . Если AY1 < G, то по п. (1) A – условно полунормальная
подгруппа в AY1 и по индукции Ar субнормальна в AY1. Кроме того, Ar субнормальна
в некоторой силовской r-подгруппеGr группыG. ПустьYr ⩽R, гдеR – силовская r-подгруппа
группы G и Rg = Gr для некоторого g ∈ G. По [11, теорема 1] Ar субнормальна в

G = AY = AY1Yr = (AY1)Y g
r = (AY1)Gr.

Поэтому будем считать, что G = AY1. По п. (3) AQ ⩽ G для некоторой силовской
q-подгруппы Q из Y1. Если AQ < G, то A – условно полунормальная подгруппа в AQ и по
индукции Ar субнормальна в AQ. Поэтому Ar нормальна в AQ и Q ⩽ NG(Ar). Так как это
верно для любого q ∈ π(Y1), то Ar нормальна в G = AY1.

Поэтому G = AQ. По п. (4) Q – минимальное условное добавление к A в G. По
п. (3) AM < G для некоторой максимальной подгруппы M из Q. Так как A – условно
полунормальная подгруппа в AM, то по индукции Ar субнормальна в AM, а следовательно,
Ar нормальна в AM. Поскольку |G : AM|= q, то G/(AM)G изоморфна подгруппе группы Sq.
Поэтому Gr ⩽ (AM)G ⩽ AM и Ar = Gr субнормальна в G. □
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Лемма 2.2. Пусть G разрешима и G = AB – произведение условно полунормальных
подгрупп A и B. Если силовская p-подгруппа P группы G нормальна в G и абелева, то
P∩A и P∩B нормальны в G.

Доказательство. Так как A – условно полунормальная подгруппа в G, то существует
подгруппа H такая, что AH = G. Тогда по лемме 2.1 (3) AHp′ – подгруппа группы G для
некоторой холловой p′-подгруппы Hp′ в H. Очевидно, что P∩A – силовская p-подгруппа
в A. Обозначим Ap = P∩A. Поэтому P∩AHp′ = Ap и Ap нормальна в AHp′ . Значит, Hp′ ⩽
⩽ NG(Ap). Пусть Hp – силовская p-подгруппа в H. Так как Hp и Ap содержатся в абелевой
подгруппе P, то Hp ⩽ CG(Ap). Значит, Ap = P∩A нормальна в

G = AH = AHpHp′ .

Аналогично доказывается, что P∩B нормальна в G. □
3. Группы, факторизуемые условно полунормальными подгруппами.
Теорема 3.1. Пусть A и B – сверхразрешимые условно полунормальные подгруппы

группы G и G = AB. Тогда G сверхразрешима в следующих случаях:
(1) коммутант G′ нильпотентен;
(2) (|A|, |B|) = 1.
Доказательство. Предположим, что теорема неверна и пусть G – контрпример

минимального порядка. Пусть N – неединичная нормальная в G подгруппа. Факторгруппа

G/N = (AN/N)(BN/N), AN/N ≃ A/A∩N, BN/N ≃ B/B∩N,

поэтому подгруппы AN/N и BN/N сверхразрешимы, а по лемме 2.1 (2) они являются
условно полунормальными подгруппами в G/N.

1. Так как

(G/N)′ = G′N/N ≃ G′/G′∩N,

то коммутант (G/N)′ нильпотентен. Следовательно, факторгруппа G/N удовлетворяет
всем требованиям теоремы и G/N сверхразрешима по выбору группы G.

Из леммы 1.1 получаем, что группа G примитивна, в G существует минимальная
нормальная подгруппа N такая, что N =CG(N) = Op(G) = F(G) для некоторого p ∈ π(G),
N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1. Теперь N ≤ G′, коммутант G′ –
p-подгруппа и N = G′. Так как G/N абелева и Op(G/N) = 1, то N – силовская p-подгруппа
группы G.

Предположим, что AN = G. Тогда A∩N = 1, A – максимальная в G подгруппа. По
условию A – условно полунормальная подгруппа в G. По лемме 2.1 (7) |G : A|= p. Поэтому
|N|= p, противоречие. Значит, предположение неверно и AN < G. Аналогично, BN < G.

По лемме 2.1 (1) подгруппа A является условно полунормальной подгруппой в AN и
сверхразрешима по условию. Так как N нормальна в AN, то N – условно полунормальная
подгруппа в AN. Кроме того, N абелева. Поскольку (AN)′ ≤ G′, то коммутант (AN)′ ниль-
потентен. По индукции подгруппа AN сверхразрешима. Аналогично, BN сверхразрешима.
Теперь группа G = (AN)(BN) является произведением нормальных сверхразрешимых
подгрупп AN и BN и ее коммутант G′ нильпотентен. По теореме Бэра [12] группа G
сверхразрешима.

2. Так как

(|AN/N|, |BN/N|) = (|A/A∩N|, |B/B∩N|) = 1,

то факторгруппа G/N удовлетворяет всем требованиям теоремы и G/N сверхразрешима
по выбору группы G.
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Пусть p – наибольшее простое из π(G). Так как (|A|, |B|) = 1, то будем считать, что
p ∈ π(A). Пусть Y – условное добавление к A в G. По лемме 2.1 (3) для каждого q ∈ π(Y )
существует силовская q-подгруппаYq изY такая, чтоAYq ⩽G. Если q ̸= p, то по лемме 2.1 (8)
Ap субнормальна в AYq, а следовательно, Ap нормальна в AYq и Yq ⩽ NG(Ap). Пусть q = p
и π= π(A). Так как A – π-холлова подгруппа, то AYp = A и Yp ⩽ A. Поэтому Yp ⩽ NG(Ap).
ТогдаAp нормальна вG=AY , посколькуYq ⩽NG(Ap) для любого q∈ π(Y ). Очевидно, чтоAp
силовская p-подгруппа в G. Пусть P = Ap. Тогда G разрешима, так как G/P сверхразрешима.

Из леммы 1.1 получаем, что группа G примитивна, в G существует минимальная
нормальная подгруппа N такая, что N = CG(N) = Op(G) = F(G) = P для наибольшего
p ∈ π(G), N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1.

Так как (|A|, |B|) = 1, то N ⩽ A и B – p′-группа. Так как B – условно полунормальная
подгруппа в G, то G = BH, где H – условное добавление к B в G и N ⩽ H. Пусть N1 –
минимальная нормальная подгруппа в A такая, что N1 ⩽ N. По лемме 1.2 (2) |N1|= p. Так
как N1 субнормальна в H, то по лемме 2.1 (4) BN1 ⩽ G. Так как G p-замкнута, то B ⩽ NG(N1).
Поэтому N1 нормальна в G = AB, противоречие. □

Следствие 3.1 [5, теорема C]. Пусть G = AB – произведение взаимно cc-переста-
новочных сверхразрешимых подгрупп A и B. Если либо коммутант G′ нильпотентен,
либо (|A|, |B|) = 1, то G сверхразрешима.

Теорема 3.2. Пусть A и B – сверхразрешимые условно полунормальные подгруппы
метанильпотентной группы G и G = AB. Тогда G сверхразрешима в следующих случаях:

(1) (|G : A|, |G : B|) = 1;
(2) (|A/AN|, |B/BN|) = 1.
Доказательство. Предположим, что теорема неверна и пусть G – контрпример

минимального порядка. Пусть N – неединичная нормальная в G подгруппа. Факторгруппа

G/N = (AN/N)(BN/N), AN/N ≃ A/A∩N, BN/N ≃ B/B∩N,

поэтому подгруппы AN/N и BN/N сверхразрешимы, а по лемме 2.1 (2) они являются
условно полунормальными подгруппами в G/N.

Так как по условию A и B – сверхразрешимые условно полунормальные подгруппы
метанильпотентной группыG, то по лемме 2.1 (8)Ap иBp субнормальны вG для наибольшего
простого числа p из π(G).

Так как P = ApBp является силовской p-подгруппой группы G, то G p-замкнута.
1. Так как

(|G/N : AN/N|, |G/N : BN/N|) = (|G : AN|, |G : BN|) =

=

(
|G : A|

|N : A∩N|
,

|G : B|
|N : B∩N|

)
,

то (|G/N : AN/N|, |G/N : BN/N|) = 1, поскольку (|G : A|, |G : B|) = 1. Факторгруппа

G/N = (AN/N)(BN/N)

сверхразрешима по выбору группы G.
Из леммы 1.1 получаем, что группа G примитивна, в G существует минимальная

нормальная подгруппа N такая, что N = CG(N) = Op(G) = F(G) = P для наибольшего
p ∈ π(G), N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1.

Применяя рассуждения как в теореме 1.1 (1), будем считать, что AN и BN – соб-
ственные подгруппы группы G. Подгруппы A и N – условно полунормальные подгруппы
в AN и сверхразрешимы, (|AN : A|, |AN : N|) = 1. Поскольку AN метанильпотентна, то по
индукции подгруппа AN сверхразрешима. Аналогично, BN сверхразрешима. Так как G/N
нильпотентна, то AN и BN субнормальны в G. Теперь группа G = (AN)(BN) является
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произведением субнормальных сверхразрешимых подгрупп AN и BN взаимно простых
индексов. Согласно [9, следствие 3.1] группа G сверхразрешима.

2. Из [7, лемма 5.8] следует, что

(|(AN/N)/(AN/N)N|, |(BN/N)/(BN/N)N|) =
= (|AN/(AN)NN|, |BN/(BN)NN|) =

= (|AN/ANN|, |BN/BNN|) =
(
|A/AN|
|S1|

,
|B/BN|
|S2|

)
,

S1 = (A∩N)/(AN∩N), S2 = (B∩N)/(BN∩N).

Так как (|A/AN|, |B/BN|) = 1, то

(|(AN/N)/(AN/N)N|, |(BN/N)/(BN/N)N|) = 1.

Факторгруппа G/N = (AN/N)(BN/N) сверхразрешима по выбору группы G.
Из леммы 1.1 следует, что F(G) = N = CG(N) = P – единственная минимальная

нормальная в G подгруппа, G = N ⋊M и N – элементарная абелева подгруппа порядка pn,
n > 1. Очевидно, что M – p′-холлова подгруппа в M и M нильпотентна. Так как G = AB, то
M = Ap′Bp′ , где Ap′ и Bp′ – p′-холловы подгруппы из A и B соответственно.

Если p ∈ π(A)∩π(B), то по лемме 2.2 P∩A и P∩B нормальны в G. Поэтому P ⩽
⩽ A∩B. Так как Op′(A) = 1, то по [9, лемма 2] Ap′ – абелева подгруппа экспоненты,
делящей p−1. Аналогично, Bp′ – абелева подгруппа экспоненты, делящей p−1. Поскольку
A/P нильпотентна, то (A/P)N = ANP/P = 1 и AN ⩽ P. Аналогично, BN ⩽ P. Так как
(|A/AN|, |B/BN|) = 1, то (|Ap′|, |Bp′|) = 1 и M = Ap′ ×Bp′ . Поэтому M абелева подгруппа
экспоненты, делящей p−1. По лемме 1.1 (5) M – циклическая порядка, делящего p−1
и |N| = p, противоречие.

Пусть p ̸∈ π(B). Тогда BN = 1. Значит, (|A/AN|, |B|) = 1 и (|A|, |B|) = 1, поскольку AN –
p-подгруппа. По теореме 1.1 (2) G сверхразрешима. □

Пример 3.1. Несверхразрешимая группа G = E72 ⋊S3, ([13], IdGroup=[294,7]), фак-
торизуется сверхразрешимыми условно полунормальными подгруппами A ≃ Z7 ×D14 и
B ≃ E72 ⋊Z3 такими, что (|G : A|, |G : B|) = 1 и (|A/AN|, |B/BN|) = 1, так как AN ≃ Z7 и
BN ≃ E72 . Поэтому условие метанильпотентности группы G в теореме 3.2 убрать нельзя.

4. Группы, с заданными системами условно полунормальных подгрупп.
Теорема 4.1. Пусть G – группа. Тогда G сверхразрешима в каждом из следующих

случаев:
(1) в группе G все максимальные подгруппы являются условно полунормальными

подгруппами;
(2) в группе G все силовские подгруппы являются условно полунормальными под-

группами;
(3) каждая циклическая подгруппа простого порядка или порядка 4 из нормаль-

ной подгруппы H группы G является условно полунормальной подгруппой в G и G/H
сверхразрешима;

(4) в группе G все 2-максимальные подгруппы являются условно полунормальными
подгруппами;

(5) в разрешимой группе G все максимальные подгруппы из каждой нециклической
силовской подгруппы являются условно полунормальными подгруппами в G.

Доказательство. 1. Пусть M – произвольная максимальная подгруппа группы G. По
лемме 2.1 (7) |G : M| – простое число. По лемме 1.2 (6) G сверхразрешима.

2. Покажем, что группа G разрешима. Пусть R – силовская r-подгруппа группы G.
Тогда R является условно полунормальной подгруппой. Пусть T – условное добавление к R
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в группе G. По лемме 2.1 (3) RQ ⩽ G для некоторой силовской q-подгруппы Q группы T ,
где q – произвольное простое число из π(T )\{r}. Подгруппа RQ является {r,q}-холловой
подгруппой группы G. По [14, теорема 2] G r-разрешима при r ̸= 3. Пусть t – наименьшее
из π(G). Если t > 2, то G разрешима. Если t = 2, то по доказанному G t-разрешима,
а, значит, разрешима.

Покажем, что группа G сверхразрешима. Предположим, что G – контрпример мини-
мального порядка. Пусть N – произвольная неединичная нормальная подгруппа группы G
и RN/N – силовская r-подгруппа группы G/N. По лемме 2.1 (2) RN/N является условно
полунормальной подгруппой группы G/N. Тогда G/N сверхразрешима по выбору группы G.

Пусть P – силовская p-подгруппа группы G, где p – наибольшее из π(G). По
лемме 2.1 (8) P субнормальна в G, а следовательно, нормальна в G. По лемме 1.1 группа G
примитивна, вG существует единственная минимальная нормальная подгруппаN такая, что
N =CG(N) = Op(G) = F(G) = P, N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1.

ПустьQ – силовская q-подгруппа изG, q ̸= p. По условиюQ – условно полунормальная
подгруппа в G и T – условное добавление к подгруппе Q в G. Очевидно, что P ⩽ T . Пусть
P1 ⩽ P такая, что |P1|= p. Тогда по лемме 2.1 (4) QP1 ⩽ G, поскольку P1 субнормальна в T .
Так как G p-замкнута, то Q ⩽ NG(P1). Поскольку это включение справедливо для любого
q ∈ π(G) \ {p}, то P1 нормальна в G, противоречие.

3. Предположим, что утверждение неверно и пусть G – контрпример минимального
порядка. Пусть K – собственная подгруппа из G. Очевидно, что

K ∩H ⊴K и K/K ∩H ≃ KH/H

сверхразрешима. По лемме 2.1 (1) каждая циклическая подгруппа простого порядка или
порядка 4 из K ∩H является условно полунормальной подгруппой в K. Тогда по выбору
группы G подгруппа K сверхразрешима и поэтому G – минимальная несверхразрешимая
группа. Кроме того, H также сверхразрешима. Пусть q – наибольшее простое число из π(H).
Тогда по лемме 1.2 (4) силовская q-подгруппа Q из H нормальна в H и, следовательно,
Q нормальна в G. Пусть Q1 =Q1/Q циклическая подгруппа простого порядка или порядка 4
из H/Q. Тогда

Q1 = ⟨xQ⟩= ⟨x⟩Q/Q ≃ ⟨x⟩/⟨x⟩∩Q ≃ ⟨x⟩,
поскольку x ̸∈ Q. Так как x ∈ H, то по лемме 2.1 (2) Q1 – условно полунормальная подгруппа
в G/Q. Поскольку (G/Q)/(H/Q) сверхразрешима, то по индукции G/Q сверхразрешима.

По лемме 1.3 G разрешима, в G существует единственная нормальная силовская
p-подгруппа P и P = GU, P = P/Φ(P) – минимальная нормальная подгруппа в G = G/Φ(P)
и |P/Φ(P)| > p. Кроме того, P имеет экспоненту p, если p ̸= 2, и экспоненту 2 или 4,
если p = 2.

Если p ̸= q, то G ≃ G/Q∩P сверхразрешима по лемме 1.2 (1), поскольку G/Q и G/P
сверхразрешимы. Поэтому p = q и Q ⩽ P. Так как QΦ(P)/Φ(P) ⩽ P и P – минимальная
нормальная подгруппа в G, то Q ⩽ Φ(P) или QΦ(P) = P. Если Q ⩽ Φ(P), то G сверх-
разрешима по лемме 1.2 (3), поскольку Q ⩽ Φ(G) и G/Q сверхразрешима, противоречие.
Если QΦ(P) = P, то Q = P.

Предположим, что p = 2. Пусть x ∈ P и P1 = ⟨x⟩. Тогда |P1| = 2 или |P1| = 4. По
условию P1 – условно полунормальная подгруппа в G. По лемме 2.1 (3) существует в G
холлова 2′-подгруппа S такая, что P1S ⩽ G. По [8, IV.2.8] P1 ⩽ NG(S), а следовательно,
P ⩽ NG(S) и S нормальна в G, противоречие.

В дальнейшем будем считать, что p > 2. Пусть K = K/Φ(P) – подгруппа порядка p
в P. Тогда

K = ⟨xΦ(P)⟩= ⟨x⟩Φ(P)/Φ(P).
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Так как x ∈ P, то |⟨x⟩|= p и поэтому из леммы 2.1 (2) следует, что K – условно полунормаль-
ная подгруппа в G и T = T/Φ(P) – условное добавление к K в G. Поэтому по лемме 2.1 (3)
для каждого r ∈ π(T ), r ̸= p, существует силовская r-подгруппа R в T такая, что KR ⩽ G.
Ясно, что R – силовская r-подгруппа в G. Подгруппа

P∩KR = K(P∩R) = K

нормальна в KR и R ⩽ NG(K). Так как P абелева, то K нормальна в G. Значит, K = P,
противоречие.

4. Предположим, что утверждение неверно и пусть G – контрпример минималь-
ного порядка. По лемме 2.1 (1) и по п. (1) каждая максимальная подгруппа M будет
сверхразрешимой. Поэтому G – минимальная несверхразрешимая группа и применима
лемма 1.3. Тогда группа G разрешима, |π(G)|⩽ 3 и имеет единственную нормальную силов-
скую подгруппу P = GU. Очевидно, что Φ(G) = 1. Поэтому P – минимальная нормальная
подгруппа порядка pn, n > 1, и G = P⋊M, где M – некоторая максимальная подгруппа
группы G. Поскольку условие теоремы наследуют все факторгруппы, то P – единственная
минимальная нормальная подгруппа в G.

Если |π(G)|= 3, то G имеет силовскую башню сверхразрешимого типа и M = [T ]R,
где |T |= t, |R|= r, t,r ∈ π(G). Подгруппы T и R являются 2-максимальными подгруппами
группы G. Тогда по условию TY1 = G = RY2, где Y1 и Y2 – их условные добавления в G.
Кроме того, P ⩽ Y1 и P ⩽ Y2. Пусть P1 – минимальная нормальная подгруппа в P. Тогда по
лемме 2.1 (4) T ⩽ NG(P1) и R ⩽ NG(P1). Тогда P1 нормальна в G = PM = PT R, противоречие.

Таким образом, |π(G)| = 2. Тогда M – q-группа. Если |M| > q, то существует в M
максимальная подгруппа M1 такая, что M1 ̸= 1. Подгруппа M1 является 2-максимальной
подгруппой группы G. Тогда по условию M1Y = G, где Y – ее условное добавление в G.
Очевидно, что P ⩽Y . ЕслиY – собственная подгруппа в G, тоY сверхразрешима. Пусть P1 –
минимальная нормальная подгруппа в Y такая, что P1 ⩽ P. Тогда по лемме 2.1 (4) M1P1 ⩽ G
и M1 ⩽ NG(P1). Поэтому P1 нормальна в G = M1Y , противоречие.

Поэтому будем считать, что Y = G. Пусть R – максимальная подгруппа из P. Тогда
по лемме 2.1 (4) T = M1R ⩽ G. Очевидно, что |G : T |= pq и T является 2-максимальной
подгруппой группы G. Тогда по условию T X = G, где X – ее условное добавление в G. По
лемме 2.1 (3) существует силовская q-подгруппа Q в X такая, что L = T Q ⩽ G. Очевидно,
что |G : L| = p и L – максимальная подгруппа в G. Так как P ⩽̸ L, то LG = 1. Тогда
по [7, теорема 4.43] M = Lg для некоторого g ∈ G. Поскольку Rg ⩽ Lg ∩Pg = M ∩P = 1,
то R = 1 и |P| = p, противоречие.

Значит, |M|= q иP – максимальная подгруппа вG. ПустьP1 – максимальная подгруппа
в P. Тогда по условию P1K = G, где K – условное добавление к P1 в G. По лемме 2.1 (3)
в подгруппе K существует силовская q-подгруппа K1 такая, что P1K1 ⩽ G и K1 ⩽ NG(P1).
Поэтому P1 нормальна в G = P1K = PK1. Поэтому |P| = p, противоречие.

5. Пусть P – силовская p-подгруппа группы G. Если P циклическая, то G p-сверх-
разрешима. Пусть P нециклическая. Тогда по лемме 2.1 (3) для каждой максимальной
подгруппы Pi из P и каждого q ∈ π(G)\{p} существует силовская q-подгруппа Q в G такая,
что PiQ ⩽ G. По [15, теорема 3.4] G p-сверхразрешима. Так как это справедливо для любого
p ∈ π(G), то G сверхразрешима. □

Следствие 4.1 [1, теорема 3.10 (a, c)]. Пусть G – группа. Тогда группа G сверхраз-
решима в каждом из следующих случаев:

(1) в группе G все 2-максимальные подгруппы cc-перестановочны в G;
(2) каждая циклическая подгруппа простого порядка или порядка 4 из G является

cc-перестановочной в G.
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A. A. Trofimuk
On the supersolubility of a group with given systems

of conditionally seminormal subgroups

Summary
The subgroups A and B are said to be cc-permutable, if A is permutable with Bx for

some x ∈ ⟨A,B⟩. A subgroup A of a finite group G is called conditionally seminormal subgroup
in G, if there exists a subgroup T of G such that G = AT and A is cc-permutable with all
subgroups of T . In this paper, we proved the supersolubility of a group G = AB, where A
and B are supersoluble conditionally seminormal subgroups in G, in the following cases: the
derived subgroup G′ is nilpotent; (|A|, |B|) = 1; G is metanilpotent and (|G : A|, |G : B|) = 1; G
is metanilpotent and (|A/AN|, |B/BN|) = 1. Besides, we obtained the supersolubility of a group
in which maximal subgroups, Sylow subgroups, maximal subgroups of every Sylow subgroup,
minimal subgroups, 2-maximal subgroups are conditionally seminormal subgroups.
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Работа является третьей из серии статей, где для множества π, состоящего из
нечетных простых чисел, исследуются конечные π-разрешимые неприводимые ком-
плексные линейные группы степени 2|H|+ 1, у которых холловы π-подгруппы H
являются T I-подгруппами и не являются нормальными в группах. Цель серии –
доказать разрешимость и определить условия факторизации таких групп. Продол-
жено доказательство теоремы. Установлены дальнейшие свойства минимального
контрпримера к теореме.

1. Введение.
Исследуются конечные π-разрешимые неприводимые комплексные линейные группы

степени n = 2|H|+1, у которых холлова π-подгруппа H является T I-подгруппой. В первой
части работы [1] были доказаны некоторые предварительные результаты, а также получены
некоторые свойства минимального контрпримера Γ к теореме (∗), которая является основой
доказательства главной теоремы. Во второй [2] и в данной ее части продолжено изучение
свойств минимального контрпримера к теореме (∗).

Условие 1. Пусть π – множество нечетных простых чисел и G – конечная не π-замкну-
тая π-разрешимая группа с π-холловой T I-подгруппой H, имеющая точный неприводимый
характер степени n.

Теорема. Пусть группа G удовлетворяет условию 1 и n = 2|H|+ 1 > 7. Тогда
n – степень простого числа q, группа G разрешима и, если при |π| = 1 характер χ
примитивный, то G = NG(H)Oq(G).

2. Некоторые определения, обозначения и предварительные результаты. Z+ –
множество целых неотрицательных чисел; если ψ – характер некоторой подгруппы X ⊆ G,
то Irr (ψ) обозначает множество всех неприводимых компонент характера ψ; π= π(H);
π′ = π(X)\π;Xπ′ – холлова π′-подгруппа группыX . ЕслиX ◁G иφ – неприводимый характер
подгруппыX , то условие, чтоφ – g-инвариантен для некоторого элемента g ∈ G\X , запишем
для краткости в виде IG(φ) ̸= X . Все остальные обозначения и определения обычны и
их можно найти, например, в [3] или [4]. Всюду под характером группы будем понимать
комплексный характер, а под группой – конечную группу.

Пусть Γ = AB – группа с подгруппами A и B, где B ◁Γ, (|A|, |B|) = 1 и |A| нечетен
(A – группа копростых автоморфизмов группы B). Тогда она удовлетворяет условию
теоремы 13.1 [4]. Согласно этой теореме существует взаимно-однозначное соответствие
π(B,A) : Irr A(B)−→ Irr (CB(A)) между множеством всех A-инвариантных неприводимых
характеров группы B и множеством всех неприводимых характеров подгруппы CB(A),
которое обладает рядом свойств, зависящих, в частности, от свойств подгруппы A. Пусть
χ ∈ Irr A(B). Тогда, по лемме 13.3 [4] существует такой единственный неприводимый харак-
тер χ̂ группы Γ, что χ̂B = χ и A ⊆ ker(det χ̂). Он называется каноническим продолжением
характера χ на группу Γ. В дальнейшем под χ̂ будем понимать именно такой характер.
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Условие (*). Скажем, что для Γ, A, B, C, χ и n выполнено условие (*), если Γ =
= BA, где B – нормальная в Γ подгруппа, (|B|, |A|) = 1, A – группа нечетного порядка,
большего 3, которая не является нормальной в группе Γ, CB(a) =CB(A) =C для каждого
элемента a ∈ A#, и B имеет точный неприводимый характер χ степени n, который является
a-инвариантным хотя бы для одного элемента a ∈ A#.

Теорема (*). Пусть для Γ, A, B, C, χ и n = 2|A|+ 1 выполнено условие (*). Тогда
группа Γ разрешима, n является степенью простого числа q, подгруппа C2′ абелева
и, если подгруппа C не абелева, то в обозначениях леммы 2.7 [1] характер χC = β+ |A|β1,
где β(1) = |A|+1 и β1(1) = 1 либо β(1) = 1 и β1(1) = 2. Также, если |π|> 1 и при |π|= 1
характер χ̂ примитивный, то G = Oq(B)C.

Продолжим нумерацию формулировок лемм, начатую в первой части [1] работы.
В ней, напомним, мы, в частности, показали, что неприводимый характер χ̂ точный и что
χ̂(1) = qα для некоторого нечетного простого числа q и α ∈ N.

Пусть N = NΓ(Bq), где χ̂(1) = qα. Мы можем считать, что подгруппа Bq является
A-инвариантной, т. е. A ⊆ N.

Лемма 3.13. Выполняется N ̸= Γ.
Доказательство. Допустим обратное, т. е. N = Γ. Тогда Bq = Oq(B). Из теоремы

Клиффорда вытекает, что

χ̂(1) = e|Γ : IΓ(φ)|φ(1),
где φ ∈ Irr (χ̂Bq) и e = (χ̂Bq ,φ)Bq делит |Γ : Bq|. Так как Bq ⊆ IΓ(φ) и χ̂(1) = qα, то
e = |Γ : IΓ(φ)|= 1. Следовательно, характер φ = χ̂Bq неприводим. Поэтому неприводим
и характер χ̂X для любой такой подгруппы X ⊆ Γ, что Bq ⊆ X .

Очевидно также, что φ̂ = χ̂ABq .
Так как A ⋪ X для ABq ⊆ X , ибо Bq ̸⊆ C по леммам 3.3 и 2.1 [1], то мы легко

убеждаемся в том, что для X , A, Xπ′ , CXπ′ (A), χXπ′ и n выполняется условие (∗). Поэтому,
если X ̸= Γ, то по индукции

Xπ′ = BqCXπ′ (A)

и подгруппа CXπ′ (A) и характер χCX
π′
(A) удовлетворяют утверждениям теоремы (∗). В даль-

нейшем это утверждение мы будем применять неоднократно.
Пусть

X = Γ
(qi)
1 = ABqBqi ̸= Γ

для таких A-инвариантных силовских qi-подгрупп Bqi , qi ∈ π′, qi ̸= q, что Bqi ̸⊆C. Тогда
по только что сказанному(

Γ
(qi)
1

)
π′
= Oq

((
Γ
(qi)
1

)
π′

)
C(

Γ
(qi)
1

)
π′
(A) = BqC(

Γ
(qi)
1

)
π′
(A).

Мы видим, что Bqi ⊆ C. Это противоречит выбору подгруппы Bqi .
Поэтому

Γ
(q1)
1 = ABqBq1 = Γ

для некоторого одного простого числа q1 ̸= q.
Отсюда мы видим, что подгруппа B = BqBq1 разрешима.
Рассмотрим группу X = ABq(Bq1)0 для A-инвариантной собственной нормальной

подгруппы (Bq1)0 ⊆ Bq1 . Тогда X ̸= Γ, и мы получим, что (Bq1)0 ⊆CBq1
(A). Поскольку это

утверждение справедливо для любой такой подгруппы (Bq1)0, то по теореме 5.3.7 [3]
подгруппа A действует неприводимо и нетривиально на факторгруппе Bq1/(Bq1)

′ и при
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этом либо подгруппа Bq1 элементарна абелева, либо подгруппа

Φ(Bq1) = Z(Bq1) = (Bq1)
′ =CBq1

(A)

элементарна абелева, т. е. подгруппа Bq1 специальная класса 2. Мы также заключаем, что
факторгруппа Bq1/CBq1

(A) минимальная A-инвариантная.
При этом |A| делит |Bq1/CBq1

(A)| − 1, что легко следует из леммы 1 [5]. Так как
Bq1 ̸⊆ C, то

(q1)
k1 = |Bq1/CBq1

(A)|= k2|A|+1

для некоторых натуральных чисел k1 и k2.
В дальнейших рассуждениях нам потребуется тот факт, что

CΓ(Bq) = Z(Bq) = Z(Γ).

Докажем это. Так как характер φ = χ̂Bq неприводим и характер χ̂ точный, то по
упражнению 2.15 [4] CΓ(Bq) = Z(Γ). Понятно, что Z(Bq)⊆CΓ(Bq). Поэтому Z(Bq)⊆ Z(Γ).

Убедимся в том, что Z(Γ) ⊆ Z(Bq).
Допустим, что это не так. Тогда (Z(Γ))q′ ̸= 1. Отсюда, из того, что φ ∈ Irr ABq1

(Bq),
а также из леммы 2 [6] вытекает, что 1 ̸= (Z(Γ))q′ = kerχ1 для такого неприводимого
характера χ1 группы Γ, что φ = (χ1)Bq .

Предположим вначале, что Akerχ1/kerχ1 ◁ Γ/kerχ1. Тогда по лемме 2.3 [1] B =
= (kerχ1)π′CB(A). Поскольку (kerχ1)π′ ∩Bq = 1, ибо характер φ точный, то мы получим,
что Bq ⊆ CB(A), что не так.

Поэтому Akerχ1/kerχ1 ⋪ Γ/kerχ1. По лемме 2.3 [1] A∩ kerχ1 = 1. Учитывая этот
факт нетрудно установить, что дляΓ=Γ/kerχ1,A=Akerχ1/kerχ1 ∼=A,B=B/kerχ1,CB(A),
(χ∗1)B и n выполняется условие (*). Здесь χ∗1 – неприводимый характер факторгруппы Γ,
соответствующий характеру χ1 в смысле леммы 2.22 [4]. Поскольку |Γ| < |Γ|, то по
индукции B = BqCB(A). Мы видим, что Bq1 = Bq1 kerχ1/kerχ1 ⊆CB(A). Значит, [Bq1,A]⊆
⊆ kerχ1. Поскольку kerχ1 ⊆ Z(Γ), то [Bq1,A] ⊆ Z(Γ). Тогда по лемме 2.2 [1]

Bq1 = [Bq1,A]CBq1
(A)⊆C,

что не так. Наше предположение о том, что (Z(Γ))q′ ̸= 1 ошибочно. Значит, Z(Γ)⊆ Z(Bq).
Поэтому Z(Γ) = Z(Bq)

Желаемое утверждение доказано.
Пользуясь им мы покажем, что

C
Γ
(Bq) = Bq = Bq/Z(Bq).

Здесь Γ = Γ/Z(Bq).
Предположим, что это не так и (C

Γ
(Bq))q′ ̸= 1. Тогда для некоторой q′-подгруппы

1 ̸= X ⊆ ABq1 выполняется утверждение

1 ̸= XZ(Bq)/Z(Bq)⊆C
Γ
(Bq).

Отсюда следует, что [X ,Bq] ⊆ Z(Bq). Так как Z(Bq) = Z(Γ) и Bq = [Bq,X ]CBq(X) по лем-
ме 2 [1], то Bq ⊆CBq(X), т. е. X ⊆CΓ(Bq). Однако мы ранее убедились в том, что CΓ(Bq) =

= Z(Bq). Мы получили противоречие. Стало быть, C
Γ
(Bq) = Bq.

Так как CΓ(Bq) = Z(Bq), то легко видеть, что F(Γ) = F(B) = Bq и Z(F(Γ)) = Z(Bq),
а также что факторгруппа

F = F(Γ)/Z(F(Γ)) = Bq

самоцентрализуема в группе Γ.
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Можем также записать, что

Γ = Γ/Z(Bq) = (Bq)Bq1A,

ибо Bq1 = Bq1Z(Bq)/Z(Bq) ∼= Bq1 и A = AZ(Bq)/Z(Bq) ∼= A.
Предположим, что |π| > 1. Применим лемму 2.9 [1]. По ней B = F(B)C. Отсюда

и из выше вытекает, что B = BqC. Стало быть, Bq1 ⊆ C, что не так.
Поэтому мы заключаем, что |π|= 1. По условию доказываемой теоремы характер χ̂

примитивный.
Тогда по теореме Д. А. Супруненко [7, теорема 4.4] факторгруппа F = Bq элементарна

абелева порядка χ̂(1)2 = q2α. Следовательно,

Φ(Bq)⊆ Z(Bq).

Поскольку факторгруппа Bq самоцентрализуема в Γ = Γ/Z(Bq), то факторгруппа
Γ/Bq ∼= ABq1 изоморфна некоторой подгруппе группы GL(2α;q).

Так как |π| = 1, то |A| = pm для m ∈ N. Значит,

n = 2|A|+1 = 2pm +1 = qα

и по лемме 2.8 [1] α – нечетное число и либо α = 1, либо q = 3 и при этом или m = 1,
или же p = 11, m = 2 и α = 5.

Предположим вначале, что α = 1. Тогда χ̂(1) = q.
Поскольку в рассматриваемом случае

|GL(2;q)|= q(q−1)(q2 −1) = q(2|A|)22(|A|+1) = 8q|A|2(|A|+1),

то |Bq1| делит 8(|A|+ 1). Следовательно,

|Bq1|⩽ 8(|A|+1).

С другой стороны, по одному из выделенных ранее равенств

(q1)
k1 = k2|A|+1 ⩽ |Bq1 |

для некоторых натуральных чисел k1 и k2.
Предположим, что q1 = 2. Тогда k2|A|+1 = 2k1 . Поскольку |A| – нечетное число, то

k2 – также нечетное натуральное число.
Покажем, что |A|+1 – степень 2. Для этого достаточно убедиться в том, что k2 = 1.
Допустим, что это не так. Тогда k2 ⩾ 3 и |A|+ 1 делится на некоторое нечетное

простое число p1 ⩾ 3. Отсюда и из предпоследних выделенных равенств вытекает, что

k2|A|+1 ⩽ 8(|A|+1)/p1.

Следовательно,

9|A|+3 = 3(3|A|+1)⩽ p1(k2|A|+1)⩽ 8(|A|+1).

Отсюда |A| ⩽ 5. Поскольку по условию теоремы |A| > 3, то мы получаем, что |A| = 5.
Поэтому q = 2|A|+ 1 = 11 и, значит,

|GL(2;11)|= 11(11−1)(112 −1) = 24 ·3 ·52 ·11.

При этом подгруппа порядка q− 1 = 2|A| = 10 в группе GL(2;11) циклическая. Следо-
вательно,

|B2 : CB2(A)|⩽ 23 = 8.

Поскольку по лемме 1 [5]

|B2 : CB2(A)| ≡ 1 (mod |A|),
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то мы видим, что |B2 : CB2(A)| = 4 и |A| = 3 или |B2 : CB2(A)| = 8 и |A| = 7, что не так.
Противоречие.

Итак, k2 = 1 и |A|+1 = pm +1 = 2k для некоторого натурального числа k. Значит,
m = 1 и p = 2k−1 – простое число Мерсенна. Так как |A|> 3, то мы видим, что k – нечетное
натуральное число. Следовательно,

2p+1 = 2(2k −1)+1 = 2k+1 −1 = q

– также простое число Мерсенна и k+1 – четное натуральное число, большее 2. Поэтому

2k+1 −1 = (2(k+1)/2 −1)(2(k+1)/2 +1)

не является простым числом. Противоречие.
Пусть теперь q1 ̸= 2. Так как |Bq1 | делит 8(|A|+ 1), то |Bq1| ⩽ (|A|+ 1)/2. Так как

|Bq1/CBq1
(A)| ⩽ |Bq1|, то

k2|A|+1 = |Bq1/CBq1
(A)|⩽ (|A|+1)/2

с четным натуральным числом k2. Мы получили неверное неравенство.
Наше предположение о том, что α= 1 ошибочно. Поэтому α ̸= 1 и q = 3.
Ранее установлено, что подгруппа Bq1 специальная класса 2, т. е.

CBq1
(A) = Φ(Bq1) = Z(Bq1) = (Bq1)

′

элементарна абелева либо CBq1
(A) = 1 и подгруппа Bq1 абелева. Также факторгруппа

Bq1/CBq1
(A) минимальная A-инвариантная.

Если |(Bq1)
′| = q1, то группа Bq1 называется экстра-специальной. Для экстра-спе-

циальных групп Bq1 по теореме 5.5.2 (i) [3] |Bq1|= (q1)
2r+1 для некоторого натурального

числа r. А по теореме 5.5.5 [3] все точные неприводимые характеры экстра-специальных
групп имеют степень (q1)

r.
Если же |(Bq1)

′|= (q1)
d , d > 1, то все ее неприводимые характеры неточные. При этом

ядра всех ее линейных неприводимых характеров содержат (Bq1)
′, а ядра всех нелинейных

неприводимых характеров, они имеют степень (q1)
r, специальной группы Bq1 содержатся

в подгруппе (Bq1)
′ и имеют в ней индекс, равный q1.

Предположим, что CBq1
(a) ̸= 1 для некоторого не единичного элемента a ∈ A. Тогда

CBq1
(A) ̸= 1 и поэтому существует элемент 1 ̸= b1 ∈CBq1

(A) простого порядка q1.
Поскольку характер φ = χ̂Bq неприводим, то характер χ̂⟨b1⟩Bq также неприводим.

Причем ⟨b1⟩⋪ ⟨b1⟩Bq, ибо, как ранее установлено, CΓ(Bq) = Z(Bq). Мы можем применить
лемму 1 [8]. Поскольку q1 не делит χ̂(1) и q1 − 1 не делит χ̂(1), если q1 ̸= 2, то по ней
|Spec χ̂(b1)|= q1. Однако, из леммы 2.7 [1] легко видеть, что |Spec χ̂(b1)|⩽ | Irr (χC)|⩽ 3.
Поэтому q1 ⩽ 3. Так как q1 ̸= q = 3, то q1 = 2.

Итак, мы получаем, что либо подгруппа Bq1 элементарна абелева и CBq1
(a) = 1

для каждого неединичного элемента a ∈ A, либо q1 = 2 и CB2(a) ̸= 1 для некоторого
неединичного элемента a ∈ A.

Рассмотрим вначале случай, когда подгруппа Bq1 элементарна абелева и CBq1
(a) = 1.

Рассмотрим при этом группу B = Bq1Bq и подгруппу D = (Bq1) ∩ (Bq1)
b,

b ∈ B\NB(Bq1).
Предположим, что D ̸= 1 для некоторого элемента b= b0. Тогда ⟨Bq1,(Bq1)

b0⟩ ⊆CB(D).
Поскольку Bq1 ⊂ CB(D) ⊆ B и (Bq1)

bq0 ⊂ CB(D), то C0 = CB(D)∩Bq ̸= 1. Очевидно, что
Z(Bq) ⊆ C0. Так как Φ(Bq) ⊆ Z(Bq), то C0 ◁Bq.

Заметим, что C0 ̸= Z(Bq), ибо в противном случае CB(D) = Bq1 ×Z(Bq). Тогда Bq1 =
= (Bq1)

b0 , т. е. b0 ∈ NB(Bq1), что не так.
Также C0 ̸= Bq, ибо CB(Bq) = Z(Bq), что доказано ранее.
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Пусть 1 ̸= b1 ∈ D. Рассмотрим подгруппу ⟨b1⟩Bq. Понятно, чтоC0 ⊆CBq(b1). Поэтому
CBq(b1)◁Bq. Также характер χ̂<b1>Bq неприводим и характер φ ∈ Irr ⟨b1⟩(Bq). По теореме
13.32 (b) [4] φCBq(b1) содержит единственную неприводимую компоненту, кратность которой
сравнима с ±1 по модулю |⟨b1⟩|, а кратности остальных его неприводимых компонент
делятся на |⟨b1⟩|. Однако характер φCBq(b1) разветвляется по теореме Клиффорда, и все
его неприводимые компоненты имеют одинаковую кратность. Стало быть, φCBq(b1) =

= φ(1)ξ, ξ(1) = 1, т. е. CBq(b1) ⊆ Z(Bq). Поэтому CBq(b1) = Z(Bq). Стало быть, и C0 =
= Z(Bq), что не так.

Полученное противоречие показывает, что D = 1. Это означает, что подгруппа Bq1

является T I-подгруппой. Рассмотрим подгруппу B = Bq1Bq. В условии B [9] положим, что
H = Bq1 и Oπ′(G) = Bq. По лемме 7 [9] (заметим, что она справедлива и для подгрупп
H четного порядка) подгруппа Bq1 изоморфна дополнительному множителю некоторой
группы Фробениуса. Поскольку она элементарна абелева, то Bq1 циклическая простого
порядка, т. е. |Bq1| = q1.

Так как подгруппа Bq1 является A-инвариантной, то |A| делит q1−1, т. е. q1−1 = d|A|
и, значит, q1 = d|A|+ 1.

Допустим, что d – нечетное натуральное число. Тогда q1 = d pm +1 – четное простое
число, т. е. |Bq1| = q1 = 2. Это невозможно.

Так как 2|A|+ 1 = χ̂(1) = 3α, то d ⩾ 4. Мы получаем, что

χ̂(1) = 2|A|+1 < 3|A|⩽ |Bq1|−1.

По теореме 1 [10] подгруппа Bq1 ◁Γ. Тогда Bq1 ⊆CΓ(Bq), т. е. подгруппа Bq1 ⊆ Z(Γ)⊆C
и абелева, что и требуется.

Рассмотрим теперь случай, когда подгруппа Bq1 не является элементарной абелевой.
Следовательно, она специальная 2-группа класса 2.

Выше отмечено, что ее нелинейные неприводимые характеры имеют равную степень 2r,
r ∈ N, их ядра содержатся в подгруппе (B2)

′ и имеют в ней индекс, равный 2. Количество
нелинейных неприводимых характеров в группе B2 равно |CB2(A)|−1, все они A-инвари-
антны по теореме 13.1 [4] и по лемме 13.3 [4] продолжаются на группу AB2. Поэтому, если
ψ один из таких характеров, то группа AB2 имеет неприводимый характер ψ̂ степени 2r.

Предположим, что

Aker ψ̂/ker ψ̂◁AB2/ker ψ̂.

Тогда Aker ψ̂◁AB2. Но

(ker ψ̂)2 ⊆ (B2)
′ =CB2(A),

что ранее установлено. Поэтому A◁Aker ψ̂, что влечет A◁AB2. Значит, B2 ⊆C, что не так.
Рассмотрим теперь случай, когда

Aker ψ̂/ker ψ̂⋪ AB2/ker ψ̂.

По лемме 2.1 [1] ker ψ̂∩A = 1. По теореме [11]

2r ≡±1 (mod |A|).
Тогда

2r = k2|A|∓1 (1)

для некоторого, легко видеть, нечетного натурального числа k2.
Пусть

χ̂AB2 = ∑
i
αiφi, φi ∈ Irr (AB2), αi ∈ N.
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ПосколькуA – p-группа нечетного порядка и изоморфна некоторому дополнительному
множителю группы Фробениуса по лемме 7 [9], то она циклическая и, значит, можно
доказать, что

c.d.(AB2) ∈ {1; |A|;2r}
и что (AB2)

′ ⊆ kerφi, если φi(1) не степень 2.
Допустим, что φi(1) не степень 2 для всех i. Тогда

(B2)
′ ⊆ ∩i kerφi = ker χ̂B2A = 1.

Противоречие, ибо мы рассматриваем случай, когда подгруппа B2 не является абелевой.
Стало быть, φi0(1) = 2r для некоторого i0. Понятно, что χ̂AB2(1)⩾ αi0φi0(1). Значит,

с учетом равенства (1)

2|A|+1 = 3α ⩾ αi02r = αi0(k2|A|∓1).

Предположим, что k2 = 1. Стало быть, 2r = |A| ∓ 1.
Пусть 2r = |A| − 1. Тогда |A| = 2r + 1. Поэтому

3α = 2|A|+1 = 2(2r +1)+1 = 2r+1 +3.

Мы получаем, что натуральное число 2r+1 делится на 3, что не так.
Пусть теперь 2r = |A|+ 1. Тогда |A| = 2r − 1. Поэтому

3α = 2|A|+1 = 2(2r −1)+1 = 2r+1 −1.

Получаем, что 2r+1 −1 – простое число Мерсенна. И так как оно делится на 3, то α= 1.
Поэтому 2|A|+ 1 = 3, т. е. |A| = 1, что тоже не так.

Рассмотрим теперь случай, когда k2 ⩾ 3. Тогда из чуть выше выделенного неравенства
получаем что

2|A|+1 ⩾ 3|A|∓1,

т. е. |A|⩽ 2, что не так. □
Пусть далее q1 ∈ π′, Bq1 – A-инвариантная силовская q1-подгруппа из B и N(q1) =

= NΓ(Bq1).
Лемма 3.14. Выполняется N(q1) ̸= Γ.
Доказательство. Допустим обратное, т. е. N(q1) = Γ. Тогда Bq1 ◁Γ, т. е. Bq1 = Oq1(B).

Также из леммы3.13 следует, что q1 ̸= q. Рассмотрев характер χ̂Bq1
степени qα, мы с помощью

теоремы Клиффорда устанавливаем, что все его неприводимые компоненты линейные
и, следовательно, подгруппа Bq1 абелева.

Так как Bq1 ◁Γ, то по теореме Шура–Цассенхауза группа Γ содержит q1-дополнение
Γ1 = AD, где D = B(q1)′ – A-инвариантная холлова q′1-подгруппа из B. Тогда

Γ1 = AD ̸= Γ = Bq1Γ1.

Поскольку B = Bq1D, то мы также можем считать, что Bq ⊆ D, т. е. Bq ⊆ Γ1.
Допустим, что характер χ̂ примитивный. По следствию 6.13 [4] Bq1 ⊆ Z(Γ). Поэтому

Γ = Bq1 ×Γ1. Тогда χ̂= µ′×χ′ для точного линейного характера µ′ подгруппы Bq1 и точного
неприводимого характера χ′ = χ̂Γ1 . Поскольку A ⋪ Γ1, ибо в противном случае A◁Γ, что
противоречит условию (∗), то легко заметить, что для Γ1, A, (Γ1)π′ , C(Γ1)π′

(A), (χ′)(Γ1)π′
=

= χ(Γ1)π′
и n выполняется условие (∗). По индукции

(Γ1)π′ = Oq((Γ1)π′)C(Γ1)π′
(A)

и для подгруппы C(Γ1)π′
(A), а также для ее характера χC(Γ1)π′

(A) выполняются все заключе-
ния доказываемой теоремы. Тогда все эти заключения справедливы и для подгруппы C

97



и ее характера χC, а также B = Oq(B)C и по утверждению (1) леммы 3.5 [2] подгруппа C
удовлетворяет всем заключениям доказываемой теоремы. В рассматриваемом случае
теорема верна. Это противоречит выбору группы Γ.

Поэтому в дальнейшем доказательстве этой леммы характер χ̂ не является прими-
тивным. Из условия (∗) вытекает, что |π| > 1.

Предположим, что группа Γ разрешима. По лемме 2.9 [1] B= F(B)C. Тогда AF(B)◁Γ.
Применим теорему Клиффорда к характеру χ̂AF(B).

Если он неприводим, то по индукции, которую, очевидно, мы можем применить,

F(B) = Oq(F(B))CF(B)(A).

Легко видеть, что B = Oq(B)C, что приводит к противоречию с выбором группы Γ.
Предположим, что характер χ̂AF(B) не является неприводимым. Тогда из теоремы

Клиффорда вытекает, что для каждой его неприводимой компоненты ψx, x ∈ CB(A),
выполняется, что ψx(1) = qα1 для некоторого натурального числа α1 < α. Так как χ̂(1) =
= 2|A|+ 1 = qα, то мы замечаем, что

ψ
x(1) ̸∈ {|A|−1; |A|; |A|+1;2|A|−2;2|A|−1;2|A|}.

Из лемм 2.1 и 2.10 [1] вытекает, что

(Akerψ)x/kerψx ◁AF(B)/kerψx.

Отсюда следует, что

Akerψx ◁AF(B), x ∈CB(A).

Значит,
A = ∩xAkerψx ◁AF(B).

Тогда A◁ Γ1, что не так.
Делаем вывод, что |π| > 1, группа Γ не является разрешимой и характер χ̂ импри-

митивный.
Пусть λ ∈ Irr (χ̂Bq) и пусть λ′ ∈ Irr (I = IΓ(λ)) – такой характер, что по теореме

6.11 (a) [4]

χ̂= (λ′)Γ.

Поскольку Bq1 ⊆ I и Γ = Bq1Γ1, то Γ = IΓ1. Тогда из упражнения 5.2 [4] вытекает, что

χ̂Γ1 = ((λ′)IΓ1)Γ1 = ((λ′)I∩Γ1)
Γ1.

Если A◁Γ1, то Bq ⊆C, что будет противоречить лемме 3.3 [1]. Поэтому A ⋪ Γ1.
Допустим вначале, что характер χ̂Γ1 неприводим. Так как A ⋪ Γ1, то нам нетрудно

убедиться в том, что для группы Γ1, A, (Γ1)π′ , C(Γ1)π′
(A), χ(Γ1)π′

и n выполняется условие
(∗). Поскольку |Γ1| < |Γ|, то по индукции

(Γ1)π′ = Oq((Γ1)π′)C(Γ1)π′
(A).

Отсюда вытекает, что AOq((Γ1)π′)◁Γ1.
Предположим, что характер χ̂AOq((Γ1)π′)

не является неприводимым. Как чуть ранее
получаем, что A◁Γ1, что не так.

Пусть теперь характер χ̂AOq((Γ1)π′)
не является приводимым. Тогда для подгруппы

Γ(′) = ABq1Oq((Γ1)π′) неприводим и характер χ̂
Γ(′) . Нетрудно убедиться в том, что для

группы Γ(′) мы можем применить индукцию, если |Γ(′)| < |Γ|. Тогда

(Γ(′))π′ = Oq((Γ
(′))π′)C(Γ(′))π′

(A).
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Следовательно, Bq1 ⊆ C. Отсюда и из выше сказанного вытекает, что B = Oq(B)C, что
и требуется.

Предположим теперь, что |Γ(′)| = |Γ|. Значит,
Γ = ABq1Oq((Γ1)π′).

Мы замечаем, что Oq((Γ1)π′) = Bq и что группа Γ = A(B = Bq1Bq) разрешима, что не так.
Осталось рассмотреть случай, когда характер χ̂Γ1 не является неприводимым. По-

скольку A ⋪ Γ1, то для некоторой компоненты θ характера χ̂Γ1 подгруппы Γ1 выполняется
утверждение

Akerθ/kerθ⋪ Γ1/kerθ.

С учетом леммы 2.1 [1] по лемме 2.10 [1] получаем, что θ(1) = |A| − 1; |A|; |A|+ 1;
2(|A| − 1); 2|A| − 1 или 2|A|.

Рассмотрим все эти значения.
Предположим, что θ(1) = |A|−1; |A|+1 или 2(|A|−1). Из теоремы 3 [12] вытекает, что

(Γ1)π′ = O2((Γ1)π′)C(Γ1)π′
(A).

Поскольку Bq ⊆ (Γ1)π′ , то Bq ⊆C(Γ1)π′
(A)⊆C. Это противоречит лемме 3.3 [1].

Пусть теперь θ(1) = |A|. Из указанной выше теоремы вытекает, что
(Γ1)π′ = [(Γ1)π′,A]×C(Γ1)π′

(A)

и [(Γ1)π′,A] ⊆ Z((Γ1)π′). Следовательно,
Γ
∗ = ABq1[(Γ1)π′,A]◁Γ.

Рассмотрим характер χ̂Γ∗ .
Допустим, что он не является неприводимым. Так как χ̂(1) = 2|A|+1 = qα, q > 2, то,

ввиду теоремы Клиффорда, все его неприводимые компоненты имеют q-степень меньшую,
чем |A| − 1. Как и ранее, с помощью леммы 2.10 [1], мы легко убеждаемся в том, что
A◁Γ∗. Тогда [(Γ1)π′,A]⊆C. Отсюда, а также из выше выделенного равенства и из леммы
2.2 [1] вытекает, что Bq ⊆ C, что не так.

Предположим теперь, что характер χ̂Γ∗ неприводим.
Если |Γ∗| < |Γ|, то, учитывая, что A ⋪ Γ∗, по индукции

(Γ∗)π′ = Oq((Γ
∗)π′)C(Γ∗)π′

(A).

Отсюда вытекает, что Bq1 ⊆C(Γ∗)π′
(A)⊆C. Так как Bq1 ◁Γ, то с применением теоремы

Клиффорда и леммы 2.7 [1] мы убеждаемся в том, что Bq1 ⊆ Z(Γ). Следовательно, Γ = Bq1 ×
×Γ1 и характер χ̂Γ1 неприводим. Как и ранее в таком случае мы придем к противоречию
с выбором группы Γ.

Пусть теперь |Γ∗|= |Γ|. Тогда Γ∗ = Γ и группа Γ разрешима, что не так.
Предположим теперь, что θ(1) = 2|A|− 1 = (q2)

α′ и θ(1) ̸= 17. Здесь q ̸= q2 ̸= q1 –
простое нечетное число и α′ ∈ N. Тогда по указанной ранее теореме

(Γ1)π′ = Oq2((Γ1)π′)C(Γ1)π′
(A).

Отсюда мы видим, что Bq ⊆ C, что не так.
Пусть θ(1) = 2|A|−1 = 17. Мы получаем, что |A|= 9. Значит, π= {3}, что не так.
Осталось рассмотреть случай, когда θ(1) = 2|A|. В обозначениях леммы 3.2 [1]

χ̂Γ1 = η+θ, η(1) = 1 и Akerη◁Γ1. По ней же характер θAkerη точен,
(Γ1)π′ = (kerη)π′C((Γ1)π′)(A)

и факторгруппа (Γ1)π′/(kerη)π′ абелева. Поскольку группа Γ не является разрешимой,
то подгруппа (kerη)π′ тоже неразрешима.
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Поскольку Γ = AB = Bq1Γ1, то
ABq1(kerη)π′ ◁Γ.

Как и ранее, рассмотрев характер χ̂ABq1(kerη)π′ , мы убеждаемся в том, что

Γ = ABq1(kerη)π′.

Поэтому
Γ1 = A(kerη)π′ .

Из утверждений леммы 3.2 [1] следует, что характер θΓ1 неприводим и к нему
применима теорема [13]. Так как подгруппа (kerη)π′ неразрешима, то выполняется только
утверждение (2iii) этой теоремы. По этому утверждению

(kerη)π′ =
(
K1 = ((kerη)π′){2;3;5}

)
×
(
K2 = ((kerη)π′){2;3;5}′

)
и K2 ⊆ Z((kerη)π′).

При этом или
(kerη)π′/Z((kerη)π′)∼= ∏

a∈A
(PSL(2;5))a

– прямое произведение факторгрупп и, следовательно, подгруппа (kerη)π′ является цен-
тральным произведением некоторых своих подгрупп, или K1 ⊆C(kerη)π′ (A).

Допустим, что K2 ̸= 1. Тогда группа Γ(1) = ABq1K2 разрешима. Поскольку |π| > 1,
то по лемме 2.9 [1]

Bq1K2 = F(Bq1K2)CBq1K2(A).

Пусть при этом CBq1K2(A) ̸= 1. Поскольку подгруппа F(Bq1K2) абелева, то

F(Bq1K2) = [F(Bq1K2),A]×CF(Bq1K2)(A)

и, нетрудно видеть, что
Bq1K2 = [F(Bq1K2),A]CBq1K2(A)

и
[F(Bq1K2),A]∩CBq1K2(A) = 1.

Мы делаем вывод, что
Γ = A[F(Bq1K2),A]K1CBq1 K2(A)

и Γ1 = A[F(Bq1K2),A]K1 ◁Γ. При этом Γ1 ̸= Γ. Как и ранее нетрудно убедиться в том, что
характер χ̂Γ1 неприводим и к нему и к группе Γ1 можем применить индукцию. По ней

(Γ1)π′ = (Oq((Γ1)π′))C(Γ1)π′
(A).

Следовательно, B = Oq(B)C, и мы придем к противоречию с выбором группы Γ.
Пусть теперь CBq1K2(A) = 1. Тогда подгруппа Bq1K2 абелева и, значит,

K2 ⊆ Z(B = Bq1K1 ×K2) = Z(Γ).

Поэтому Γ = (Γ1 = ABq1K1)×K2 и Γ1 ̸= Γ. Так как A ⋪ Γ1, ибо A ⋪ Γ, то к группе Γ1
и ее характеру χ̂Γ1 можем также применить индукцию. Как и ранее придем к противоречию
с выбором группы Γ.

Итак, K2 = 1. Стало быть, Γ = ABq1K1 т. е. в данном случае Γ1 = AK1 и

K1/Z(K1)∼= ∏
a∈A

(PSL(2;5))a,

ввиду того, что K1 ̸⊆ C, ибо в противном случае Bq ⊆ C, что не так.
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Мы видим, что Bq1Z(K1)◁Γ. Пусть ψ ∈ Irr (χ̂AB1Z(K1)).
Покажем, что характер χ̂Bq1Z(K1) содержит линейную компоненту.
Предположим, что (ψ(1), p) ̸= 1 для некоторого такого характера ψ и для некоторого

простого числа p ∈ π. Тогда |A| делит ψ(1) ввиду того, что A – T I-подгруппа в AB1Z(K1).
Так как χ̂(1) = 2|A|+ 1, то

ψ(1) ∈ {|A|;2|A|}.
Если ψ(1) = |A|, то по теореме Клиффорда характер ψBq1 Z(K1) разветвляется в сумму

линейных компонент, каждая из которых является неприводимой компонентой харак-
тера χ̂Bq1 Z(K1).

Если ψ(1) = 2|A|, то характер (χ̂−ψ)Bq1Z(K1) неприводим степени 1.
Так как характер χ̂Bq1Z(K1) содержит линейную компоненту, то с помощью теоремы

Клиффорда мы убеждаемся в том, что все неприводимые компоненты указанного характера
линейные, и их ядра содержат (Bq1Z(K1))

′, т. е. (Bq1Z(K1))
′ ⊆ ker χ̂ = 1. Мы видим, что

подгруппа Bq1Z(K1) абелева. Следовательно, Z(K1)⊆ I и поэтому Z(K1)⊆ I ∩K1. Отсюда
и из ранее сказанного вытекает, что |K1 : I ∩K1| делит |PSL(2;5)|.

Так как Γ = IΓ1 = IK1, то мы получаем, что
χ̂(1) = |Γ : I|= |IK1 : I|= |K1 : I ∩K1|= qα.

Мы видим, что q = 3 или q = 5.
И так как среди всех примарных индексов подгрупп группы PSL(2;5) существует

только индекс равный 5, то мы видим, что q = 5. Поэтому 2|A|+1 = 5α. Отсюда следует,
что 2|A|= 5α−1. Однако мы видим, что для любого натурального числа α число 5α−1
делится на 4. Левая же часть последнего равенства делится только на 2.

Указанный выше случай невозможен.
Следовательно, (ψ(1), p) = 1 для всех простых чисел p ∈ π и для всех ψ ∈

∈ Irr
(
χ̂Bq1Z(K1)

)
. Тогда характер ψBq1Z(K1) неприводим, и его степень равна qα1 , α1 ⩽ α.

Если α1 ̸= α, то ψ(1) < |A| − 1 для всех неприводимых компонент ψ характера
χ̂ABq1 Z(K1) и, значит, по лемме 2.10 [1] Akerψ/kerψ◁ABq1Z(K1)/kerψ. Поскольку

∩ψ ∈ Irr (χ̂ABq1Z(K1)) = 1,

то мы получаем, что A◁ABq1Z(K1). Это означает, что Bq1Z(K1)⊆C. Так как Bq1 ◁Γ и Bq1 ⊆
⊆C, то с помощью теоремы Клиффорда и леммы 2.7 мы заключаем, что Bq1 ⊆ Z(B) = Z(Γ).
Тогда Γ = Γ1 ×Bq1 . Такой случай раасматривался ранее.

Если же α1 = α, то ψ = χ̂ABq1Z(K1). Поскольку A ⋪ ABq1Z(K1), в чем мы только что
убедились и |ABq1Z(K1)| < |Γ|, то мы сможем применить индукцию. По ней

Bq1Z(K1) = Oq(Bq1Z(K1))CBq1Z(K1)(A).

Мы вновь замечаем, что Bq1 ⊆ C. Этот случай невозможен.
Это последнее противоречие, которое доказывает лемму 3.14. □
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A. A. Yadchenko
On the solvability and factorization of some π-solvable irreducible linear groups of

primary degree. Part III

Summary
The article is the third one in a series of papers, where for a set π consisting of odd

primes, finite π-solvable irreducible complex linear groups of degree 2|H|+1 are investigated,
for which Hall π-subgroups are T I-subgroups and are not normal in groups. The purpose of the
series is to prove solvability and to determine the conditions for factorization of such groups.
The proof of the theorem is continued. Further properties of the minimal counterexample to
the theorem are established.
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