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Аннотация. Исследуются аппроксимации интеграла Римана–Лиувилля на отрезке
рациональными интегральными операторами Фурье–Чебышёва. Найдено интеграль-
ное представление приближений. Изучаются рациональные аппроксимации интеграла
Римана–Лиувилля с плотностью φγ(x) = (1− x)γ, γ> 0, устанавливаются оценки пото-
чечных и равномерных приближений. В случае одного полюса в открытой комплексной
плоскости у аппроксимирующей функции получено асимптотическое выражение ма-
жоранты равномерных приближений и оптимальное значение параметра, при котором
мажоранта имеет асимптотически наибольшую скорость убывания. В качестве следствия
получены оценки приближений интеграла Римана–Лиувилля с плотностью, принадле-
жащей некоторым классам непрерывных функций на отрезке, частичными суммами
полиномиального ряда Фурье–Чебышёва.
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Abstract. Approximations of Riemann–Liouville integral on a segment by rational integral op-
erators Fourier–Chebyshev are investigated. An integral representation of the approximations
is found. Rational approximations Riemann–Liouville integral with density φγ(x) = (1−
− x)γ, γ ∈ (0,+∞)\N, are studied, estimates of pointwise and uniform approximations are
established. In the case of one pole in an open complex plane, an asymptotic expression is
obtained for the approximating function majorants of uniform approximations and the optimal
value of the parameter at which the majorant has the asymptotically highest rate of decrease.
As a consequence, estimates of approximations of Riemann–Liouville integral with density
belonging to some classes of continuous functions on the segment by partial sums of the
polynomial Fourier–Chebyshev series are obtained.

Введение. Функции, представимые интегралом Римана–Лиувилля [1]

f (x) =
1

Γ(r)

xw

−1

(x− t)r−1
φ(t)dt, x ∈ [−1, 1], x > t, r > 0, (1)
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где Γ – гамма-функция Эйлера, широко используются в теории как полиномиальной [2–9], так и
рациональной аппроксимации [10–15]. С их помощью были найдены новые классы непрерывных
функций, равномерная рациональная аппроксимация на которых является лучше соответствующих
полиномиальных аналогов.

Полиномиальные ряды Фурье–Чебышёва достаточно хорошо изучены, обладают рядом
замечательных свойств и нашли широкое применение в различных областях математики и физики
[16–19]. Отметим работу [20], в которой найдены значения дробной производной в смысле Римана–
Лиувилля методом разложения в ряд Фурье–Чебышёва и применения правила неопределенных
квадратур.

В 1979 г. Е. А. Ровба [21] ввел интегральный оператор на отрезке [−1, 1], ассоциирован-
ный с системой рациональных функций Чебышёва–Маркова, который является естественным
обобщением частичных сумм полиномиального ряда Фурье–Чебышёва.

Пусть задано произвольное множество чисел {ak}n
k=1 , где ak либо являются действительными

и |ak| < 1, либо попарно комплексно сопряженными. На множестве суммируемых на отрезке
[−1, 1] с весом (1− x2)−1/2 функций f (x) рассмотрим рациональный интегральный оператор
Фурье–Чебышёва (см. [21]):

sn( f , x) =
1

2π

+πw

−π
f (cosv)

sinλn(v, u)

sin
v−u

2

dv, x = cosu, (2)

где

λn(v, u) =
vw

u

(
1
2
+λn(y)

)
dy,

λn(y) =
n

∑
k=1

1−|zk|2

1+2|zk|cos(y− argzk)+ |zk|2
, zk =

ak

1+
√

1−a2
k

, |zk|< 1. (3)

Оператор sn : f → Rn(A), где Rn(A) – множество рациональных функций вида
pn (x)

n

∏
k=1

(1+akx)
, pn(x) ∈ Pn,

A = (a1, . . . ,an), и sn(1, x) ≡ 1. Если ak = 0, k = 1,2, . . . ,n, то величина sn( f , x) представляет
собой частичную сумму полиномиального ряда Фурье–Чебышёва. Новый метод рациональной
аппроксимации на отрезке нашел широкое применение в решении практических задач [22; 23].

Представляет интерес изучить аппроксимации интеграла Римана–Лиувилля (1) на отрезке
[−1,1] рациональным интегральным оператором Фурье–Чебышёва (2). В работе устанавливается
интегральное представление приближений и оценки равномерных приближений в случае, когда
плотность интеграла Римана–Лиувилля принадлежит некоторым классам непрерывных функций
на отрезке. В качестве следствия рассматриваются аппроксимации интеграла Римана–Лиувилля
частичными суммами полиномиального ряда Фурье–Чебышёва.

1. Интегральное представление приближений. Введем обозначения
εn( f , x, A) = f (x)− sn( f , x), x ∈ [−1, 1], (4)

εn( f , A) = ∥ f (x)− sn( f , x)∥C[−1, 1] , n ∈ N.

Положим параметры рационального интегрального оператора Фурье–Чебышёва (3) заданными
следующим образом: a1 = a2 = . . .ap = 0, p = [r−1], где символ [·] обозначает целую часть числа.

Следующая теорема устанавливает интегральное представление величины εn( f , x, A).
Теорема 1. Для приближений интегралаРимана–Лиувилля на отрезке [−1, 1] рациональным

интегральным оператором Фурье–Чебышёва имеет место интегральное представление

εn( f , x, A) =
−1

2r−1πΓ(r)

πw

−π
φ(cosτ)sinτ

1w

0

(1− y)r−1yp+1−r(1−2ycos2τ+ y2)
r−1

2√
1−2ycos(τ−u)+ y2

×
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×
√

n

∏
k=p+1

y2 +2|zk|ycos(τ− argzk)+ |zk|2
1+2|zk|ycos(τ− argzk)+ |zk|2y2 sinΩn(x,τ,y)dydτ, x = cosu, (5)

где

Ωn(x,τ,y) = arg
(
(z− yz)r−1

y−ξz
ω(yz)
ω(ξ)

)
, ω(ξ) =

n

∏
k=1

ξ+ zk

1+ zkξ
, ξ= eiu, z = eiτ, r > 0. (6)

Доказательство. Запишем рациональный интегральный оператор Фурье–Чебышёва в виде

sn( f , x) =
1

2π

πw

0

f (cosv)Dn(v, u)dv, x = cosu, n = 0, 1, . . . , (7)

где

Dn(v, u) =
ζ
ω(ζ)

ω(ξ)
−ξω(ξ)

ω(ζ)

ζ−ξ
+

ζξω(ζ)ω(ξ)− 1
ω(ζ)ω(ξ)

ζξ−1
, ζ= eiv, ξ= eiu, x = cosu.

Известно (см., напр., [3]), что для интеграла Римана–Лиувилля (1) справедливо представление

f (x) =
1

2Γ(r)

+1w

−1

(x− t)r−2(|x− t|+(x− t))φ(t)dt.

Подставим последнее интегральное представление в (7) и, воспользовавшись теоремой Фубини,
поменяем порядок интегрирования. Тогда

sn( f , x) =
1

4πΓ(r)

+1w

−1

φ(t)In(x, t)dt, (8)

где

In(x, t) =
1
2

+πw

−π
(cosv− cosτ)r−2(|cosv− cosτ|+(cosv− cosτ))Dn(v, u)dv, t = cosτ, x = cosu.

Преобразуем интеграл In(x, t). Нетрудно заметить, что

In(x, t) =
+τw

−τ
(cosv− cosτ)r−1Dn(v, u)dv, x = cosu.

В интеграле выполним замену переменного по формуле ζ = eiv, положив при этом z = eiτ, ξ =
= eiu, x = cosu. Тогда

In(x, t) =
1
i

w

Γ

(
(ζ− z)(ζz−1)

2ζz

)r−1

ζ
ω(ζ)

ω(ξ)
−ξω(ξ)

ω(ζ)

ζ−ξ
+

ζω(ζ)ω(ξ)− 1
ξω(ζ)ω(ξ)

ζ−1/ξ

 dζ
ζ
,

где Γ – дуга единичной окружности от точки z до точки z, обходимая против часовой стрелки.
Далее применим метод вычисления интегралов, предложенный В. Н. Русаком [24]. Очевидно,

что In(x, t) при фиксированном значении параметра t представляет собой некоторую функцию
параметра x с полюсами первого порядка в точках (см. (3)) ak =−(2zk/(1+ z2

k))
−1, k = 1,2, . . . ,n.

Поэтому достаточно исследовать интеграл In(x, t, ρ), отличающийся от In(x, t) тем, что ξ =
= ρeiu, ρ ∈ (0, 1), и затем воспользоваться равенством

In(x, t) = lim
ρ→1

In(x, t, ρ). (9)

Представим интеграл в In(x, t, ρ) в виде суммы четырех интегралов

In(x, t, ρ) =
1
i

[
1

ω(ξ)
I(1)n −ξω(ξ)I(2)n +ω(ξ)I(3)n − 1

ξω(ξ)
I(4)n

]
, ξ= ρeiu, x = cosu, (10)
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где

I(1)n =
w

Γ

(
(ζ− z)(ζz−1)

2ζz

)r−1
ω(ζ)

ζ−ξ
dζ, I(2)n =

w

Γ

(
(ζ− z)(ζz−1)

2ζz

)r−1 dζ
ζ(ζ−ξ)ω(ζ)

,

I(3)n =

(
(ζ− z)(ζz−1)

2ζz

)r−1
ω(ζ)

ζ−1/ξ
dζ, I(4)n =

w

Γ

(
(ζ− z)(ζz−1)

2ζz

)r−1 dζ
ζ(ζ−1/ξ)ω(ζ)

.

Отметим, что при нецелых значениях параметра r подынтегральные функции каждого из интегралов
имеют точки ветвления ζ= 0, ζ= z и ζ= z. Если же r ∈ N, то подынтегральные функции являются
рациональнымипо переменномуинтегрированию.Поскольку первый случай является более сложным
и, по сути, включает в себя второй, то будем полагать, что r ∈ (0,+∞)\N. Ясно, что окончательное
интегральное представление в обоих случаях будет аналогичным. Исследуем каждый из четырех
интегралов по отдельности. Так, для интеграла I(1)n зафиксируем параметр z и рассмотрим область D
(рис. 1), ограниченную контуром C = Γ

′ ∪C−
1 ∪C−

δ
∪C2, где Γ

′ – часть дуги Γ, ограниченная
точками ее пересечения с окружностями |ζ− z| = δ1 и |ζ− z| = δ2, C1 = {ζ : ζ= zy, y ∈ [δ, 1]} ,
C2 = {ζ : ζ= zy, y ∈ [δ, 1]} , Cδ =

{
ζ : ζ= δeiv, v ∈ [−τ, τ]

}
.

Рис. 1.
В указанной области подынтегральная функция первого интеграла

ψ1(ζ, z) = gr(ζ, z)
ω(ζ)

ζ−ξ
, gr(ζ, z) =

(
(ζ− z)(ζz−1)

2ζz

)r−1

,

распадается на регулярные ветви, определяемые условием gr(1,z)= (2eiπk sinτ/2)2(r−1), k ∈Z, z= eiτ.

Выделив ту ветвь, для которой выполняется условие g∗r (1,z) = (2sinτ/2)2(r−1), подынтегральная
функция будет регулярна в рассматриваемой области. Применив основную теорему о вычетах,
будем иметь w

Γ
′

+
w

Cδ1

+
w

C−
1

+
w

C−
δ

+
w

C2

+
w

Cδ2

ψ1(ζ, z)dζ= d(τ, u),

где

d(τ, u) =

2πiω(ξ)
(
(ξ− z)(ξz−1)

2ξz

)r−1

, |u|⩽ τ,

0, |u|> τ.

(11)

Рассмотрим интеграл по дуге Cδ. Выполнив замену переменного по формуле ζ= δeiv, получим
w

C−
δ

ψ1(ζ, z)dζ=
iδp+2−r

2r−1

−τw

τ

(
(δeiv − z)(zδeiv −1)

zeiv

)r−1
ω(δeiv)

δeiv −ξ
eiv dv −→

δ→0

−→
δ→0

isin(2− r)τ
ξ(2− r)

(
n

∏
k=p+1

zk

)
δp+2−r

2r−1 .
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Поскольку p+2− r > 0, то при δ→ 0 исследуемый интеграл равномерно по δ стремится к нулю.
Рассуждая аналогичным образом, заключаем, что интегралы по дугам Cδ1 и Cδ2 также стремятся
к нулю при δ1 → 0 и δ2 → 0 соответственно. При этом получим

zw

0

ψ1(ζ, z)dζ+ I(1)n +

0w

z

ψ1(ζ, z)dζ= d(τ, u),

где первый и третий интегралы берутся по соответствующим лучам комплексной плоскости.
Выполнив в первом интеграле замену переменного по формуле ζ= zy, а в третьем ζ= zy, придем
к выражению

I(1)n =− 1
2r−1

1w

0

(y−1)r−1yp+1−r

[
(z− zy)r−1 zω(yz)

yz−ξ
− (z− yz)r−1 zω(yz)

yz−ξ

]
dy+d(τ, u), (12)

где

ω(yz) = zp
n

∏
k=p+1

yz+ zk

1+ zkyz
, z = eiτ.

Изучим интеграл I(2)n . Зафиксируем параметр z и рассмотрим область D (рис. 2), ограниченную
контуромC = Γ

′ ∪C1∪CR∪C−
2 , где Γ

′ – часть дуги Γ, ограниченная точками ее пересечения с окруж-
ностями |ζ−z|= δ1 и |ζ−z|= δ2,C1 = {ζ : ζ= zy, y ∈ [1+δ1, R]} ,C2 = {ζ : ζ= zy, y ∈ [1+δ1, R]} ,
CR =

{
ζ : ζ= Reiv, v ∈ [−τ, τ]

}
.

Рис. 2.

В указанной области подынтегральная функция второго интеграла

ψ2(ζ, z) =
gr(ζ, z)

ζ(ζ−ξ)ω(ζ)
, gr(ζ, z) =

(
(ζ− z)(ζz−1)

2ζz

)r−1

распадается на регулярные ветви, определяемые условием gr(1,z)= (2eiπk sinτ/2)2(r−1), k ∈Z, z= eiτ.

Выделив ту ветвь, для которой выполняется условие g∗r (1,z) = (2sinτ/2)2(r−1), подынтегральная
функция регулярна в рассматриваемой области. Применив интегральную теорему Коши, получимw

Γ
′

+
w

Cδ1

+
w

C1

+
w

CR

+
w

C−
2

+
w

Cδ2

ψ2(ζ, z)dζ= 0. (13)

Рассмотрим интеграл по дуге CR. Выполнив замену переменного по формуле ζ= Reiv, будем иметь
w

CR

ψ2(ζ, z)dζ=
i

2r−1Rp+2−r

−τw

τ

(
(eiv − z/R)(eivz−1/R)

zeiv

)r−1 dv
(eiv −ξ/R)ω(Reiv)

.
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Переходя к пределу при R → ∞, находим, что
w

CR

ψ2(ζ, z)dζ −→
R→∞

−22−risin(2− r)τ
(2− r)Rp+2−r

(
n

∏
k=p+1

zk

)
.

Учитывая, что p+2− r > 0, при R → ∞ значение интеграла по дуге CR стремится к нулю. Анало-
гичными рассуждениями убеждаемся, что интегралы по дугам Cδ1 и Cδ2 соответственно при δ1 → 0
и δ2 → 0 также обращаются в нуль. При этом из (13) получим

I(2)n =−

( z∞w

z

+

zw

z∞

)
ψ2(ζ, z)dζ,

где интегрирование ведется по соответствующим лучам в комплексной плоскости. В первом из
интегралов слева выполним замену переменного по формуле ζ = zy, а во втором по формуле
ζ = zy. Тогда

I(2)n =− 1
2r−1

+∞w

1

(y−1)r−1y−r−p
[

(yz− z)r−1

(yz−ξ)ω(yz)
− (yz− z)r−1

(yz−ξ)ω(yz)

]
dy.

Еще одной заменой по формуле y 7→ 1/y интеграл справа приводится к виду

I(2)n =− 1
2r−1

1w

0

(1− y)r−1yp+1−r
[
(z− yz)r−1ω(yz)

z− yξ
− (z− yz)r−1ω(yz)

z− yξ

]
dy. (14)

Рассуждая аналогичным образом в отношении оставшихся интегралов I(3)n и I(4)n , заключаем, что

I(3)n =− 1
2r−1

1w

0

(y−1)r−1yp+1−r

[
(z− zy)r−1 zω(yz)

yz−ξ
− (z− yz)r−1 zω(yz)

yz−ξ

]
dy, (15)

I(4)n =− 1
2r−1

1w

0

(1− y)r−1yp+1−r
[
(z− yz)r−1ω(yz)

z− yξ
− (z− yz)r−1ω(yz)

z− yξ

]
dy−ξd(τ, u), (16)

где d(τ, u) из (11).
Из представления (10) с учетом выражений (12), (14), (15) и (16) получим

In(x, t, ρ) =
−22−r

i

1w

0

(1− y)r−1yp+1−r
[
−(z− yz)r−1

ξz− y
ω(yz)
ω(ξ)

− (z− yz)r−1

y−ξz
ω(yz)
ω(ξ)

+

+
(z− yz)r−1ω(ξ)ω(yz)

y−ξz
+

(z− yz)r−1ξzω(ξ)ω(yz)
1− zξy

]
dy+

2
i
d(τ, u), ξ= ρeiu, z = eiτ.

Выражение, находящееся в квадратных скобках подынтегрального выражения, при любом фикси-
рованном y ∈ (0, 1) непрерывно по переменному ξ, поэтому справедлив предельный переход (9).
При этом из представления (8) будем иметь

sn( f , x) =
−1

2rπΓ(r)i

+1w

−1

φ(t)
1w

0

(1− y)r−1yp+1−r
[
−(z− yz)r−1

ξz− y
ω(yz)
ω(ξ)

− (z− yz)r−1

y−ξz
ω(yz)
ω(ξ)

+

+
(z− yz)r−1ω(ξ)ω(yz)

y−ξz
+

(z− yz)r−1ξzω(ξ)ω(yz)
1− zξy

]
dydt +

1
Γ(r)

xw

−1

(x− t)r−1
φ(t)dt.

Отметив, что последнее слагаемое справа представляет собой интеграл Римана–Лиувилля, с уче-
том (4) придем к интегральному представлению приближений

εn( f , x, A) =
1

2rπΓ(r)i

+1w

−1

φ(t)
1w

0

(1− y)r−1yp+1−r
[
−(z− yz)r−1

ξz− y
ω(yz)
ω(ξ)

− (z− yz)r−1

y−ξz
ω(yz)
ω(ξ)

+
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+
(z− yz)r−1ω(ξ)ω(yz)

y−ξz
+

(z− yz)r−1ξzω(ξ)ω(yz)
1− zξy

]
dydt, ξ= eiu, z = eiτ, t = cosτ.

Во внешнем интеграле выполним замену переменного по формуле t 7→ cosτ. Тогда

εn( f , x, A) =
1

2rπΓ(r)i

πw

0

φ(cosτ)sinτ
1w

0

(1− y)r−1yp+1−r
[
−(z− yz)r−1

ξz− y
ω(yz)
ω(ξ)

−

−(z− yz)r−1

y−ξz
ω(yz)
ω(ξ)

+
(z− yz)r−1ω(ξ)ω(yz)

y−ξz
+

(z− yz)r−1ξzω(ξ)ω(yz)
1− zξy

]
dydτ,

где ξ= eiu,x = cosu, z = eiτ, t = cosτ. Представив внешний интеграл в виде суммы двух интегралов

εn( f , x, A) =
1

2rπΓ(r)i

[
πw

0

φ(cosτ)sinτ
1w

0

(1− y)r−1yp+1−r
[
−(z− yz)r−1

y−ξz
ω(yz)
ω(ξ)

−

+
(z− yz)r−1ω(ξ)ω(yz)

y−ξz

]
dydτ+

+

πw

0

φ(cosτ)sinτ
1w

0

(1− y)r−1yp+1−r
[
−(z− yz)r−1

ξz− y
ω(yz)
ω(ξ)

+

+
(z− yz)r−1ξzω(ξ)ω(yz)

1− zξy

]
dydτ

]
,

и затем выполнив во втором из них замену переменного по формуле τ 7→ −τ, придем к выражению

εn( f , x, A) =
−1

2rπΓ(r)i

πw

−π
φ(cosτ)sinτ

1w

0

(1− y)r−1yp+1−r×

×
[
(z− yz)r−1

y−ξz
ω(yz)
ω(ξ)

− (z− yz)r−1ω(ξ)ω(yz)
y−ξz

]
dydτ, ω(ξ) = ξ

p
n

∏
k=p+1

ξ+ zk

1+ zkξ
. (17)

Заметив, что выражения в квадратных скобках являются взаимно комплексно-сопряженными, для
того, чтобы прийти к (5) необходимо выполнить соответствующие преобразования. □

В интегральном представлении (5) положим значение параметров ak = 0, k = 1,2, . . . ,n. В этом
случае A = (0,0, . . . ,0) = O, и величина εn( f ,x,O) = ε

(0)
n ( f ,x) представляет собой приближения

интеграла Римана–Лиувилля частичными суммами ряда Фурье–Чебышёва.
Следствие 1. Имеет место интегральное представление

ε
(0)
n ( f , x) =

−1
2r−1πΓ(r)

πw

−π
φ(cosτ)sinτ

1w

0

(1− y)r−1yn+1−r(1−2ycos2τ+ y2)
r−1

2√
1−2ycos(τ−u)+ y2

×

×sin((n+1)(τ−u)+λr(τ, y, x))dydτ, x = cosu, x ∈ [−1, 1], (18)

где
λr(τ, y, x) = (r−1)arg(z− zy)− arg

(
1− z

ξ
y
)
, ξ= eiu.

2. Полиномиальные аппроксимации на классах дифференцируемых функций. Пусть
W (r)K[−1, 1], r ⩾ 1, есть класс функций f (x), определенных на отрезке [−1,1] и имеющих на
нем производную f (r)(x) порядка r, удовлетворяющую неравенству | f (r)(x)| ⩽ K, K – константа.
Рассмотрим верхнюю грань

En(W (r)K[−1, 1], x) = sup
f∈W (r)K[−1, 1]

||ε(0)n ( f , x)||, x ∈ [−1, 1], (19)

отклонений частичных сумм ряда Фурье–Чебышёва на классах W (r)K[−1, 1]. Асимптотическое
поведение величины En(W (r)K[−1, 1], x) при r = 1 было исследовано С. М. Никольским [25],
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при r ⩾ 1 Г. С. Селивановой [6]. Покажем, что указанные результаты можно получить используя
интегральное представление (18).

Теорема 2. При любом r > 1 для величины (19) равномерно относительно всех x ∈ [−1, 1]
справедливо асимптотическое равенство

En(W (r)K[−1, 1], x) =
4K
π2

lnn
nr

(√
1− x2

)r
+O


(√

1− x2
)r

nr

+O
(
|x|r

nr

)
, n → ∞. (20)

Доказательство. Из интегрального представления (18) с учетом 2π-периодичности по
переменному τ внешнего интеграла нетрудно получить, что

|ε(0)n ( f , x)|⩽ K
2r−1πΓ(r)

2πw

0

|sin(τ+u)|Jn(x, τ)dτ, x = cosu, x ∈ [0, 1],

где

Jn(x, τ) =
1w

0

(1− y)r−1yn+1−r(1−2ycos2(τ+u)+ y2)
r−1

2√
1−2ycosτ+ y2

|sin((n+1)τ+ψr(τ, y))|dy,

ψr(τ, y) = (r−1)arg(zξ− zξy)− arg(1− zy).

Внешний интеграл представим суммой трех интегралов по промежуткам [0,1/n], [1/n,2π−1/n]
и [2π− 1/n,2π], так, что

|ε(0)n ( f , x)|⩽ K
2r−1πΓ(r)

(
I(1)n + I(2)n + I(3)n

)
, (21)

где

I(1)n =

1
nw

0

|sin(τ+u)|Jn(x, τ)dτ, I(2)n =

2π− 1
nw

1
n

|sin(τ+u)|Jn(x, τ)dτ,

I(3)n =

2πw

2π− 1
n

|sin(τ+u)|Jn(x, τ)dτ.

Исследуем каждый из трех интегралов по отдельности. Так, для интеграла I(1)n справедлива оценка

|I(1)n |⩽

1
nw

0

|sin(τ+u)|
1w

0

(1− y)r−2yn+1−r(1−2ycos2(τ+u)+ y2)
r−1

2 dydτ, r > 1.

Для исследования асимптотического поведения при n → ∞ внутреннего интеграла справа вос-
пользуемся методом Лапласа [26; 27]. Зафиксируем величину u,u ∈ [0, π], после чего последнее
соотношение запишем в виде

|I(1)n |⩽

1
nw

0

|sin(τ+u)|
1w

0

gr(y, u)e(n+1−r) lny dy,

gr(y, u) = (1− y)r−2(1−2ycos2(τ+u)+ y2)
r−1

2 .

Учитывая, что lny = y−1+o(y−1), y → 1, а также асимптотическое равенство

gr(y, u)∼ (2sin(τ+u))r−1(1− y)r−2, y → 1,

при некотором достаточно малом ε > 0 и n → ∞ получим

|I(1)n |⩽ 2r−1(1+o(1))

1
nw

0

|sin(τ+u)|r
1w

1−ε
(1− y)r−2e(n+1−r)(y−1) dτdy, n → ∞.
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Выполнив в интеграле справа несложные преобразования, придем к оценке

|I(1)n |⩽ 2r−1Γ(r−1)(|sinu|r + |cosu|r)
nr (1+o(1)) n → ∞. (22)

Во внешнем интеграле выражения I(3)n выполним замену переменного по формуле 2π−τ 7→ τ. Ввиду
2π-периодичности подынтегральной функции, нетрудно убедиться, что

|I(3)n |⩽ 2r−1Γ(r−1)(|sinu|r + |cosu|r)
nr (1+o(1)) n → ∞. (23)

Займемся выражением I(2)n .Применив методЛапласа для исследования асимптотического поведения
его внутреннего интеграла, получим

I(2)n =
2r−1Γ(r)

nr A(r)
n (1+o(1)), n → ∞, (24)

где

A(r)
n =

2π− 1
nw

1
n

|sin(τ+u)|r

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin
((

n+
1
2

)
τ+

rπ
2

)
2sin

τ

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ dτ, r > 1.

Поскольку
|sin(τ+u)|r = |sinu|r|cosτ|r +θ|cosu|r|sinτ|r, θ ∈ [−1, 1],

а также

|cosτ|r = 1+θ12r
∣∣∣sin

τ

2

∣∣∣2r
, θ1 ∈ [−1, 1],

будем иметь

A(r)
n = |sinu|r

(
I(4)n +θ12rI(5)n

)
+θ|cosu|rI(6)n , (25)

где

I(4)n =

2π− 1
nw

1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin
((

n+
1
2

)
τ+

rπ
2

)
2sin

τ

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ dτ,

I(5)n =

2π− 1
nw

1
n

∣∣∣sin
τ

2

∣∣∣2r

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin
((

n+
1
2

)
τ+

rπ
2

)
2sin

τ

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ dτ, r > 1,

I(6)n =

2π− 1
nw

1
n

|sinτ|r

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin
((

n+
1
2

)
τ+

rπ
2

)
2sin

τ

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ dτ, r > 1.

Нетрудно заметить, что I(5)n = O(1) и I(6)n = O(1) при n → ∞. Асимптотическое поведение интегра-
ла I(4)n по сути исследовалось В. Т. Пинкевичем [28]. Из результатов этой работы, заключаем, что

I(4)n =
4
π

lnn+O(1), n → ∞.

При этом из (25) придем к асимптотическому равенству

A(r)
n =

4
π
|sinu|r lnn+O(|sinu|r)+O(|sinu|r), n → ∞.

Из (24) и последнего асимптотического равенства получим

I(2)n =
2r+1Γ(r)|sinu|r

π

lnn
nr +O

(
|sinu|r

nr

)
+O

(
|cosu|r

nr

)
, n → ∞. (26)
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Из соотношения (21) с учетом оценок (22), (23) и (26) получим

|ε(0)n ( f , x)|⩽ 4K
π2

lnn
nr

(√
1− x2

)r
+O


(√

1− x2
)r

nr

+O
(
|x|
n

)r

, n → ∞. (27)

С другой стороны, можно показать (см., напр., [6; 7]), что существует функция fn(x), для которой
неравенство (27) с точностью до слагаемого порядка O(1/nr) обращается в асимптотическое
равенство при n → ∞. При этом приходим к (20). □

3. Приближения интеграла Римана–Лиувилля с плотностью, имеющей степенную
особенность. Изучим приближения (4), когда плотность φγ(x) = (1− x)γ, γ> 0, т. е. в настоящем
разделе изучаются аппроксимации функций вида

fγ(x) =
1

Γ(r)

xw

−1

(x− t)r−1(1− t)γ dt, x ∈ [−1, 1], r ⩾ 1, γ> 0. (28)

Пусть параметры рационального интегрального оператораФурье–Чебышёва (2) выбраны следующим
образом:

zk 7→ −αk, αk ∈ [0, 1), k = 1,2, . . . ,n; α1 = α2 = . . .= αp = 0, p = [γ+ r].

Теорема 3. Для приближений интеграла Римана–Лиувилля с плотностью φγ(x) на отрезке
[−1, 1] рациональным интегральным оператором Фурье–Чебышёва справедливы:

1) интегральное представление

εn( fγ, x, A) =
21−γ−r sinπγ

πΓ(r)

1w

0

1w

0

(1− y)r−1yp+1−r×

×(1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1t p−γ−r√
1−2tycosu+ t2y2

cosΩn(x, t,y)ω(ty)dt dy, x = cosu, (29)

где
Ωn(x, t,y) = arg

ξω(ξ)

1−ξty
, ω(ty) =

n

∏
k=1

ty−αk

1−αkty
, ξ= eiu;

2) поточечная оценка

|εn( fγ, x, A)|⩽ 21−γ−r|sinπγ|
πΓ(r)

1w

0

1w

0

(1− y)r−1yp+1−r×

×(1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1t p−γ−r√
1−2tycosu+ t2y2

|ω(ty)|dt dy; (30)

3) равномерная оценка
εn( fγ, A)⩽ ε

∗
n( fγ, A), n ∈ N, (31)

где

ε
∗
n( fγ, A) =

21−γ−r|sinπγ|
πΓ(r)

1w

0

1w

0

(1− y)r−1yp+1−r×

×(1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1t p−γ−r

1− ty
|ω(ty)|dt dy, r ⩾ 1, γ> 0. (32)

Неравенство (31) является точным в том смысле, что если функция ω(·) имеет полюсы только
четной кратности, то неравенство (31) превращаются в равенство при x = 1.

Доказательство. В представлении приближений (17) подставим плотность φγ(x) и, восполь-
зовавшись теоремой Фубини, поменяем порядок интегрирования:

εn( fγ, x, A) =
−1

2rπΓ(r)i

1w

0

(1− y)r−1y1−rJn(y,x)dy, (33)
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где

Jn(y, x) =
πw

−π
(1− cosτ)γ sinτ

[
(z− yz)r−1z

z−ξ/y
ω(yz)
yω(ξ)

+
(z− yz)r−1ξω(ξ)ω(yz)

z−ξy

]
dτ,

ω(ξ) = ξ
p

n

∏
k=p+1

ξ−αk

1−αkξ
, z = eiτ, ξ= eiu, x = cosu.

Преобразуем интеграл Jn(y, x). С этой целью перейдем к интегрированию по переменной z, z = eiτ :

Jn(y, x) =−(−1)γ

2γ+1

z

Γ

(1− z)2γ(z2 −1)
zγ+2

[
(z− yz)r−1z

z−ξ/y
ω(yz)
yω(ξ)

+
(z− yz)r−1ξω(ξ)ω(yz)

z−ξy

]
dz,

где Γ =
{

z : z = eiτ,−π⩽ z ⩽ π
}
. Отметим, что при нецелых значениях параметра γ и нецелых

значениях параметра r подынтегральная функция имеет точки ветвления при z = 0, z = 1, z = y
и z = 1/y. Поскольку при γ,r ∈ N рассуждения являются, на наш взгляд, более простыми и,
очевидно, интегральное представление не будет отличаться от общего случая, то будем полагать, что
γ ∈ (0,+∞)\N и r ∈ (1,+∞)\N. Интеграл справа представим в виде суммы двух интегралов так, что

Jn(y, x) =
(−1)γ

2γ+1

[
1

yω(ξ)
J(1)n +ξω(ξ)J(2)n

]
, ξ= eiu, x = cosu, (34)

где

J(1)n =
z

Γ

(1− z)2γ(z2 −1)(1− yz2)r−1zp−γ−r

z−ξ/y

n

∏
k=p+1

yz−αk

1−αkyz
dz,

J(2)n =
z

Γ

(1− z)2γ(z2 −1)(z2 − y)r−1

zγ+r+1+p(z−ξy)

n

∏
k=p+1

y−αkz
z−αky

dz.

Исследуем каждый из двух интегралов по отдельности. Так, подынтегральная функция интеграла J(1)n

φ1(z,ξ) = gγ(ζ)
(z2 −1)(1− yz2)r−1zp

z−ξ/y
ω(yz), gγ(z) =

(1− z)2γ

zγ+r ,

в области D, ограниченной контуром
C =C1 ∪Γ∪C−

2 ∪C−
δ
,

где Cδ =
{

z : z = δeiτ, 0 ⩽ τ⩽ 2π
}
; C1 и C2 – соответственно верхний и нижний берега разреза по

действительной оси от точки z = δ до точки z = 1 распадается на регулярные ветви, определяемые
условием gγ(eiπ/3) = ei2πkγ, k ∈ Z. Выбрав ту ветвь, для которой выполняется условие g∗γ(e

iπ/3) = 1,
а также учитывая, что |ξ/y| > 1 и 1/y > 1, применим интегральную теорему Коши

w

C1

φ1(t,ξ)dt + J(1)n +
w

C−
2

φ1(e2iπt,ξ)dt +
w

C−
δ

φ1(z,ξ)dz = 0.

Рассмотрим интеграл по контуру C−
δ
. Выполнив замену переменного интегрирования по формуле

z = δeiτ, получим
w

C−
δ

φ1(z)dz = iδp+1−γ−r
2πw

0

(1−δeiτ)2γ(δe2iτ−1)(1− yδ2e2iτ)r−1

eiτ(r+γ)(δeiτ−ξ/y)
ω(yδeiτ)eiτ dτ

ввиду выбора параметра p, интеграл по контуру C−
δ
при стягивании его в точку стремится к нулю.

При этом приходим к равенству

J(1)n = (1− e−2πiγ)

1w

0

(1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1t p−γ−r

t −ξ/y
ω(ty)dt, y ∈ (0, 1), ξ= eiu. (35)

Займемся преобразованием интеграла J(2)n . Рассмотрим область, ограниченную контуром Γ, конту-
ром CR = {z : z = Reiτ,−π⩽ τ⩽ π} достаточно большого радиуса R и верхним и нижним берегами
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разреза по действительной оси от точки z = 1 до z = R. Внутри заданной области подынтегральная
функция

φ2(z,ξ) = gγ(z)
(z2 −1)(z2 − y)r−1

(z−ξy)zp+1 ω(yz), gγ(z) =
(1− z)2γ

zγ+r ,

допускает выделение регулярных ветвей. Рассуждая аналогично предыдущему случаю, выделим
ее регулярную ветвь

φ2(z,ξ) = g∗γ(z)
(z2 −1)(z2 − y)r−1

(z−ξy)zp+1 ω(yz).

Применив интегральную теорему Коши к области, ограниченной указанным контуром, и учитывая,
что при движении по верхнему берегу разреза аргумент подынтегральной функции не меняется,
а при движении по нижнему берегу разреза получает приращение −2πi, получим

J(2)n =

Rw

1

φ2(t, ξ)dt +
w

CR

φ2(z, ξ)dz+
1w

R

φ2(e−2πit, ξ)dt. (36)

Исследуем интеграл по окружности CR. Положим z = Reiτ. Тогда
w

CR

φ2(z,ξ)dz =
i

Rp+1−γ−r

2πw

0

( 1
R − eiτ)

2γ
(e2iτ− 1

R2 )(e2iτ− y
R2 )

r−1e−i(r+γ−p)τ

eiτ− ξy
R

n

∏
k=p+1

y
R − eiταk

eiτ− yαk
R

dτ.

Переходя в интеграле справа к пределу при R → ∞, приходим к асимптотическому равенству
w

CR

φ2(z,ξ)dz ∼ 2i(−1)n sinπ(γ+ r)
(p+1−γ− r)Rp+1−γ−r

n

∏
k=p+1

αk, R → ∞.

Поскольку p+1−γ− r > 0, то заключаем, что при R → ∞ интеграл по окружности CR стремится
к нулю. При этом из (36) получим

J(2)n = (1− e2πiγ)

+∞w

1

(1− t)2γ(t2 −1)(t2 − y)r−1

(t −ξy)t p+1+γ+r

n

∏
k=p+1

y− tαk

t − yαk
dt.

Выполнив в интеграле замену переменного по формуле t 7→ 1/t окончательно будем иметь

J(2)n = (1− e2πiγ)

1w

0

(1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1t p−γ−r

1−ξyt
ω(ty)dt. (37)

Из соотношения (34) с учетом интегральных представлений (35) и (37) получим

Jn(y, x) =− isinπγ
2γ

1w

0

(1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1t p−γ−r

[
ξω(ξ)

1−ξty
+
ξω(ξ)

1−ξty

]
ω(ty)dt.

Выражения в квадратных скобках являются взаимно комплексно-сопряженными. Следовательно, их
сумма представляет собой удвоенный косинус некоторого угла, умноженного на модуль этих выра-
жений. Выполнив необходимые действия, из последнего интегрального представления находим, что

Jn(y, x) =−i21−γ sinπγ
1w

0

(1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1t p−γ−r√
1−2tycosu+ t2y2

cosΩn(x, t,y)ω(ty)dt,

где x = cosu, величина Ωn(x, t,y) определена в настоящей теореме.
Из представления (33) и последнего интегрального представления получим (29).

Из (29) легко следует оценка (30). Из оценки (30) тривиально следует соотношение (31). Пока-
жем, что равномерная оценка (31) достигается на значении x = 1. Действительно, из интегрального
представления (29) при x = 1, что соответствует значению параметра u = 0, получим Ωn(1, t,y) = 0, и

εn( fγ, 1, A) =
21−γ−r sinπγ

πΓ(r)

1w

0

1w

0

(1− y)r−1yp+1−r (1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1t p−γ−r

1− ty
ω(ty)dt dy.
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Очевидно, что при четной кратности полюсов величина ω(ty) ⩾ 0 и правая часть последнего
интегрального представления совпадает с правой частью оценки (31).

Представление (29) было получено в предположении, что параметры r и γ не могут принимать
натуральные значения. Однако из хода доказательства ясно, что оно справедливо и в случае r,γ ∈ N
при p = [γ+ r]. □

Следствие 2. Для приближений интеграла типа Римана–Лиувилля с плотностью φγ(x) на
отрезке [−1, 1] частичными суммами рядаФурье–Чебышёва порядка n, n+1> r+γ, справедливы:

1) интегральное представление

ε
(0)
n ( fγ, x) =

21−γ−r sinπγ
πΓ(r)

1w

0

1w

0

(1− y)r−1yn+1−r×

×(1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1tn−γ−r√
1−2tycosu+ t2y2

cosΩ
(0)
n (x, t,y)dt dy, x = cosu,

где Ωn(x, t,y) = (n+ 1)u− arg(1− ξty), ξ = eiu;
2) поточечная оценка

|ε(0)n ( fγ, x)|⩽ 21−γ−r|sinπγ|
πΓ(r)

1w

0

1w

0

(1− y)r−1yn+1−r (1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1tn−γ−r√
1−2tycosu+ t2y2

dt dy;

3) интегральное представление равномерных приближений

ε
(0)
n ( fγ) =

21−γ−r|sinπγ|
πΓ(r)

1w

0

1w

0

(1− y)r−1yn+1−r (1− t)2γ(1− t2)(1− t2y)r−1tn−γ−r

1− ty
dt dy,

где r ⩾ 1,γ > 0.
4. Случай одного полюса аппроксимирующей функции. Изучим асимптотическое поведе-

ние мажоранты равномерных приближений (32) при n → ∞ в зависимости от выбора набора пара-
метров аппроксимирующей функции αk, k = 1,2, . . . ,n. С этой целью представим мажоранту в виде

ε
∗
n( fγ, A) =

21−γ−r|sinπγ|
πΓ(r)

1w

0

(1− t)2γ(1− t2)t p−γ−rGn(t)dt, r ⩾ 1, γ> 0, (38)

где

Gn(t) =
1w

0

(1− y)r−1yp+1−r (1− t2y)r−1

1− ty
|ω(ty)|dy, ω(ty) =

n

∏
k=p+1

ty−αk

1−αkty
.

Выполнив в интеграле Gn(t) замену переменного по формуле ty 7→ y, будем иметь

Gn(t) =
1

t p+1

tw

0

(t − y)r−1yp+1−r(1− ty)r−1

1− y
|ω(y)|dy, t ∈ (0, 1).

В полученном интеграле снова выполним замену переменного по формуле y = (1− u)/(1+ u),
dy = −2du/(1+ u)2. Тогда

Gn(t) =
(1+ t)2r−2

t p+1

1w

τ

(u2 − τ2)r−1

(1−u2)r−1u(1+u)

(
1−u
1+u

)p

|χ(u)|du, n ∈ N,

где

τ=
1− t
1+ t

, χ(u) =
n

∏
k=1

βk −u
βk +u

, βk =
1−αk

1+αk
.

Из представления (38) при этом получим

ε
∗
n( fγ, A) =

21−γ−r|sinπγ|
πΓ(r)

1w

0

(1− t)2γ(1− t2)t−(1+γ+r)(1+ t)2r−2×
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×
1w

τ

(u2 − τ2)r−1

(1−u2)r−1u(1+u)

(
1−u
1+u

)p

|χ(u)|dudt.

Во внешнем интеграле перейдем к интегрированию по переменному τ. Тогда

ε
∗
n( fγ, A) =

22+γ+r|sinπγ|
πΓ(r)

1w

0

τ2γ+1

(1− τ2)1+r+γ(1+ τ)2×

×
1w

τ

(u2 − τ2)r−1

(1−u2)r−1u(1+u)

(
1−u
1+u

)p

|χ(u)|dudτ, r ⩾ 1, γ> 0, p = [r+γ]. (39)

Рассмотрим случай одного полюса. Пусть n+ p параметров аппроксимирующей рациональной
функции (2) удовлетворяют условию

α1 = α2 = . . .= αp = 0, αp+1 = αp+2 = . . .= αp+n = α ∈ [0, 1), β=
1−α
1+α

. (40)

Отметим, что в рассматриваемом нами случае для каждого значения n ∈ N может выбираться
соответствующий параметр β, т. е., вообще говоря, β = β(n). При этом будем полагать, что
выполняется следующее условие:

lim
n→∞

nβ= ∞.

Изучим асимптотическое поведение величины (39) при n → ∞ в этом случае.
Теорема 4. Для мажоранты равномерных приближений функции (28) рациональным

интегральным оператором Фурье–Чебышёва с параметрами, удовлетворяющими условиям (40),
справедливо асимптотическое равенство

ε
∗
n+p,1( fγ, α) =

21−r−γ|sinπγ|Γ(2γ+ r)β2γ+2r

πn2γ+2r +O
((

1−β
1+β

)n)
, p = [r+γ], n → ∞. (41)

Доказательство. Мажоранту равномерных приближений (39) представим в виде

ε
∗
n+p,1( fγ, α) =

22+γ+r|sinπγ|
πΓ(r)

[
J(1)n + J(2)n

]
, (42)

где

J(1)n =

βw

0

νr,γ(τ)

1w

τ

µr(u, τ)
∣∣∣∣β−u
β+u

∣∣∣∣n dudτ, J(2)n =

1w

β

νr,γ(τ)

1w

τ

µr(u, τ)
(

u−β
β+u

)n

dudτ,

νr,γ(τ) =
τ2γ+1

(1− τ2)1+r+γ(1+ τ)2 , µr(u, τ) =
(u2 − τ2)r−1

(1−u2)r−1u(1+u)

(
1−u
1+u

)p

.

Исследуем каждый из двух интегралов по отдельности. Так, интеграл J(1)n представим в виде

J(1)n =

βw

0

νr,γ(τ)K
(1)
n (τ)dτ, (43)

где
K(1)

n (τ) = I1 + I2, n ∈ N, (44)

I1 =

βw

τ

µr(u, τ)
(
β−u
β+u

)n

du, I2 =

1w

β

µr(u, τ)
(

u−β
β+u

)n

du.

Для изучения асимптотического поведения интегралов I1 и I2 применим метод Лапласа [26; 27].
Интеграл I1 представим в виде

I1 =

βw

τ

µr(u, τ)enS(u) du, S(u) = ln
β−u
β+u

.
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Функция S(u) убывает при u ∈ (τ, β), τ∈ (0, β), и, значит, достигает своего максимального значения
при u= τ. Реализуя метод Лапласа, разложимфункцию S(u) в ряд Тейлора в окрестности точки u= τ :

S(u) = ln
β− τ
β+ τ

− 2β
β2 − τ2 (u− τ)+o(u− τ).

Учитывая также, что

µr(u, τ)∼
(2τ)r−1

(1− τ2)r−1τ(1+ τ)

(
1− τ
1+ τ

)p

(u− τ)r−1, u → τ,

при некотором достаточно малом ε > 0 и n → ∞ получим

I1 ∼
(2τ)r−1

(1− τ2)r−1τ(1+ τ)

(
1− τ
1+ τ

)p(
β− τ
β+ τ

)n τ+εw

τ

(u− τ)r−1e
− 2βn
β2−τ2

(u−τ)
du.

Применив соответствующие преобразования к интегралу справа, приходим к асимптотическому
равенству

I1 ∼
τr−2Γ(r)

2(1− τ2)r−1(1+ τ)

(
1− τ
1+ τ

)p(
β− τ
β+ τ

)n(
β2 − τ2

2βn

)r

, n → ∞.

Исследуем интеграл I2. Представим его в виде

I2 =

1w

β

µr(u, τ)enS(u) du, S(u) = ln
u−β
u+β

.

Функция S(u) возрастает при u ∈ (β, 1) и, значит, достигает своего максимального значения при
u = 1. Используя разложение в ряд Тейлора

S(u) = ln
1−β
1+β

+
2β

1−β2 (u−1)+o(u−1)

и асимптотическое равенство

µr(u, τ)∼
(1− τ2)r−1

2r+p (1−u)p−r+1,

справедливые при u → 1, для некоторого достаточно малого ε> 0 и n → ∞ получим

I2 ∼
(1− τ2)r−1

2r+p

(
1−β
1+β

)n 1w

1−ε
(1−u)p−r+1e

2βn
1−β2 (u−1)

du.

Отсюда после соответствующих преобразований интеграла справа придем к асимптотическому
равенству

I2 ∼
(1− τ2)r−1

2r+p

(
1−β
1+β

)n(1−β2

2βn

)2+p−r

Γ(2+ p− r), n → ∞.

Из представления (44) с учетом асимптотических выражений для интегралов I1 и I2 находим

K(1)
n (τ)∼ τr−2Γ(r)

2(1− τ2)r−1(1+ τ)

(
1− τ
1+ τ

)p(
β− τ
β+ τ

)n(
β2 − τ2

2βn

)r

+

+
(1− τ2)r−1

2r+p

(
1−β
1+β

)n(1−β2

2βn

)2+p−r

Γ(2+ p− r), n → ∞.

Из последнего асимптотического равенства и интеграла (43) получим

J(1)n ∼ Γ(r)
2(2βn)r

βw

0

τ2γ+r−1(β2 − τ2)r

(1− τ2)2r+γ(1+ τ)3

(
1− τ
1+ τ

)p(
β− τ
β+ τ

)n

dτ+

+
Γ(2+ p− r)

2r+p

(
1−β
1+β

)n(1−β2

2βn

)2+p−r βw

0

τ2γ+1 dτ
(1− τ2)2+γ(1+ τ)2 , n → ∞.
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Применив к первому интегралу справа еще один раз метод Лапласа, получим

J(1)n ∼ Γ(r)Γ(2γ+ r)β2γ+2r

22γ+2r+1n2γ+2r +

+
Γ(2+ p− r)

2r+p

(
1−β
1+β

)n(1−β2

2βn

)2+p−r βw

0

τ2γ+1 dτ
(1− τ2)2+γ(1+ τ)2 , n → ∞. (45)

Займемся выражением J(2)n (см. (42)). Оценим его внутренний интеграл

I3 =

1w

τ

(u2 − τ2)r−1

(1−u2)r−1u(1+u)

(
1−u
1+u

)p(u−β
u+β

)n

du.

Нетрудно получить, что

I3 ⩽
(1− τ2)r−1

τ(1+ τ)r+p

(
1−β
1+β

)n 1w

τ

(1−u)p−r+1 du =
(1− τ2)r−1

τ(1+ τ)r+p

(
1−β
1+β

)n (1− τ)2+p−r

2+ p− r
.

Возвращаясь к представлению интеграла J(2)n , получим

J(2)n ⩽
1

2+ p− r

(
1−β
1+β

)n 1w

β

τ2γ(1− τ)p−r−γ

(1+ τ)r+p+γ+4 dτ, p = [r+γ].

Интеграл в правой части оценки существует при указанных значениях параметров и представляет
собой некоторую функцию переменных r и γ, поэтому

J(2)n ⩽ d(r, γ)
(

1−β
1+β

)n

, n → ∞, (46)

где d(r, γ) – некоторая величина, не зависящая от n, но зависящая от параметров, указанных
в скобках.

Обратив внимание, что второе слагаемое в асимптотическом равенстве (45) имеет заведомо
больший порядок малости в сравнении с правой частью в оценке (46), из представления (42) придем
к соотношению (41). Доказательство теоремы 4 завершено. □

Следствие 3. Для равномерных приближений интеграла Римана–Лиувилля с плотностью
φγ(x) на отрезке [−1, 1] частичными суммами ряда Фурье–Чебышёва порядка n, n+1 > r+γ,
справедлива асимптотическая оценка

ε
(0)
n ( fγ)∼

21−r−γ|sinπγ|Γ(2γ+ r)
πn2γ+2r , r ⩾ 1, γ> 0, n → ∞.

Отметим, что в последнем следствии содержится именно асимптотическая оценка равно-
мерных приближений, а не мажоранты.

5. Наилучшая мажоранта равномерных приближений. Представляет интерес минимизи-
ровать правую часть асимптотического равенства (41) посредством выбора оптимального для этой
задачи параметра β. Другими словами, будем искать наилучшую мажоранту равномерных прибли-
жений функции fγ(x) рациональным интегральным оператором (2) с одним полюсом в открытой
комплексной плоскости. Положим

ε
∗
n+p,1( fγ) = inf

α
ε
∗
n+p,1( fγ, α),

где ε∗n+p,1( fγ, α) асимптотическое выражение мажоранты равномерных приближений, определен-
ное в (41).

Теорема 5. В условиях теоремы 4 существует такое значение параметра α, что спра-
ведливо асимптотическое равенство

ε
∗
n+p,1( fγ) =

21+r+γ|sinπγ|Γ(2γ+ r)(γ+ r)2γ+2r

π

(lnn)2γ+2r

n4γ+4r (1+o(1)), n → ∞. (47)

Доказательство. Обратимся к асимптотическому равенству (41). Очевидно, что при посто-
янных значениях параметра β порядок стремления к нулю правой части исследуемого асимптотиче-
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ского равенства не отличается от полиномиального, указанного в следствии 3. Пусть β= β(n)→ 0
при n → ∞. Изучим поведение правой части равенства (41) в этом случае. Положим, что параметр
β имеет вид

β= c
lnn
n

,

где c – некоторая величина, не зависящая от n. Ее значение будет определено позже. Тогда из
асимптотического равенства (41) находим, что

ε
∗
n+p,1( fγ, α) =

21−r−γ|sinπγ|Γ(2γ+ r)c2γ+2r(lnn)2γ+2r

πn4γ+4r +O
(

1
n2c

)
, p = [r+γ], n → ∞. (48)

Оптимальное значение c∗ определим из условия равенства степеней при n,

4γ+4r = 2c, c∗ = 2γ+2r.

При этом из (48) следует, что

ε
∗
n+p,1( fγ, α∗) =

21+r+γ|sinπγ|Γ(2γ+ r)(γ+a)2γ+2r

π

(lnn)2γ+2r

n4γ+4r (1+o(1)), n → ∞.

Для того, чтобы доказать, что выбранное значение параметра α = α∗, α∗ = (1 − β∗)/(1 + β∗)
является оптимальным в том смысле, что доставляет правой части выражения (41) асимптотически
минимальное значение достаточно воспользоваться известными методами, описанными, например,
в [22]. Следовательно,

ε
∗
n+p,1( fγ) = ε

∗
n+p,1( fγ, α∗), n → ∞,

и приходим к (47). □
Заключение. В работе изучены аппроксимации функций, представимых интегралом Римана–

Лиувилля на отрезке [−1, 1] рациональными интегральными операторами типа Фурье–Чебышёва.
Найдено интегральное представление приближений, зависящее от полюсов аппроксимирующей
функции. В случае, когда плотность интеграла Римана–Лиувилля имеет на отрезке [−1, 1] степенную
особенность, получены оценки поточечных и равномерных приближений, точные в случае четного
количества полюсов аппроксимирующей функции. В случае одного полюса в открытой комплексной
плоскости у аппроксимирующей функции установлено асимптотическое выражение мажоранты
равномерных приближений и оптимальное значение параметров, при которых это асимптотическое
выражение имеет наибольшую скорость убывания.

В качестве следствия приведены асимптотические оценки равномерных приближений инте-
грала Римана–Лиувилля с плотностью, имеющей степенную особенность, частичными суммами
полиномиального ряда Фурье–Чебышёва.

Из проведенных исследований можно предположить, что скорости наилучших равномерных
рациональных приближений функций, представимых интегралом Римана–Лиувилля с плотностью,
имеющей степенную особенность, оказываются в значительной степени выше соответствующих
полиномиальных аналогов, поскольку этот результат справедлив уже в случае одного полюса
в открытой комплексной плоскости у аппроксимирующей функции.

Работа выполнена при финансовой поддержке государственной программы научных иссле-
дований «Конвергенция 2020», № 20162269.
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