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Аннотация. Вводится рациональный сингулярный интеграл Джексона, представля-
ющий собой линейную комбинацию рациональных интегральных операторов Фурье–
Чебышёва с соответствующей треугольной матрицей коэффициентов и фиксированным
количеством геометрически различных полюсов. Устанавливается его интегральное
представление.
Исследуются рациональные аппроксимации функций Маркова на отрезке [−1, 1]
введенным методом. Устанавливается интегральное представление приближений и
оценка сверху равномерных приближений.
Изучаются аппроксимации функций Маркова с абсолютно непрерывной мерой, произ-
водная которой асимптотически равна некоторой степенной функции. В этом случае
найдены оценки сверху поточечных и равномерных приближений и асимптотическое
выражение мажоранты равномерных приближений.
Устанавливаются оптимальные значения параметров, при которых обеспечиваются
наилучшие равномерные приближения функций Маркова рациональными сингулярны-
ми интегралами Джексона. С этой целью решается соответствующая экстремальная
задача. Показано, что при специальном выборе параметров равномерные рациональные
приближения имеют более высокую скорость убывания в сравнении с соответствующи-
ми полиномиальными аналогами. В качестве следствия рассмотрены аппроксимации
некоторых элементарных функций, представимых функциями Маркова на отрезке
[−1, 1].
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Abstract. The rational Jackson singular integral is introduced, which is a linear combination
of Fourier–Chebyshev rational integral operators with a corresponding triangular matrix of
coefficients and a fixed number of geometrically different poles. Its integral representation is
established.
Rational approximations of Markov functions on the segment [−1, 1] are investigated by the
introduced method. An integral representation of approximations and an upper bound of
uniform approximations are established.
Approximations of Markov functions with an absolutely continuous measure whose derivative
is asymptotically equal to a function with a power singularity are studied. In this case, top-
down estimates of pointwise and uniform approximations and an asymptotic expression of the
majorant of uniform approximations are found.
Optimal values of the parameters of rational Jackson singular integrals are established, at
which the best uniform approximations of Markov functions are provided by this method. For
this purpose, the corresponding extreme problem is solved. It is shown that with a special
choice of parameters, uniform rational approximations have a higher rate of decrease in
comparison with the corresponding polynomial analogues. As a corollary, approximations
of some elementary functions represented by Markov functions on the segment [−1, 1] are
considered.
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1. Введение

Пусть µ – положительная борелевская мера с компактным носителем F = suppµ ⊂ R.
Преобразование Коши меры µ

µ̂(z) =
w

F

dµ(t)
t − z

, z ∈ C̄\F,

называется функцией Маркова. Функции Маркова голоморфны в C\F и исследование их раци-
ональных аппроксимаций является хорошо известной классической задачей. Одной из первых
в этом направлении является работа А. А. Маркова [1]. Позднее данной тематике посвятили свои
статьи А. А. Гончар [2], Т. Ганелиус [3], Дж.-Е. Андерссон [4], А. А. Пекарский [5]. Н. С. Вяче-
славов и Е. П. Мочалина [6] изучили аппроксимации функций Маркова в пространствах Харди
Hp, p ∈ (0,+∞), при определенных условиях на меру µ. А. П. Старовойтовым и Ю. А. Лабыч [7]
для функции Маркова, порожденной положительными борелевскими мерами степенного типа,
установлена асимптотика поведения строчных последовательностей ее таблицы Паде. Последнее
позволило найти точные порядки убывания наилучших приближений функций Маркова рациональ-
ными функциями с фиксированным числом полюсов. Отметим недавнюю работу Т. С. Мардвилко [8],
в которой исследованы наилучшие равномерные рациональные приближения четного и нечетного
продолжения функций со степенной особенностью при помощи функций Маркова. Отметим, что
при решении указанных выше задач не применялись методы, основанные на классических рядах
Фурье и методах их суммирования.

В работе [9] исследованы аппроксимации функций Маркова в единичном круге частичны-
ми суммами рядов Фурье по системам рациональных функций, введенных С. Такенакой [10] и
Ф. Мальмквистом [11], а также на отрезке [−1, 1] по системам рациональных функций, введенных
М. М. Джрбашяном и А. А. Китбаляном [12]. В работе [13] эти исследования были продолжены:
найдены асимптотические оценки равномерных рациональных приближений указанными метода-
ми при фиксированном числе геометрически различных полюсов аппроксимирующей функции.
Отметим, что впервые аппроксимации с ограничениями на количество геометрически различных
полюсов изучались в работах К. Н. Лунгу (см., напр., [14; 15]).

Д. Джексон [16] для решения задачи аппроксимации 2π-периодических функций, удовлетво-
ряющих условию Липшица, тригонометрическими полиномами, вводит сингулярный интегральный
оператор, образом которого является тригонометрический полином. Эта конструкция впоследствии
получила название сингулярного интеграла Джексона с ядром Джексона. Полиномиальный тригоно-
метрический сингулярный интеграл Джексона к настоящему времени достаточно хорошо изучен
и нашел широкое применение при решении практических задач теории аппроксимаций [17; 18]
и других направлений [19; 20]. Г. П. Сафроновой [21] установлено, что сингулярный интеграл
Джексона является методом суммирования тригонометрического ряда Фурье с некоторой тре-
угольной матрицей коэффициентов и найдено явное представление этих коэффициентов. Позже
А. К. Покало [22] применил найденное представление сингулярного интеграла Джексона для
решения задач аппроксимации на ряде функциональных классов. Воспользовавшись результатом
Г. П. Сафроновой, в работе [23] было установлено представление сингулярного интеграла Джексона
на отрезке [−1, 1], ассоциированного с системой полиномов Чебышёва первого рода, линейной
комбинацией частичных сумм полиномиального ряда Фурье–Чебышёва:

U (0)
2n ( f , x) =

1
γn+1

[
n−1

∑
k=0

bksk ( f , x)+
n

∑
k=0

bn+ksn+k ( f , x)

]
, x ∈ [−1, 1],

где

γn+1 =
2(n+1)(2(n+1)2 +1)

3
,

bk =

{
−3k2 +(4n+1)k+2(n+1) , k = 0,1, . . . ,n−1,
k2 − k(2n+3)+(n+1)(n+2), k = n,n+1, . . . ,2n,

(1)
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sk ( f , x) – частичные суммырядаФурье–Чебышёва соответствующих степеней.Последнее позволило
найти новые аппроксимационные свойства сингулярного интеграла Джексона на классах функций
со степенной особенностью на отрезке [−1, 1].

В. Н. Русак [24;25] ввел рациональные интегральные операторы типа Джексона на веществен-
ной оси и исследовал некоторые их аппроксимационные свойства. ВпоследствииА.А.Пекарский [26]
применил эти операторы для получения новых оценок равномерных рациональных приближений
непрерывных функций. Направление исследований, связанное с построением рациональных инте-
гральных операторов, являющихся аналогами известных полиномиальных периодических операто-
ров типа Фурье, Фейера, Джексона, Валле Пуссена, и изучением их аппроксимационных свойств
является актуальным и продолжается в трудах других математиков. Е. А. Ровба [27] ввел рацио-
нальные интегральные операторы типа Джексона на отрезке [−1, 1] и получил оценки равномерных
рациональных приближений непрерывных функций этим методом в терминах модулей непрерыв-
ности. К. А. Смотрицкий [28] изучил аппроксимационные свойства рациональных интегральных
операторов типа Джексона на классах выпуклых на отрезке функций. Им было установлено, что
для данного класса функций равномерные приближения в этом случае имеют порядок наилучшего.
Основываясь на результатах работы [23], был построен [29] сингулярный интеграл Джексона на
отрезке [−1, 1], ассоциированный с системой рациональных функций Чебышёва–Маркова с дву-
мя геометрически различными полюсами в расширенной комплексной плоскости, и изучены его
аппроксимационные свойства на классах функций со степенной особенностью.

В 1979 г. Е. А. Ровба [30] ввел рациональный оператор, ассоциированный с системой
рациональных функций Чебышёва–Маркова, который является обобщением полиномиального
оператораФурье–Чебышёва и представляет собой рациональнуюфункциюпорядка n с произвольным
количеством полюсов. Пусть задано произвольное множество чисел {ak}n

k=1 , где ak либо являются
действительными и |ak|< 1, либо попарно комплексно сопряженными. На множестве суммируемых
на отрезке [−1, 1] с весом 1/

√
1− x2 функций f (x) рассмотрим рациональный интегральный

оператор типа Фурье–Чебышёва порядка не выше n (см. [30]):

sn( f , x) =
1

2π

+πw

−π
f (cosv)

sin
(

v−u
2

+λn(u, v)
)

sin
v−u

2

dv, x = cosu, (2)

где

λn(u, v) =
vw

u

λn(y)dy, λn(y) =
n

∑
k=1

1−|zk|2

1+2|zk|cos(y− argzk)+ |zk|2
, zk =

ak

1+
√

1−a2
k

, |zk|< 1.

Оператор sn : f → Rn(A), где Rn(A) – множество рациональных функций вида
pn (x)

n

∏
k=1

(1+akx)
, pn ∈ N,

A – множество параметров (a1, . . . ,an), и sn(1, x)≡ 1. В частности, если положить ak = 0, k = 1, . . . ,n,
то sn( f , x) – есть частичная сумма ряда Фурье по многочленам Чебышёва первого рода.

В работе [31] изучены рациональные аппроксимации функции Маркова на отрезке [−1, 1]
интегральными операторами (2) с фиксированным количеством геометрически различных полюсов.
В частности, когда suppµ= [1,a], a> 1,мераµ абсолютно непрерывна на [1,a],a> 1, и удовлетворяет
условиям: dµ(t) =φ(t)dt иφ(t)≍ (t−1)α на [1,a], получены асимптотические оценки равномерных
приближений в случае четной кратности полюсов аппроксимирующей функции. Установлено, что
специальным выбором параметров аппроксимирующейфункции достигается более высокая скорость
убывания равномерных приближений на изучаемых классах в сравнении с соответствующими
полиномиальными аналогами. В [32] изучены аппроксимационные свойства сумм Абеля–Пуассона
рациональных интегральных операторов (2) в приближениях функций Маркова. Аналогичная задача
для сумм Фейера и Валле Пуссена решена в [33] и [34] соответственно.
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Представляет интерес исследовать аппроксимационные свойства сингулярного интеграла
Джексона как метода суммирования рациональных интегральных операторов Фурье–Чебышёва (2)
на классах функций Маркова. В настоящей работе вводятся суммы рациональных интегральных
операторов Фурье–Чебышёва (2) с фиксированным количеством геометрически различных полюсов,
представляющие собой сингулярный интеграл Джексона, и изучаются аппроксимации функций
Маркова на отрезке [−1, 1] этим методом. В работе получены соответствующие оценки равномерных
приближений. Установлено, что введенный рациональный сингулярный интеграл Джексона при
определенном выборе полюсов обеспечивает скорости равномерных приближений на кассахфункций
Маркова лучшие в смысле порядка чем соответствующие полиномиальные.

2. Рациональный сингулярный интеграл Джексона

Пусть q – произвольное натуральное число. Aq – есть множество параметров из A таких, что
среди чисел a1,a2, . . . ,an, ровно q различных и кратность каждого параметра равна m,n = mq, т. е.
Aq = (a1,a2, . . . ,aq, . . . ,a1,a2, . . . ,aq︸ ︷︷ ︸

m раз

). Составим сумму

U2n,q( f , x) =
1

γm+1

2m

∑
k=0

bkskq,q( f , x), x ∈ [−1, 1], m ∈ N∪{0}, (3)

где коэффициенты bk и константа Джексона γm+1 определены в (1), skq,q(·, ·),k = 0,1, . . . ,2m, –
рациональные интегральные операторы Фурье–Чебышёва (2), образом которых являются раци-
ональные функции порядка kq. Выражение (3) естественно назвать рациональным сингулярным
интегралом Джексона.

Из представления (3) очевидно, что суммы U2n,q : f → R2n(Aq), где R2n(Aq) – множество
рациональных функций вида

π2n (x)(
∏

q
k=1 (1+akx)

)2m , ak =
2zk

1+ z2
k
, n = mq, π2n(x) ∈ P2n.

Причем U2n,q(1, x) ≡ 1.
Таким образом будем вести речь об аппроксимации рациональными функциями с q геометри-

чески различными полюсами в расширенной комплексной плоскости кратности 2m каждый.
Теорема 2.1. Для сингулярного интеграла Джексона на отрезке [−1, 1], ассоциированного

с системой рациональных функций Чебышёва–Маркова, с q геометрически различными полюсами
в расширенной комплексной плоскости, имеет место интегральное представление

U2n,q( f , x) =− 1
8πγm+1

πw

−π
f (cosv)

Pn,q(u, v)

sin
v−u

2
sin3 λq(u, v)

2

dv, x = cosu, n = mq, (4)

где

Pn,q(u, v) = (m+1)cos
(

3λq(u, v)
2

− v−u
2

)
−3cos

(
λq(u, v)

2
− v−u

2

)
−

−(m+1)cos
(
λq(u, v)

2
+

v−u
2

)
+4cos

((
m+

1
2

)
λq(u, v)+

v−u
2

)
−

−cos
((

2m+
3
2

)
λq(u, v)+

v−u
2

)
,

величина λq(u, v) определена в (2).
Доказательство. Воспользуемся представлением (3). Известно [30], что для рационального

интегрального оператора Фурье–Чебышёва порядка kq,k = 0,1,2, . . . , с q геометрически различными
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полюсами имеет место интегральное представление

skq,q( f , x) =
1

2π

πw

−π
f (cosv)

ζ

(
ωq(ζ)

ωq(ξ)

)k

−ξ
(
ωq(ξ)

ωq(ζ)

)k

ζ−ξ
dv,

где

ωq(y) =
q

∏
k=1

y+ zk

1+ zky
, ξ= eiu, ζ= eiv, x = cosu. (5)

Подставим последнее интегральное представление в (3) и поменяем порядок суммирования и
интегрирования. Тогда

U2n,q( f , x) =
1

2πγm+1

πw

−π

f (cosv)
ζ−ξ

[
ζ

2m

∑
k=0

bk

(
ωq(ζ)

ωq(ξ)

)k

−ξ
2m

∑
k=0

bk

(
ωq(ξ)

ωq(ζ)

)k
]

dv,

где коэффициенты bk, k = 0,1, . . . ,2m, определены в (1).
Учитывая известные равенства

n

∑
k=0

qk =
1−qn+1

1−q
,

n

∑
k=0

kqk = q
1+nqn+1 − (n+1)qn

(1−q)2 , q ̸= 1,

n

∑
k=0

k2qk = q
1+q− (n+1)2qn +

(
2n2 +2n−1

)
qn+1 −n2qn+2

(1−q)3 , q ̸= 1,

чтобы прийти к представлению (4) достаточно выполнить соответствующие преобразования.
Отметим, что интегральное представление сумм Джексона, установленное в теореме 2.1,

позволяет ассоциировать исследуемый метод суммирования с рациональными интегральными
операторами, и, в частности, с рациональным сингулярным интегралом Джексона.

Следствие 2.2. Для сингулярного интеграла Джексона на отрезке [−1, 1], ассоциированного
с системой полиномов Чебышёва первого рода, имеет место интегральное представление

U2n,q( f , x) =
1

πγn+1

πw

−π
f (cosv)

sin
n+1

2
(v−u)

sin
v−u

2


4

dv, x = cosu.

Доказательство. Достаточно в представлении (4) положить zk = 0,k = 1,2, . . . ,q.Тогда n=m,
q = 1, λq(u, v) = v−u и останется выполнить некоторые тригонометрические преобразования.

Изучим приближения функции Маркова µ̂(x) на отрезке [−1, 1] сингулярным интегралом
Джексона (3). Введем следующие обозначения:

ε2n(x, Aq) = µ̂(x)−U2n,q(µ̂, x), x ∈ [−1, 1],

ε2n(Aq) =
∥∥µ̂(x)−U2n,q(µ̂, x)

∥∥
C[−1, 1] , n ∈ N.

Будем полагать, что suppµ ⊂ [1,+∞) и
w dµ(t)

t −1
< ∞. (6)

Теорема 2.3. Пусть мера µ удовлетворяет условию (6), а мера ν определяется соотноше-
нием

dν(y) =
4y2

1− y2 dµ(η(y)), y ∈ (0,1], η(y) =
1
2

(
y+

1
y

)
. (7)

Тогда для равномерных приближений функций Маркова µ̂(x) на отрезке [−1, 1] суммами Джексо-
на (3) имеет место оценка сверху

ε2n(Aq)⩽ ε
∗
2n(Aq), n ∈ N, (8)
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где

ε∗2n(Aq) =
1

γm+1

w

suppν

(m+1)−3|ωq(y)|− (m+1)|ωq(y)|2 +4|ωq(y)|m+2 −|ωq(y)|2m+3

(1−|ωq(y)|)3(1− y)
|dν(y)|.

Доказательство. Рассмотрим приближения на отрезке [−1,1] функций Маркова рациональ-
ным интегральным оператором типа Фурье–Чебышёва (2) в случае q геометрически различных
полюсов аппроксимирующей функции

δkq(x,Aq) = µ̂(x)− skq,q(µ̂,x), x ∈ [−1, 1], k = 1,2, . . . , 2m, n = mq.

Умножим на коэффициенты bk, k = 0,1, . . . ,2n, правую и левую части последнего равенства,
просуммируем по k от 0 до 2m и разделим их на γm+1. Тогда

1
γm+1

2m

∑
k=0

bkδkq(x, Aq) = µ̂(x)−
1

γm+1

2m

∑
k=0

bkskq,q(µ̂, x) = ε2n(x, Aq), x ∈ [−1, 1], (9)

где ε2n(x, Aq) – приближения функций Маркова суммами Джексона.
С другой стороны, известно [31], что в рассматриваемом случае для приближений δkq(x, Aq)

имеет место оценка сверху

|δkq(x, Aq)|⩽
1
2

w

suppν

|ωq(y)|k |dν(y)|√
1−2ycosu+ y2

,

где ξ= eiu, x = cosu, ν(y) из (7). Подставив последнее представление в соотношение (9), воспользо-
вавшись формулами для конечных сумм, которые были применены при доказательстве теоремы 2.1,
и выполнив соответствующие преобразования, получим

|ε2n(x, Aq)|⩽
1

γm+1

w

suppν

(m+1)−3|ωq(y)|− (m+1)|ωq(y)|2 +4|ωq(y)|m+2 −|ωq(y)|2m+3

(1−|ωq(y)|)3 ×

× |dν(y)|√
1−2ycosu+ y2

, x = cosu. (10)

Из последнего неравенства очевидным образом следует оценка (8).

3. Приближения сингулярным интегралом Джексона
функций Маркова в случае меры специального вида

При исследовании приближений функций Маркова часто рассматривается случай, когда
производная меры µ(t) слабо эквивалентна некоторой степенной функции [4; 5]. Решим подобную
задачу. Пусть мера µ абсолютно непрерывна, suppµ ∈ [1, a],a > 1, dµ(t)∼ (t−1)γ dt,γ> 0. Изучим
оценку (8) в этом случае. Будем полагать также, что параметры аппроксимирующей рациональной
функции ak ∈ [0,1), k = 1,2, . . . ,q, и для большей наглядности сделаем замену zk 7→ −αk, k = 1,2 . . .

. . . ,q, αk ∈ [0,1), где zk = ak/(1+
√

1−a2
k), k = 1,2, . . . ,q.

Теорема 3.1. Пусть suppν ∈ [d,1], 0 < d < 1, d = a−
√

a2 −1, a > 1, dµ(t) =φ(t)dt иφ(t)∼
∼ (t −1)γ,γ ∈ (0, 1). Тогда в условиях теоремы 2.3 для приближений функции µ̂(x) сингулярным
интегралом Джексона справедливы

1) оценка поточечных приближений

|ε2n(x, Aq)|⩽
21−γ

γm+1

1w

d

(1− y)2γy−γ√
1−2yx+ y2

×

×
(m+1)−3|ωq(y)|− (m+1)|ωq(y)|2 +4|ωq(y)|m+2 −|ωq(y)|2m+3

(1−|ωq(y)|)3 dy, (11)

2) оценка равномерных приближений

ε2n(Aq)⩽ ε
∗
2n(Aq), n ∈ N, (12)
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где

ε∗2n(Aq) =
21−γ

γm+1

1w

d

(1− y)2γ−1y−γ×

×
(m+1)−3|ωq(y)|− (m+1)|ωq(y)|2 +4|ωq(y)|m+2 −|ωq(y)|2m+3

(1−|ωq(y)|)3 dy,

(13)

ωq(y) =
q

∏
k=1

y−αk

1−αky
, αk ∈ [0,1), m = 0,1, . . . .

Доказательство. В случае dµ(t) = φ(t)dt и φ(t) ∼ (t − 1)γ, из оценки (10) и условия (7)
сразу же приходим к соотношению (11). Оценка (12) легко следует из соотношения (11).

В теореме 3.1 положим αk = 0, k = 1,2, . . . , q. Тогда Aq = (0,0, . . . ,0) = O и величина ε2n(O) =

= ε
(0)
2n представляет собой равномерные приближенияфункцийМаркова смерой µ̂, удовлетворяющей

условиям теоремы 3.1, сингулярным интегралом Джексона, ассоциированным с системой полиномов
Чебышёва первого рода.

Следствие 3.2. Справедлива оценка сверху

ε
(0)
2n ⩽

21−γ

γn+1

1w

d

(1− y)2γ−1y−γ
(n+1)−3y− (n+1)y2 +4yn+2 − y2n+3

(1− y)3 dy, n ∈ N.

4. Асимптотика мажоранты равномерных приближений

Исследуем асимптотическое поведение при n → ∞ величины (13). С этой целью в интеграле
выполним замену переменного по формуле y = (1− u)/(1+ u). Тогда

ε∗2n(Aq) =
2γ+1

γm+1

Dw

0

µγ(u)
(m+1)−3|πq(u)|− (m+1)|πq(u)|2 +4|πq(u)|m+2 −|πq(u)|2m+3

(1−|πq(u)|)3 du,

где

µγ(u) =
u2γ−1

(1+u)(1−u2)γ
, πq(u) =

q

∏
k=1

βk −u
βk +u

, βk =
1−αk

1+αk
, D =

1−d
1+d

, D ∈ (0,1).

Отметим, что в рассматриваемом случае для каждого значения n ∈ N может выбираться соответ-
ствующий набор параметров (α1,α2, . . . ,αq), т. е. в общем случае αk = αk(n) k = 1, 2, . . . ,q. При
этом будем полагать, что выполняется следующее условие:

lim
n→∞

n
q

∑
k=1

(1−αk) = ∞. (14)

Из сказанного следует, что для любого значения величины d = a−
√

a2 −1 существует такое
m0, m0 = 1,2, . . . , что при m > m0 будутαk ∈ [d, 1), k = 1,2, . . . ,q. Эти ограничения будем учитывать
в дальнейших рассуждениях. В этом случае без нарушения общности можно полагать параметры
βk упорядоченными следующим образом: 0 < βq < .. . < β1 < D < 1.

Теорема 4.1. Для мажоранты равномерных приближений функции Маркова с мерой в усло-
виях теоремы 3.1 рациональным сингулярным интегралом Джексона имеют место асимптоти-
ческие равенства

ε∗2n(Aq)∼
3

2(m+1)2 +1

η(γ) (m+1)2−2γ(
∑

q
k=1

1
βk

)2γ +Φ
(γ)
n (Aq)

 , m → ∞, (15)
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где

η(γ) =


22−γΓ(2γ)(21−2γ−1)

(1−2γ)(2−2γ)(3−2γ)
, γ ∈ (0, 1/2) ,

√
2ln2, γ= 1/2,

23−3γΓ(2γ)(22γ−1 −1)
(2γ−1)(2−2γ)(3−2γ)

, γ ∈ (1/2, 1);

Φ
(γ)
n (Aq) =

Dw

βq

µγ(u)
1+ |πq(u)|

(1−|πq(u)|)2 du; (16)

Γ(·) – гамма-функция Эйлера; n = mq.
Доказательство. Мажоранту равномерных приближений представим в виде

ε∗2n(Aq) =
2γ+1

γm+1
[I(1)n (Aq)+ I(2)n (Aq)+ I(3)n (Aq)], n ∈ N, (17)

где

I(1)n (Aq) =

βqw

0

µγ(u)
(m+1)−3πq(u)− (m+1)π2

q(u)+4πm+2
q (u)−π2m+3

q (u)
(1−πq(u))3 du,

I(2)n (Aq) =
q−1

∑
j=1

β jw

β j+1

µγ(u)
(m+1)−3|πq(u)|− (m+1)|πq(u)|2 +4|πq(u)|m+2 −|πq(u)|2m+3

(1−|πq(u)|)3 du,

I(3)n (Aq) =

Dw

β1

µγ(u)
(m+1)−3|πq(u)|− (m+1)|πq(u)|2 +4|πq(u)|m+2 −|πq(u)|2m+3

(1−|πq(u)|)3 du.

Изучим по отдельности асимптотическое поведение при n → ∞ каждого из этих выражений. Так,
для исследования интеграла I(1)n (Aq) воспользуемся методами, предложенными в [35]. Продиффе-
ренцируем интеграл I(1)n (Aq) три раза по параметру m. Тогда находим

∂ I(1)n (Aq)

∂m
=

βqw

0

µγ(u)
1−π2

q(u)+4lnπq(u)πm+2
q (u)−2lnπq(u)π2m+3

q (u)
(1−πq(u))3 du,

∂ 2I(1)n (Aq)

∂m2 = 4
βqw

0

µγ(u)
(lnπq(u))2πm+2

q (u)− (lnπq(u))2π2m+3
q (u)

(1−πq(u))3 du,

∂ 3I(1)n (Aq)

∂m3 = 4

βqw

0

µγ(u)
(

lnπq(u)
1−πq(u)

)3

e(m+2)S(u) du−2
βqw

0

µγ(u)
(

lnπq(u)
1−πq(u)

)3

e(2m+3)S(u) du

 ,
где

S(u) =
q

∑
k=1

ln
βk −u
βk +u

.

Для исследования асимптотического поведения интегралов справа в предыдущем равенстве вос-
пользуемся методом Лапласа [36;37]. Функция S(u) убывает на отрезке [0, βq], и, следовательно,
достигает своего максимального значения при u = 0. Учитывая разложение

S(u) =−2u
q

∑
k=1

1
βk

+o(u),

и асимптотическое равенство

µγ(u)
(

lnπq(u)
1−πq(u)

)3

∼−u2γ−1,
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справедливые при u → 0, для некоторого малого ε> 0 будем иметь

∂ 3I(1)n (Aq)

∂m3 ∼−4

[
εw

0

u2γ−1e−2(m+2)u∑
q
k=1

1
βk du−2

εw

0

u2γ−1e−2(2m+3)u∑
q
k=1

1
βk du

]
, m → ∞.

Выполнив в первом интеграле справа замену переменного по формуле 2(m+2)u∑
q
k=1

1
βk

7→ u, а во
втором замену переменного 2(2m+3)u∑

q
k=1

1
βk

7→ u, получим

∂ 3I(1)n (Aq)

∂m3 ∼ −4(
2(m+2)

q

∑
k=1

1
βk

)2γ

ε(m+2)∑
q
k=1

1
βkw

0

u2γ−1e−u du+

+
8(

2(2m+3)
q

∑
k=1

1
βk

)2γ

ε(2m+1)∑
q
k=1

1
βkw

0

u2γ−1e−u du, m → ∞.

Принимая во внимание, что
+∞w

0

u2γ−1e−u du = Γ(2γ), 2γ> 0,

получим
∂ 3I(1)n (Aq)

∂m3 ∼ −4Γ(2γ)(
2

q

∑
k=1

1
βk

)2γ

[
1

(m+2)2γ −
2

(2m+3)2γ

]
, m → ∞.

Чтобы вернуться к асимптотическому выражению первоначального интеграла, проинтегрируем
правую и левую части последнего асимптотического равенства три раза по параметру m. Тогда

I(1)n (Aq)∼



22−2γΓ(2γ)(21−2γ−1)(m+1)3−2γ

(1−2γ)(2−2γ)(3−2γ)

(
q

∑
k=1

1
βk

)2γ , γ ∈ (0, 1/2) ,

(m+1)2 ln2
q

∑
k=1

1
βk

, γ= 1/2,

23−4γΓ(2γ)(22γ−1 −1)(m+1)3−2γ

(2γ−1)(2−2γ)(3−2γ)

(
q

∑
k=1

1
βk

)2γ , γ ∈ (1/2, 1) .

(18)

Исследуем выражение I(2)n (Aq) (см. (17)). Поскольку

I(2)n (Aq) = (m+1)
q−1

∑
j=1

β jw

β j+1

µγ(u)
1+ |πq(u)|

(1−|πq(u)|)2 du−3
q−1

∑
j=1

β jw

β j+1

µγ(u)
|πq(u)|

(1−|πq(u)|)3 du+

+4
q−1

∑
j=1

β jw

β j+1

µγ(u)
|πq(u)|m+2

(1−|πq(u)|)3 du−
q−1

∑
j=1

β jw

β j+1

µγ(u)
|πq(u)|2m+3

(1−|πq(u)|)3 du,

то очевидно, что

I(2)n (Aq) = (m+1)
q−1

∑
j=1

β jw

β j+1

µγ(u)
1+ |πq(u)|

(1−|πq(u)|)2 du+δ(1)n (Aq), n → ∞, (19)
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где δ(1)n (Aq) имеет заведомо больший порядок малости в сравнении с главным членом асимптотиче-
ского разложения.

Рассуждая аналогичным образом в отношении интеграла I(3)n (Aq), заключаем, что

I(3)n (Aq) = (m+1)
Dw

β1

µγ(u)
1+ |πq(u)|

(1−|πq(u)|)2 du+δ(2)n (Aq), n → ∞. (20)

Из представления (17) с учетом найденных асимптотических равенств (18), (19) и (20), получим
(15). Доказательство теоремы 4.1 завершено.

Следствие 4.2. В условиях теоремы 3.1 для равномерных приближений функции Марко-
ва µ̂(x) на отрезке [−1,1] сингулярным интегралом Джексона, ассоциированным с системой
полиномов Чебышёва первого рода, справедливы асимптотические равенства

ε
(0)
2n ∼ η0(γ)

(n+1)2γ , n → ∞, (21)

где

η0(γ) = 3



21−γΓ(2γ)(21−2γ−1)
(1−2γ)(2−2γ)(3−2γ)

, γ ∈ (0, 1/2) ,
√

2
2

ln2, γ= 1/2,

22−3γΓ(2γ)(22γ−1 −1)
(2γ−1)(2−2γ)(3−2γ)

, γ ∈ (1/2, 1) .

Доказательство. Следует непосредственно из асимптотических равенств (15), если положить
ak = 0,k = 1,2 . . . ,q.

Обратим внимание, что в отличие от результатов, полученных в теореме 4.1, в следствии 4.2
содержится именно асимптотическая оценка равномерных приближений, а не мажоранты, поскольку
в полиномиальном случае максимум приближений достигается при x = 1.

5. Наилучшие приближения рациональным сингулярным интегралом Джексона

Представляет интерес минимизировать правые части соотношений (15) посредством выбора
оптимального для каждой задачи набора параметров A∗

q, т. е. искать наилучшую оценку равномерных
приближений функции Маркова µ̂(x) на отрезке [−1,1] в условиях теоремы 3.1 сингулярным
интегралом Джексона (3). Положим

ε2n,q = inf
Aq
ε2n(Aq), ε∗2n,q = inf

Aq
ε∗2n(Aq).

Отметим, что из неравенства (12) следует справедливость соотношения

ε2n,q ⩽ ε
∗
2n,q, n ∈ N.

Ввиду последней оценки в дальнейшем будем вести речь об асимптотическом выражении мажоранты
равномерных приближений.

Теорема 5.1. Для мажоранты равномерных приближений функции Маркова мерой в усло-
виях теоремы 3.1 на отрезке [−1, 1] сингулярным интегралом Джексона справедливы асимпто-
тические равенства

ε∗2n,q ∼
ν(γ, q)

(n+1)2
(

1− (1−γ)q
1+γ

) , n → ∞, (22)

где

ν(γ, q) =
3(c(γ))

γ
1+γ (1+γ)(η(γ))

(1−γ)q−1
1+γ

2
1

1+γ (4γ)1− (1−γ)q−1
1+γ (1−γ)

1−(1−γ)q−1
γ(1+γ)

q2
(

1− (1−γ)q
1+γ

)
, c(γ) =

Dw

0

u2γ+1 du
(1+u)(1−u2)γ

, (23)

величина η(γ) определена в (15).
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Доказательство. Исследуем асимптотические равенства (15). Очевидно, что при постоянных
βk, k = 1,2, . . . ,q, порядок в этих соотношениях не отличается от полиномиального. Будем полагать,
что βk = βk(n)→ 0,βk+1 = o(βk), n → ∞, с выполнением условия (14). В этом случае нетрудно
получить, что при m → ∞ справедливы асимптотические равенства

q

∑
k=1

1
βk

∼ 1
βq

, 1−
j

∏
k=1

βk −u
βk +u

q

∏
k= j+1

u−βk

u+βk
∼ 2u
β j

, j = 1,2, . . . ,q, u ∈ [β j+1, β j],

1−
q

∏
k=1

u−βk

u+βk
∼ 2β1

u
, u ∈ [β1, 1].

При этом из (16) находим, что

Φ
(γ)
n (Aq)∼

1
2(2−2γ)

q−1

∑
j=1

β2
j

β
2−2γ
j+1

+
c(γ)
2β2

1
, n → ∞,

где c(γ) определена в (23).
Асимптотические равенства (15) при этом примут вид

ε∗2n,q(Aq)∼
m+1

(2−2γ)γm+1

[
2(2−2γ)η(γ)(m+1)2−2γβ2γ

q +
q−1

∑
j=1

β2
j

β
2−2γ
j+1

+
(2−2γ)c(γ)

β2
1

]
, m → ∞.

(24)
При каждом фиксированном γ> 0 правые части асимптотического равенства (24) представляют
собой функции переменных (β1,β2, . . . ,βq), непрерывные в каждой точке q-мерного куба [δ,1]q,
где δ= δ(n)> 0 – некоторая величина, зависящая от n и при любом n ограничивающая множество
параметров (β1,β2, . . . ,βq) слева. Согласно теореме Вейерштрасса правые части указанных равенств
имеют строгий минимум при некотором β∗ = (β∗

1, β
∗
2, . . . ,β

∗
q) ∈ [δ,1]q. Причем поскольку βk =

= 1, k = 1, . . . ,q, соответствует полиномиальному случаю, а при βk(n)→ 0, n → ∞, с достаточно
большой скоростью правые части в (24) неограниченно растут, то можно предположить, что β∗ –
внутренняя точка куба [δ,1]q. Для того чтобы найти оптимальный набор β∗ для соответствующего
асимптотического равенства решим экстремальную задачу

ε∗2n,q(Aq)−→
Aq

inf.

Тогда в квадратной скобке равенства (24) приходим к задаче

Ψ
(γ)(Aq) = cqβ

2γ
q +

β2
q−1

β
2−2γ
q

+
β2

q−2

β
2−2γ
q−1

+ · · ·+ β2
2

β
2−2γ
3

+
β2

1

β
2−2γ
2

+
c1

β2
1
−→

Aq
inf,

где для краткости положено

cq = 2(2−2γ)η(γ)(m+1)2−2γ, c1 = (2−2γ)c(γ).

Функция Ψ(γ)(Aq) переменных (β1,β2, . . . ,βq) непрерывно дифференцируема в кубе (0,1)q. Есте-
ственно искать точку минимума этой функции там, где выполняется необходимое условие экстре-
мума: ∂Ψ(γ)(Aq)/∂βk = 0, k = 1,2, . . . ,q. Несложные вычисления приводят к системе уравнений

γcqβ
2γ−1
q − (1−γ)

β2
q−1

β
3−2γ
q

= 0,

βq−1

β
2−2γ
q

− (1−γ)
β2

q−2

β
3−2γ
q−1

= 0,

. . .

β2

β
2−2γ
3

− (1−γ) β2
1

β
3−2γ
2

= 0,

β1

β
2−2γ
2

− c1

β3
1
= 0,

(25)
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из которой находим, что с оптимальным набором параметров целевая функция

Ψ
(γ)(A∗

q) =
1+γ
γ

c1

β∗2
1
. (26)

Осталось найти параметр β∗
1. С этой целью снова обратимся к системе (25). Последовательно

находим 

(
β∗

q−1

β∗
q

)2

=
γcq

1−γ
,(

β∗
q−2

β∗
q−1

)2

=
1

1−γ

(
β∗

q−1

β∗
q

)2−2γ

=
1

1−γ

(
γcq

1−γ

)1−γ
,

. . .(
β∗

1
β∗

2

)2

=
(γcq)

(1−γ)(q−2)

(1−γ)
1−(1−γ)(q−1)

γ

.

(27)

С другой стороны, из последнего уравнения в (25) получим

β∗
2 =

(
β∗4

1
c1

) 1
2−2γ

.

Подставив β2 в последнее равенство системы (27), после необходимых преобразований будем иметь

β∗
1 = c

1
2(1+γ)

1

 (γcq)
(1−γ)(q−2)

(1−γ)
1−(1−γ)(q−1)

γ

− 1
2

1−γ
1+γ

.

При найденном β∗
1, в представлении (26) получим

Ψ
(γ)(A∗

q) =
1+γ
γ

c
γ

1+γ

1

 (γcq)
(1−γ)(q−2)

(1−γ)
1−(1−γ)(q−1)

γ


1−γ
1+γ

, γ ∈ (0,1) .

Возвращаясь к первоначальным значениям параметров c1 и cq, из последнего соотношения и (24)
находим, что

ε∗2n,q(Aq, U2n,q)∼
3(c(γ))

γ
1+γ (1+γ)(η(γ))

(1−γ)q−1
1+γ

2
1

1+γ (4γ)1− (1−γ)q−1
1+γ (1−γ)

1−(1−γ)q−1
γ(1+γ)

1

(m+1)2
(

1− (1−γ)q
1+γ

) , m → ∞.

Теперь, учитывая, что n = mq, придем к асимптотическим равенствам (22).
Замечание 5.2. Сравнивая результаты теоремы 5.1 и асимптотических равенств (21),

приходим к выводу, что скорость равномерных рациональных аппроксимаций функции Мар-
кова с мерой в условиях теоремы 3.1 сингулярным интегралом Джексона оказывается выше
соответствующих полиномиальных аналогов.

6. Аппроксимации элементарных функций

Многие элементарные функции можно представить в виде комбинаций функций Маркова.
Рассмотрим пример такой функции и в качестве следствия теоремы 5.1 найдем точную константу и
порядок ее приближений сингулярными интегралами Джексона (3).

Функция f (z) = (z−1)γ, γ ∈ (0,+∞)\N, является голоморфной в области C\(1,+∞). Стан-
дартное применение интегральной формулы Коши приводит к соотношению

(z−1)γ =
1

2πi

w

∂Ω

(ξ−1)γ

ξ− z
dξ, z ∈ Ω,
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где Ω – круг радиуса a > 1 с центром в начале координат и разрезом по отрезку [1,a]. Из последней
формулы легко получить (см. [4; 5]), что при |z|< a, z∈(1,a), справедливо равенство

(1− x)γ = µ̂1(x)+g(x), (28)

где

µ̂1(x) =−sinπγ
π

aw

1

(t −1)γ

t − x
dt, g(x) =

1
2πi

w

|ξ|=a

(1−ξ)γ

ξ− x
dξ.

Функция µ̂1(x), x ∈ [0, 1], – есть функция, которая удовлетворяет условию теоремы 3.1. Поэтому

ε∗2n,q(µ̂1(x))∼
sinπγ
π

ν(γ, q)

(n+1)2
(

1− (1−γ)q
1+γ

) , n → ∞,

где величина ν(γ, q) определена в формулировке теоремы 5.1.
Исследуем приближения функции g(x) сингулярным интегралом Джексона (3). Имеем

ε2n,q(g, x, Aq) =
1

γm+1

2m

∑
k=0

bkδkq,q(g, x, Aq), x ∈ (−1, 1), (29)

где

δkq,q(g, x, Aq) = g(x)− skq,q(g, x, Aq) =
1

(2π)2i

w

|ξ|=a

(1−ξ)γ

ξ− x
Ikq(x, ξ)dξ,

– приближения функции g(x) рациональным интегральным оператором Фурье–Чебышёва (2) с на-
бором параметров Aq,

Ikq(x, ξ) =
+πw

−π

cosu− cosv
ξ− cosv

(
ζ
ωk

q(ζ)

ωk
q(z)

− z
ωk

q(z)
ωk

q(ζ)

)
dv
ζ− z

, ζ= eiv, z = eiu, x = cosu,

величина ωq(·) определена в (5). Известно [32], что

|δkq,q(g, x, Aq)|⩽ c(a, γ)λk, λ< 1,

c(a, γ) – некоторая величина, не зависящая от k. Из последней оценки и равенства (29) получим

|ε2n,q(g, x, Aq)|⩽
1

γm+1

2m

∑
k=0

bk|δkq,q(g, x, Aq)|⩽
c(a, γ)
γm+1

2m

∑
k=0

bkλ
k, m ∈ N.

Воспользовавшись формулами для конечных сумм, которые применялись при доказательстве
теоремы 2.1, нетрудно получить, что справедлива оценка

|ε2n,q(g, x, Aq)|⩽ O
(

1
(m+1)2

)
, m ∈ N.

Другими словами, равномерные приближения функции g(x) сингулярным интегралом Джексона
убывают со скоростью большего порядка малости в сравнении со скоростью аппроксимации
функции µ̂1(x). Следовательно, из равенства (28) находим

ε∗2n,q((1− x)γ) = ε∗2n(µ̂1(x))+O
(

1
(n+1)2

)
, n → ∞.

Следствие 6.1 (Аппроксимация функции (1−x)γ). Для равномерных рациональных при-
ближений функции (1−x)γ, γ∈ (0, 1), на отрезке [−1, 1] рациональным сингулярным интегралом
Джексона с q геометрически различными полюсами справедливы асимптотические равенства

ε∗2n,q((1− x)γ) =
sinπγ
π

ν(γ, q)

(n+1)2
(

1− (1−γ)q
1+γ

) +O
(

1
(n+1)2

)
, n → ∞, (30)

где величина ν(γ, q) определена в формулировке теоремы 5.1.
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При этом из следствия 4.2 заключаем, что для полиномиальных приближений возможно
добиться лишь

ε
(0)
2n ((1− x)γ) = O

(
1

n2γ

)
, n → ∞.

Известно [38, с. 96], что наилучшие равномерные полиномиальные приближения функций со сте-
пенной особенностью обладают следующим свойством:

E2n(|x|2γ; [−1, 1]) =
1
2γ

En((1− x)γ; [−1, 1]).

Рассуждая аналогичным образом, из асимптотического равенства (30) находим, что

ε∗4n,2q(|x|s)∼
µ(s, q)

(n+1)
2
(

1− (2−s)q

2q−1(2+s)

) , s ∈ (0, 2), n → ∞,

где величина µ(s, q) может быть выписана в явном виде. В частности, при q = 1 приходим
к равномерной оценке аппроксимации функции |x|s, s ∈ (0, 2), на отрезке [−1, 1] рациональным
сингулярным интегралом Джексона с двумя геометрически различными полюсами:

ε∗2n,2(|x|s)∼
µ(s, 1)

(n+1)
4s

2+s
, n → ∞.

Этот результат содержится в [29] в случае приближений функции |x|s, s ∈ (0, 2), сингулярным
интегралом Джексона, ассоциированным с системой алгебраических дробей Чебышёва–Маркова
с двумя геометрически различными полюсами.

7. Заключение

В работе изучены аппроксимации функций Маркова на отрезке [−1, 1] рациональными
функциями с ограничениями на количество геометрически различных полюсов. Методом прибли-
жений выступают рациональные сингулярные интегралы Джексона, ассоциированные с системой
алгебраических дробей Чебышёва–Маркова с фиксированным количеством геометрически раз-
личных полюсов. Для введенного метода рациональной аппроксимации установлено интегральное
представление.

Рассмотрены аппроксимации функцииМаркова с абсолютно непрерывной мерой, производная
которой асимптотически равна функции со степенной особенностью. В этом случае найдены
оценки сверху поточечных и равномерных приближений, асимптотическое выражение мажоранты
равномерных приближений.

Установлены значения параметров, при которых обеспечиваются наилучшие равномерные
приближения этим методом. В качестве следствия рассмотрены рациональные аппроксимации
сингулярным интегралом Джексона некоторых элементарных функций на отрезке, представимых
функциями Маркова.

Работа выполнена при финансовой поддержке государственной программы научных иссле-
дований «Конвергенция–2025» (№ ГР 20212046).
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