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Аннотация. Для π-разрешимых не π-замкнутых неприводимых комплексных линейных
групп G степени n с π-холловой T I-подгруппой H нечетного порядка, большего 3,
найдены условия, при которых n делится на |H| или на такую степень f > 1 некоторого
простого числа, что f ≡ 1(mod |H|).
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Abstract. For finite π -solvable non-π-closed irreducible complex linear groups of degree n
with an π -Hall T I-subgroup H of odd order greater than 3 conditions are found under which
n is divisible by |H| or by a power f > 1 of some prime number such that f ≡ 1(mod |H|).

1. Введение

Пусть G – конечная группа, A – такая группа ее автоморфизмов, что (|A|, |G|) = 1. Тогда A
называется группой копростых автоморфизмов группыG. ЕслиCG(a)=CG(A) для каждого элемента
a ∈ A#, то A называется сильноцентрализуемой группой копростых автоморфизмов группы G.

Заметим, что для |A|= p – простое число, условие сильноцентрализуемости выполняется.
Для случая, когда группа A имеет нечетный порядок в [1] сформулирована гипотеза о том, что
для неприводимых комплексных линейных групп Γ = AG произвольной степени n справедливо
утверждение, что n делится на такую степень f > 1 простого числа, что f ≡−1 или 1(mod |A|).

В [2] эта гипотеза была доказана при условии, что силовская 2-подгруппа группы G абелева.
В [3] она решена положительно без дополнительного условия. При |A| = p она же совпадает
с проблемой, сформулированной Айзексом [4] и доказанной Ньютоном [5].

Из теоремы 4.1 [6] вытекает, что степень n = 2p−2 не p-замкнутой неприводимой линейной
группы G является степенью 2. А из теоремы 2 [7] следует, что ее силовская 2-подгруппа G2
не может быть абелевой. Рассмотрим неприводимые линейные группы G степени n, у которых
силовская q-подгруппа Gq является абелевой, если степень f = qα ⩽ nq, α ∈ N, и f ≡−1(mod |A|).

Пусть π(n∗) – множество таких простых делителей числа n, хотя бы одна степень f > 1
которых делит n и для нее выполняется условие: f ≡−1(mod |A|). Предположим, что подгруппа A
нечетного порядка, большего 3, и для q ∈ π(n∗) силовская q-подгруппа Gq группы G абелева.

В теореме 1.2 для группы Γ и числа n сформулировано и доказано более сильное утверждение,
чем в [2], [3] и [5].

С помощью теоремы 1.2 доказываются теорема 1.3 и теорема 1.4. Теорема 1.3 также усиливает
соответствующий результат из [2], [3] и [5]. Теорема 1.4 для разрешимых групп ранее была доказана
Романовским [8].
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Условие 1.1. Скажем, что для Γ, A, G, C, χ и n выполнено условие 1.1, если Γ = AG, G◁Γ,
(|A|, |G|) = 1, A – группа нечетного порядка, большего 3, которая не является нормальной в группе Γ,
CG(a) = CG(A) = C для каждого элемента a ∈ A#, для каждого q ∈ π(n∗) подгруппа Gq абелева
и группа G имеет точный неприводимый комплексный характер χ степени n, который является
a-инвариантным хотя бы для одного элемента a ∈ A#.

Теорема 1.2. Если для группы Γ, A, G, C, χ и n выполнено условие 1.1, то n делится на
такую степень f > 1 некоторого простого числа, что f ≡ 1(mod |A|).

Теорема 1.3. Пусть π-разрешимая не π-замкнутая группа G с π-холловой T I-подгруппой H
нечетного порядка, большего 3, имеет точный неприводимый комплексный характер степени n.
Если для каждого q ∈ π(n∗) подгруппа Gq абелева, то n делится на |H| или на такую степень
f > 1 некоторого простого числа, что f ≡ 1(mod |H|).

Теорема 1.4. Пусть p-разрешимая не p-замкнутая группа G для простого числа p > 3
имеет точный неприводимый комплексный характер степени n. Если для каждого q ∈ π(n∗)
подгруппа Gq абелева, то n делится на p или на такую степень f > 1 некоторого простого числа,
что f ≡ 1(mod p).

2. Некоторые обозначения и предварительные результаты
N – множество натуральных чисел; если n ∈ N и q – простое натуральное число, то n = nqnq′ ;

если ψ – характер некоторой группы X , то Irr(ψ) обозначает множество всех неприводимых
компонент характера ψ; π = π(A); если X ⊆ Γ, то π′ = π(X) \ π; Xπ′ – холлова π′-подгруппа
группы X . Если X ◁Γ и φ – неприводимый характер подгруппы X , то условие, что φ g-инвариантен
для некоторого элемента g ∈ Γ \X , запишем для краткости в виде IΓ(φ) ̸= X . Все остальные
обозначения и определения обычны и их можно найти, например, в [9] или [10]. Всюду под
характером группы будем понимать комплексный характер, а под группой – конечную группу.

Пусть Γ = AB – группа, для которой подгруппа B◁Γ, (|A|, |B|) = 1, т. е. A – группа копростых
автоморфизмов группы B и |A| нечетен. Тогда она удовлетворяет условию теоремы 13.1 [10]. Со-
гласно этой теореме существует взаимно-однозначное соответствие π(B,A) : IrrA(B)−→Irr(CB(A))
между множеством всех A-инвариантных неприводимых характеров группы B и множеством всех
неприводимых характеров подгруппы CB(A), которое обладает рядом свойств, зависящих, в част-
ности, от свойств подгруппы A. Пусть φ ∈ IrrA(B). Тогда по лемме 13.3 [10] существует такой
единственный неприводимый характер φ̂ группы Γ, что φ̂B = φ и A ⊆ ker(detφ̂). Он называется
каноническим продолжением характера φ на группу Γ. В дальнейшем под φ̂ будем понимать
именно такой характер.

Приведем ряд вспомогательных лемм.
Лемма 2.1 [3, лемма 2.7]. Пусть A – группа копростых автоморфизмов группы B. Тогда

B = [B,A]CB(A).
Лемма 2.2 [11, лемма 11]. Пусть A – сильноцентрализуемая группа копростых автомор-

физмов группы B. Предположим, что для некоторой A-инвариантной подгруппы B1 ⊆ B число
|B : B1| не делится на такую степень f > 1 простого числа, что f ≡ 1(mod|A|). Тогда B = B1CB(A).

Лемма 2.3 [3, лемма 2.9]. Пусть Γ = AB – группа, где B◁Γ, (|A|, |B|) = 1, A – разрешима и
CB(a) =CB(A) для каждого элемента a ∈ A#. Если φ ∈ Irr(B) и IΓ(φ) ̸= B, то φ ∈ IrrA(B).

Лемма 2.4. Пусть Γ = AB – группа, где B ◁Γ, (|A|, |B|) = 1 и CB(a) = CB(A) для каждого
элемента a ∈ A#. Тогда A – T I-подгруппа в Γ и, если φ ∈ Irr(B) и IΓ(φ) ̸= B, то группа Γ имеет
такой неприводимый характер φ̂ π′-степени, что φ̂B =φ. Группа Γ = AOπ′(Γ).

Доказательство. По лемме 2.6 [3] A – T I-подгруппа в Γ. По лемме 2.3 φ ∈ IrrA(B). Поэтому
существует каноническое продолжение φ̂ характера φ на Γ. Ясно, что степень этого характера –
π′-число. Последняя фраза леммы очевидна.

Лемма 2.5 [3, лемма 2.8]. Пусть Γ = AB – группа, где B◁Γ, (|A|, |B|) = 1 и CB(a) =CB(A)
для каждого элемента a ∈ A#. Если K ◁Γ такая подгруппа, что AK/K не является нормальной
в Γ/K, то A∩K = 1, а если AK/K ◁ Γ/K, то B = Kπ′CB(A).

В дальнейшем при рассмотрении случаев, когда факторгруппа AK/K не является нормаль-
ной в Γ/K для некоторой нормальной подгруппы K в Γ, мы будем учитывать, что A∩K = 1 и,
следовательно, |AK/K| = |A/A∩K| = |A|.
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Лемма 2.6 [3, лемма 2.5]. Пусть t ⩾ 5 – натуральное число, p – простое число и m – любое
положительное число кратное t. Тогда для каждого целого положительного числа n существует
такой простой делитель s числа Φn(pm), что s > n+1 и s ≡ 1(mod t).

3. Основная часть

3.1. Доказательство теоремы 1.2

Так как по условию 1.1 характер χ является a-инвариантным для некоторого a ∈ A#, то
IΓ(χ) ̸= G. Поскольку χ ∈ IrrA(G) по лемме 2.3, то по лемме 2.4 группа Γ имеет такой неприводимый
характер χ̂, что (χ̂)G = χ. Ясно, что χ̂(1) = n.

Доказательство теоремы проведем индукцией по порядку группы Γ. Пусть Γ – группа
наименьшего порядка, для которой выполняется условие 1.1, но в то же время n не делится на
такую степень f > 1 простого числа, что f ≡ 1(mod |A|). Заметим, что если некоторая силовская
подгруппа группы Γ абелева, то такими являются любые ее подгруппа и факторгруппа. В случае
применения индукции, это обстоятельство будем учитывать.

Лемма 3.1. Характер χ̂ точный.
Доказательство. Предположим, что ker χ̂ ̸= 1. Поскольку характер (χ̂)G = χ точный по

условию 1.1, то ker χ̂⊆ A. Так как A – T I-подгруппа в Γ по лемме 2.4, то A◁ Γ. Это противоречит
условию 1.1.

Лемма 3.2. Oπ
′
(Γ) = Γ.

Доказательство. Предположим противное, т. е. S =Oπ
′
(Γ) ̸=Γ. По факторизационной лемме

Чунихина [12, лемма 2.2.1]

Γ = NΓ(A)S. (1)

По теореме Клиффорда

(χ̂)S = e ∑
x∈T
ψx, (2)

где ψ ∈ Irr(S); e – число, делящее χ̂(1) и T – полное множество представителей всех смежных
классов группы Γ по подгруппе I = IΓ(ψ). Поскольку n = e|T |ψ(1), то ψ(1) делит n.

Допустим, что
A = Akerψ/kerψ◁S/kerψ= S.

Тогда Akerψ◁S и, следовательно, (Akerψ)t ◁St для всех t ∈ T . Следовательно,

∩t∈T (Akerψ)t ◁St = S.

Отсюда получаем, что
∩t∈T At(kerψ)t ◁S.

Поскольку, согласно выражению (1), можем считать, что t ∈ NΓ(A), то

∩t∈T A(kerψ)t ◁S.

Так как ∩t∈T (kerψ)t = ker(χ̂)S = 1, то A◁S. Видим, что A◁Γ. Мы получили противоречие с выбором
группы Γ.

Пусть теперь A ̸ ◁ S.
Покажем, что для S, A, Sπ′ ,CSπ′

(A),ψSπ′
иψSπ′

(1) выполняется условие 1.1. Здесьψ – точный
неприводимый характер факторгруппы S в смысле леммы 2.22 [10]. Очевидно, Sπ′ ◁S.

Покажем, что CSπ′
(a) =CSπ′

(A) для всех a ∈ A#. Пусть s ∈CSπ′
(a1) для некоторого неединич-

ного элемента a1 из A. Тогда a1 ∈ A∩ (A)s. Поскольку из леммы 2.4 вытекает, что A в группе S и,
следовательно, A в факторгруппе S является T I-подгруппой, то A = (A)s, т. е. s ∈ NS(A). Отсюда
видим, что s ∈ CSπ′

(A). Следовательно, CSπ′
(a) ⊆ CSπ′

(A) для всех a ∈ (A)#. Поскольку обратное
включение очевидно, то желаемое равенство установлено.

Так как A ̸ ◁ S, то к группе S и ее нормальной подгруппе K = kerψ можем применить лемму 2.5.
По ней A∩K = 1. Значит, A ≃ A.
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Поскольку ψ(1) делит n, то ψ(1) – π′-число. Тогда видим, что ψSπ′
∈ IrrA(Sπ′).

Итак, для S, A, Sπ′ , CSπ′
(A), ψSπ′

и ψSπ′
(1) выполняется условие 1.1. Так как |S|< |Γ|, то по

индукции ψ(1) делится на такую степень f > 1 некоторого простого числа, что f ≡ 1(mod |A|).
Поскольку A ≃ A, то, отсюда и того, что ψ(1) делит n, замечаем, что и n делится на такую степень
f > 1 некоторого простого числа, что f ≡ 1(mod |A|). Полученное противоречие с минимальностью
группы Γ указывает на то, что наше предположение о том, что S = Oπ

′
(Γ) ̸= Γ ошибочно. Стало

быть, Oπ
′
(Γ) = Γ.

Лемма 3.3. Если L – максимальная нормальная в G A-инвариантная подгруппа, то L ⊆C.
Доказательство. Мы можем положить, что L ̸= 1. По теореме Клиффорда

(χ̂)L = e ∑
x∈T
ψx,

где ψ ∈ Irr(L), e и T соответствуют обозначениям в выражении (2). По теореме 6.11 [10] χ̂= ψΓ
1

для такого характера ψ1 ∈ Irr(I), что (ψ1)L = eψ. Поскольку χ̂(1) = |Γ : I|ψ1(1) и χ̂(1) = χ(1) = n
является π′-числом, то и ψ1(1) также π′-число. Мы можем также считать, что A ⊆ I.

Предположим поначалу, что I ̸= Γ. Так как |Γ : I| делит n, то из предположения, что |Γ : I|
делится на такую степень f > 1 простого числа, что f ≡ 1(mod |A|) вытекает, что и n делится на
такую же степень с таким же свойством. В этом случае теорема верна и мы получим противоречие
с выбором группы Γ. Следовательно, мы полагаем, что |Γ : I| не делится на такую степень. По
лемме 2.2

G = Iπ′C. (3)

Пусть, как и ранее, A = Akerψ1/kerψ1 и I = I/kerψ1. Нетрудно видеть, что характер (ψ1)Iπ′

неприводим, т. е. (ψ1)Iπ′ ∈ IrrA(Iπ′). Тогда (ψ1)Iπ′
∈ IrrA(Iπ′). Здесь ψ1 – точный неприводимый

характер факторгруппы I в смысле леммы 2.22 [10].
Предположим также, что A ̸ ◁ I. Как и ранее устанавливаем, что для I, A, Iπ′ , CIπ′

(A), (ψ1)Iπ′
и

(ψ1)Iπ′
(1) выполняется условие 1.1.
Так как |I| < |Γ|, то, согласно минимальности группы Γ, мы получаем, что ψ1(1) делится

на такую степень f > 1 некоторого простого числа, что f ≡ 1(mod |A|). Поскольку ψ1(1) делит
χ̂(1) = n и |A| = |A|, что следует из леммы 2.5, то видим, что f делит n и f ≡ 1(mod |A|). Мы
получили противоречие с минимальностью группы Γ.

Рассмотрим теперь случай, когда A ◁ I. Поскольку kerψ1 ◁ I, то по лемме 2.5 Iπ′ =
= (kerψ1)π′CIπ′ (A). Откуда, с учетом формулы (3), получаем, что G = (kerψ1)π′C. Поэтому g = kc
для всех элементов g ∈ G и для соответствующих им элементов k ∈ kerψ1 и c ∈C. Поэтому

[g,a] = [k,a] ∈ (kerψ1)π′

для всех g ∈ G и для всех a ∈ A. Значит, [G,A] ⊆ (kerψ1)π′ . Поскольку по предположению I ̸= Γ,
т. е. (kerψ1)π′ ̸= G, то [G,A] ̸= G. Это означает, что A[G,A] ̸= Γ. Так как из леммы 2.1 вытекает, что
A[G,A]◁Γ, то мы получили противоречие с леммой 3.2.

Пусть теперь I = Γ. Тогда χ̂L = eψ.
Если A◁AL, то L ⊆C и лемма верна.
Поэтому A ̸ ◁ AL. Легко заметить, что для AL, A, L, CL(A), ψ и ψ(1) выполняется условие 1.1.

Так как |AL|< |Γ|, то по индукции ψ̂(1) делится на такую степень f некоторого простого числа,
что f ≡ 1(mod |A|). Тогда и n делится на такую степень f > 1 некоторого простого числа, что
f ≡ 1(mod |A|). Мы вновь получили противоречие с минимальностью группы Γ.

Лемма 3.4. L ⊆ Z(Γ) для подгруппы L из леммы 3.3 и G = G/L – главный фактор группы Γ.
Доказательство. По лемме 3.3 L ⊆ C, т. е. A ⊆ CΓ(L). Так как CΓ(L) ◁Γ, то из леммы 3.2

следует, что CΓ(L) = Γ. Значит, L ⊆ Z(Γ). Поскольку L является максимальной нормальной в G
A-инвариантной подгруппой, то G является главным фактором группы Γ.

Лемма 3.5. Группа G – неразрешима.
Доказательство. По лемме 3.4 G – либо элементарная абелева q-группа для некоторого

простого числа q, т. е. разрешима, либо является прямым произведением простых неабелевых
групп.
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Допустим она разрешима. Из леммы 3.4 вытекает, что, Γ = AGq ×Gq′ , где Gq′ ⊆ Z(Γ). Так как
n – π′-число, то по теореме 6.15 [10] n является степенью простого числа q, т. е. n = qα.

Еслиα= 0, то n= 1. Тогда группаΓ циклическая. Значит,A◁ Γ. Это противоречит условию 1.1.
Следовательно, α> 0. Легко видеть, что характер χ̂AGq неприводим и неприводим характер

χ̂Gq , ибо он имеет π′-степень. Тогда подгруппа Gq не является абелевой.
Допустим, что qα1 ≡ −1(mod |A|) для некоторого числа α1 ⩽ α. Тогда по условию 1.1

подгруппа Gq абелева. Противоречие. Отсюда и из теоремы 1 [13] следует, что qα1 ≡ 1(mod |A|) для
некоторого числа α1 ⩽ α.

Лемма 3.6. Группа G – неабелева простая группа.
Доказательство. По лемме 3.3 L ⊆ C, т. е. A ⊆ CΓ(L). Так как CΓ(L) ◁Γ, то из леммы 3.2

следует, что CΓ(L) = Γ. Значит, L ⊆ Z(Γ). Поскольку L является максимальной нормальной
подгруппой в Γ, то G является главным фактором группы Γ. Согласно теореме 1 [13] мы можем
предположить, что G неразрешима.

Предположим, что G не является простой группой. Тогда G – прямое произведение |A| копий,
изоморфных некоторой простой неабелевой группе. Значит, G – центральное произведение |A|
изоморфных групп. Из леммы 3 [5] следует, что n = m|A| для некоторого натурального числа m.
Тогда p|A| делит n для некоторого простого числа p, делящего n. Поскольку по теореме Эйлера
из теории чисел pφ(|A|) ≡ 1(mod |A|), где φ(|A|) – количество натуральных чисел меньших |A| и
взаимнопростых с |A|, и pφ(|A|) делит n, то мы получили противоречие с минимальностью Γ. Поэтому
группа G простая.

Пусть Γ = Γ/L и так как A = AL/L ≃ A/A∩L = A, то можем записать, что Γ = AG.
Из леммы 3.6 и из леммы 5 [5] вытекает, что G – простая группа типа Ли над некоторым

конечным полем F . Пусть q = pm – число элементов этого поля. Так как мы можем рассматривать A
как группу автоморфизмов поля F по лемме 5 [5], то делаем вывод, что |A| делит m.

По условию |A|⩾ 5. Поэтому m ⩾ 5. Применим лемму 6 [5]. Предположим, что q делит n. Тогда
p|A| делит n. Ранее мы убедились, что в этом случае мы приходим к противоречию с минимальностью
группы Γ. Значит, как следует из леммы 6 [5], существуют такие целые числа d и k, что dn
делится на Φk(q).

Положив t = |A|, из леммы 2.6 получаем, что dn делится на такое простое число s, что
s ≡ 1(mod |A|) и s > k + 1.

Если G группа не типа Al(q) или 2Al(q) для некоторого положительного числа l, то d не
делится на любое простое число, большее чем 5. Так как |A| ⩾ 5, что отмечено выше, то s > 5
и, значит, s делит n.

Пусть теперь G группа типа Al(q) или 2Al(q). Тогда d не делится на любое простое число,
большее чем l +1, и мы можем взять число k, большее или равное l. В этом случае s > l +1 и мы
вновь имеем, что s делит n. Это последнее противоречие доказывает теорему 1.2.

3.2. Доказательство теоремы 1.3
Используем индукцию по порядку группы G. Пусть G – группа минимального порядка среди

всех групп, для которых условие теоремы выполняется, а заключение нет. Представлению группы G
как неприводимой линейной группы степени n отвечает точный неприводимый характер χ.

Лемма 3.7. H не содержится в такой собственной нормальной подгруппе M группы G, что
M имеет нормальное π-дополнение.

Доказательство. Обозначим M = Oπ
′
(Γ) и повторим доказательство леммы 3.2.

Поскольку группа G – π-разрешима и подгруппа H – T I-множество, то справедлива
Лемма 3.8. Oπ′(G) ̸= 1.
Лемма 3.9. G = HOπ′(G).
Доказательство. Рассмотрим подгруппу Oπ′,π(G). По определению

Oπ′,π(G)/Oπ′(G) = Oπ(G/Oπ′(G)).

Так как группа G/Oπ′(G) – π-разрешима и согласно теореме 6.3.1 [9] Oπ′(G/Oπ′(G)) = 1, то

Oπ(G/Oπ′(G)) ̸= 1.



О неприводимых линейных группах с абелевыми подгруппами Силова 33

Поскольку HOπ′(G)/Oπ′(G) – холлова π-подгруппа с тривиальным пересечением в G/Oπ′(G), то

Oπ′,π(G) = HOπ′(G).

Осталось лишь заметить, что Oπ′,π(G)◁G, и применить лемму 3.7.
Так как по лемме 3.9 G = HOπ′(G) и COπ′ ((G)(h) = COπ′ (G)(H) для всех h ∈ H#, то для G,

H, Oπ′(G), COπ′ (G)(h), точного неприводимого характера χOπ′ (G) и n выполнено условие 1.1. По
теореме 1.2 n делится на такую степень f > 1 некоторого простого числа, что f ≡ 1(mod |H|).
Получили противоречие с минимальностью группы G. Это последнее противоречие доказывает
теорему 1.3.

3.3. Доказательство теоремы 1.4
Пусть χ данный в условии теоремы точный неприводимый характер группы G степени n.

Доказательство теоремы проведем индукцией по порядку группы G. Пусть G – группа наименьшего
порядка, для которой выполняются условия теоремы 1.4, но в то же время n не делится на p и не
делится на такую степень f > 1 простого числа, что f ≡ 1(mod p).

Как в лемме 3.2 мы убеждаемся в том, что S = Op′(G) = G.
Далее. Поскольку группа G является p-разрешимой, то либо Op(G) ̸= 1, либо Op′(G) ̸= 1.
Допустим поначалу, что Op(G) ̸= 1. Пусть M – такая максимальная нормальная подгруппа

в G, что Op(G)⊆ N ◁G и M/N – главный фактор группы G. Заметим, что факторгруппа G/M также
является главным фактором группы G. Поэтому G/M – p-группа либо p′-группа.

Поскольку S = G, то G/M – p-группа. Тогда Mp′ = Gp′ и |G/M| = pα, α ∈ N. Чуть ранее
мы отметили, что χ(1) не делится на простое число p. Тогда характер χM неприводим. Поэтому
неприводим и характер χM1 , где M1 такая подгруппа, что M ⊆ M1 ◁G и |G : M1| = p.

И, если подгруппа M1 не p-замкнута, то по индукции n делится на p или на такую степень
f > 1 некоторого простого числа, что f ≡ 1(mod p). Это противоречит выбору группы G.

Поэтому подгруппа M1 p-замкнута. Очевидно, Op(M1) = Op(G) и |Gp|= p, Gp = Gp/Op(G).
Мы можем положить, что M1 = M. Мы также видим, что M = Mp′Op(G) и Mp′ = Gp′ , т. е. M =
= Gp′Op(G).

Напомним, что Op(G) ̸= 1. По теореме Клиффорда к характеру χOp(G) применима формула (2).
В ее обозначениях по теореме 6.17 [10] существует такой неприводимый характер ψ1 подгруппы I,
что (ψ1)Op(G) = eψ для некоторого неприводимого характера ψ группы Op(G) и χ= (ψ1)

G. Отсюда
видим, что χ(1) = ψ1(1)|G : I|, и что ψ1(1) и |G : I| не делятся на p и на такую степень f > 1
простого числа, что f ≡ 1(mod p). Следовательно, ψ(1) = 1 и, значит, подгруппа Op(G) абелева.
Мы также можем утверждать, что Gp ⊆ I, т. е. Gp = Ip.

Предположим вначале, что I ̸= G.
Пусть Gp kerψ1/kerψ1 ̸ ◁ I/kerψ1. Легко видеть, что группа I/kerψ1 и ее точный неприводи-

мый характерψ1 в смысле леммы 2.22 [10] удовлетворяют условиям теоремы 1.4. Тогда по индукции
ψ1(1) делится на p или на такую степень f > 1 простого числа, что f ≡ 1(mod p), что не так.

Поэтому Gp kerψ1/kerψ1 ◁ I/kerψ1 и, значит, Gp kerψ1 ◁ I.
Рассмотрим факторгруппу

G = G/Op(G) = GpM, M = M/Op(G).

Мы видим, что группа Gp имеет порядок p, M ◁G и является p′-группой, и поэтому Gp является
сильноцентрализуемой группой копростых автоморфизмов группы M. А поскольку G = MI, то
также мы видим, что

G = MI, I = I/Op(G),

и что

|G : I|= |G : I|=
|M||I|
|M∩I|

|I|
= |M : M∩ Ip′ |.

По лемме 2.2

M = Ip′CM(Gp).
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Пусть

M = ⟨mOp(G), |m ∈ M⟩, Gp = ⟨nOp(G), |n ∈ Gp⟩.

Тогда

CM(Gp) = ⟨m ∈ M|[m,n] ∈ Op(G),n ∈ Gp⟩

и, значит,

G = ICM(Gp).

Поскольку [CM(Gp),Gp] ⊆ Op(G) ⊆ Gp, то CM(Gp) ⊆ NG(Gp) и, следовательно,

G = ING(Gp).

Так как Gp kerψ1 ◁ I, то по факторизационной лемме Чунихина I = NI(Gp)kerψ1. Поскольку
NI(Gp) ⊆ NG(Gp), то

G = NG(Gp)kerψ1.

Поскольку Gp ̸ ◁ G, то kerψ1 ̸= 1.
Допустим, что (kerψ1)p = Gp ∩ kerψ1 = 1. Тогда kerψ1 ⊆ CG(Op(G)). Заметим, что

CG(Op(G)) ◁ G.
Предположим, что CG(Op(G)) = G. Тогда Op(G)⊆ Z(G) и, следовательно, подгруппа I = G,

что не так по предположению.
Поэтому CG(Op(G)) ̸= G. Отсюда и из последней выделенной формулы вытекает, что

GpCG(Op(G)) ◁G. Однако ранее мы отметили, что S = Op′(G) = G.
Следовательно, (kerψ1)p = Gp∩kerψ1 ̸= 1. Так как (kerψ1)p ◁Gp, то Z = (kerψ1)p∩Z(Gp) ̸=

̸= 1 и поскольку T ⊆ NG(Gp) и Z(Gp) ◁NG(Gp), то Zt ⊆ Z(Gp) ⊆ I для всех t ∈ T . Здесь T из
формулы (2). Поэтому для 1 ̸= z ∈ Z получаем, что

χ(z) = (ψ1)
G(z) = ∑

t∈T
(ψ1)

0(tzt−1) = ∑
t∈T
ψ1(tzt−1) = |T |ψ1(z) = |T |ψ1(1) = χ(1),

ибо z ∈ kerψ1. Здесь (ψ1)
0(x) = ψ1(x), если x ∈ I и (ψ1)

0(x) = 0, если x ̸∈ I. Мы получили про-
тиворечие с точностью характера χ.

Рассмотрим теперь случай, когда I = G. Поскольку по выбору группы G число n не делится
на p, то χOp(G) = χ(1)λ для линейного неприводимого характера λ подгруппы Op(G). Тогда Op(G)⊆
⊆ Z(G). Значит, M = Mp′ ×Op(G) и, так как Mp′ = Gp′ , то видим, что G = GpGp′ , где Gp′ ◁G и
|Gp : Op(G)| = p. Замечаем, что характер χ и группа G удовлетворяют условиям леммы 2 [7].
По этой лемме группа G имеет неприводимый характер χ′ степени n и kerχ′ = Op(G). Рассмотрим
факторгруппу G = G/Op(G). Она и ее точный неприводимый характер χ′ в смысле леммы 2.22
[10] удовлетворяют условиям теоремы 1.4. Поскольку |G| < |G|, то по индукции χ′(1) делится
на p или на такую степень f > 1 простого числа, что f ≡ 1(mod p). Поскольку χ′(1) = n, то мы
получили противоречие с выбором группы G.

Осталось рассмотреть случай, когда Op(G) = 1. По теореме 6.3.2 [9] CG(Op′(G))⊆ Op′(G).
Допустим, что Op,p′(G) ̸= G. По теореме Клиффорда все неприводимые компоненты характера
χOp,p′ (G) имеют одинаковую степень, делящую n. Если группа Op,p′(G) не p-замкнута, то мы придем
к тому, что n делится на p или на такую степень f > 1 простого числа, что f ≡ 1(mod p). Поскольку
это противоречит выбору группы G, то делаем вывод, что группа Op,p′(G) является p-замкнутой.
Это противоречит тому, что Op(G) = 1.

Делаем вывод, что Op,p′(G) = G и |G : Op′(G)|= p. Мы видим, что группа G = GpOp′(G), Gp,
Op′(G), COp′ (G)(Gp), χOp′ (G) и n удовлетворяют условию 1.1. По теореме 1.2 n делится на такую
степень f > 1 простого числа, что f ≡ 1(mod p).

Теорема 1.4 доказана.
Работа поддержана Институтом математики НАН Беларуси в рамках государственной про-

граммы «Конвергенция–2025».
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