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Аннотация.Вработе найдены достаточные условия существования тригонометрических
аппроксимаций Эрмита–Якоби системы функций, являющихся суммами сходящихся
рядов Фурье. Опираясь на эти результаты, установлены достаточные условия, при
которых существуют нелинейные аппроксимации Эрмита–Чебышёва систем функций,
представимых рядами Фурье по многочленам Чебышёва первого и второго рода. При
выполнении найденных условий получены явные формулы для числителей и знаменате-
лей тригонометрических аппроксимаций Эрмита–Якоби и нелинейных аппроксимаций
Эрмита–Чебышёва первого и второго рода указанных систем функций.
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Abstract. In this paper, sufficient conditions for the existence of trigonometric Hermite–
Jacobi approximations of a system of functions that are sums of convergent Fourier series
are found. Based on these results, sufficient conditions are established under which nonlinear
Hermite–Chebyshev approximations of systems of functions representable by Fourier series
in Chebyshev polynomials of the first and second kind exist. When the found conditions are
met, explicit formulas are obtained for the numerators and denominators of trigonometric
Hermite–Jacobi approximations and nonlinear Hermite–Chebyshev approximations of the
first and second kind of the specified systems of functions.

1. Введение

Пусть система fch1 = ( f ch1
1 , . . . , f ch1

k ) состоит из функций, представимых рядами Фурье по
многочленам Чебышёва Tn(x) = cos(narccosx) первого рода

f ch1
j (x) =

a j
0

2
+

∞

∑
l=1

a j
l Tl(x), j = 1, . . . ,k , (1)

с действительными коэффициентами, которые сходятся при всех x ∈ [−1,1]. Через Zk
+ обозначим

множество всех k-мерных мультииндексов −→m = (m1, . . . ,mk), являющихся упорядоченным набором
k целых неотрицательных чисел. Число m := m1 + . . .+ mk назовем порядком мультииндекса
−→m = (m1, . . . ,mk).

Зафиксируем индекс n ∈ Z1
+ и мультииндекс −→m = (m1, . . . ,mk) ∈ Zk

+ и рассмотрим аналог
задачи Эрмита–Паде для fch1 (см. [1, гл. 4, §1, задача А]):

Задача 1.1 (Ach1). Для системы fch1 найти такой тождественно не равный нулю много-
член Qch1

m (x; fch1) = Qch1
n,−→m (x; fch1) = ∑

m
p=0 upTp(x) и такие многочлены Pch1

j (x; fch1) = Pch1
n j,n,−→m

(x; fch1) =

= ∑
n j
p=0 v j

p Tp(x), n j = n+m−m j, чтобы для j = 1, . . . ,k

Qch1
m (x; fch1) f ch1

j (x)−Pch1
j (x; fch1) =

∞

∑
l=n+m+1

ã j
l Tl(x) .
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Определение 1.2. Если пара (Qch1
m ,Pch1), где Pch1 = (Pch1

1 , . . . ,Pch1
k ), является решением задачи

Ach1, то рациональные дроби

πch1
j (x; fch1) = πch1

n j,n,−→m (x; fch1) =
Pch1

j (x; fch1)

Qch1
m (x; fch1)

, j = 1, . . . ,k ,

будем называть линейными аппроксимациями Эрмита–Чебышёва 1-го рода для мультииндекса
(n,−→m ) и системы fch1.

Определение 1.3. Нелинейными аппроксимациями Эрмита–Чебышёва 1-го рода для мульти-
индекса (n,−→m ) и системы fch1 назовем рациональные дроби

π̂ch1
j (x; fch1) = π̂ch1

n j,n,−→m (x; fch1) =
P̂ch1

j (x; fch1)

Q̂ch1
m (x; fch1)

,

где многочлены Q̂ch1
m (x; fch1), P̂ch1

j (x; fch1) (n j = n + m − m j), степени которых не превышают
соответственно m и n j, подобраны так, чтобы

f ch1
j (x)−

P̂ch1
j (x; fch1)

Q̂ch1
m (x; fch1)

=
∞

∑
l=n+m+1

â j
l Tl(x), j = 1, . . . ,k .

При k = 1 основные свойства линейных и нелинейных аппроксимаций Эрмита–Чебышё-
ва (в этом случае их называют линейными и нелинейными аппроксимациями Паде–Чебышёва;
дополнительно о терминологии см. [2]) описаны достаточно подробно (прежде всего см. [2–4] и
приведенную там литературу, а также [5–13]). Например, известно, что линейная аппроксимация
Паде–Чебышёва всегда существует, но, вообще говоря, не единственна. Нелинейная аппроксимация
Паде–Чебышёва не всегда существует, но в случае существования всегда единственна. Аналогичные
свойства справедливы и для аппроксимаций Эрмита–Чебышёва [9; 11]. Имеются примеры систем
функций fch1, для которых нелинейные аппроксимации Эрмита–Чебышёва существуют, но не
являются линейными аппроксимациями Эрмита–Чебышёва (см. [2; 9; 11; 14; 15]).

Рассмотрим теперь другой тип аппроксимаций Эрмита–Чебышёва. Предположим, что система
fch2 = ( f ch2

1 , . . . , f ch2
k ) состоит из функций, представимых рядами Фурье по многочленам Чебышёва

Un(x) =
1√

1− x2
sin(narccosx) второго рода

f ch2
j (x) =

∞

∑
l=1

b j
l Ul(x), j = 1, . . . ,k, (2)

с действительными коэффициентами, которые сходятся при всех x ∈ [−1,1]. Если вместо рядов (1)
взять ряды (2), то конструкции, аналогичные предыдущим, приводят к линейным и нелинейным
аппроксимациям Эрмита–Чебышёва 2-го рода. Постановка задачи Эрмита–Паде для рядов (2)
следующая:

Задача 1.4 (Ach2). Найти многочлен Qch2
m (x; fch2) = Qch2

n,−→m (x; fch2), degQch2
m ⩽ m, тождественно

не равный нулю, и многочлены Pch2
j (x; fch2) = Pch2

n j,n,−→m
(x; fch2), degPch2

j ⩽ n j, n j = n+m−m j, чтобы
для j = 1, . . . ,k

Qch2
m (x; fch2) f ch2

j (x)−Pch2
j (x; fch2) =

∞

∑
l=n+m+1

b̃ j
l Ul(x) .

Определение 1.5. Если пара (Qch2
m ,Pch2), где Pch2 = (Pch2

1 , . . . ,Pch2
k ), является решением зада-

чи Ach2, то рациональные дроби

πch2
j (x; fch2) = πch2

n j,n,−→m (x; fch2) =
Pch2

j (x; fch2)

Qch2
m (x; fch2)

, j = 1, . . . ,k ,

будем называть линейными аппроксимациями Эрмита–Чебышёва 2-го рода для мультииндекса
(n,−→m ) и системы fch2.
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Определение 1.6. Нелинейными аппроксимациями Эрмита–Чебышёва 2-го рода для мульти-
индекса (n,−→m ) и системы fch2 назовем алгебраические рациональные функции

π̂ch2
j (x; fch2) = π̂ch2

n j,n,−→m (x; fch2) =
P̂ch2

j (x; fch2)

Q̂ch2
m (x; fch2)

,

где многочлены Q̂ch2
m (x; fch2), P̂ch2

j (x; fch2) (n j = n + m − m j), степени которых не превышают
соответственно m и n j, подобраны так, чтобы

f ch2
j (x)−

P̂ch2
j (x; fch2)

Q̂ch2
m (x; fch2)

=
∞

∑
l=n+m+1

b̂ j
l Ul(x), j = 1, . . . ,k .

Рассмотрим теперь две системы f1 = ( f 1
1 , . . . , f 1

k ), ft1 = ( f t1
1 , . . . , f t1

k ) степенных и тригоно-
метрических рядов

f 1
j (z) =

a j
0

2
+

∞

∑
l=1

a j
l zl, f t1

j (x) =
a j

0
2
+

∞

∑
l=1

a j
l cos lx,

ассоциированных с системой fch1, и две системы f2 = ( f 2
1 , . . . , f 2

k ), ft2 = ( f t2
1 , . . . , f t2

k ) степенных
и тригонометрических рядов

f 2
j (z) =

∞

∑
l=1

b j
l zl, f t2

j (x) =
∞

∑
l=1

b j
l sin lx,

ассоциированных с системой fch2.
При k = 1 в [2] , опираясь на свойства операторов Фабера, установлено, что вопрос о суще-

ствовании нелинейных аппроксимаций Паде–Чебышёва 1-го рода решается с помощью известных
результатов о классических аппроксимациях Паде соответствующего ассоциированного степен-
ного ряда. Результаты, полученные в данной работе, позволяют сделать вывод о том, что вопрос
о существовании нелинейных аппроксимаций Эрмита–Чебышёва 1-го рода аналогичным образом
решается с помощью известных результатов об аппроксимациях Эрмита–Паде соответствую-
щей ассоциированной системы степенных рядов. Основные теоремы работы получены нами без
привлечения теории операторов Фабера, а предложенный метод решения поставленной задачи
оказался применимым и для аппроксимаций Эрмита–Чебышёва 2-го рода. Если доказательство
основного результата в [2] проиллюстрировать схемой: аппроксимации Паде степенного ряда
⇐⇒ преобразования Фабера⇐⇒ аппроксимации Паде–Чебышёва, то схема наших рассуждений
выглядит так: аппроксимации Эрмита–Паде системы степенных рядов ⇐⇒ тригонометрические
аппроксимации Эрмита–Якоби ⇐⇒ аппроксимации Эрмита–Чебышёва. Роль преобразований
Фабера в нашей схеме рассуждений занимают тригонометрические аппроксимации Эрмита–Якоби,
которым посвящен отдельный параграф.

В дальнейшем будем рассматривать только нелинейные аппроксимации Эрмита–Чебышёва, а
основной задачей исследований данной работы является нахождение условий на коэффициенты
рядов (1) и (2), при которых нелинейные аппроксимации Эрмита–Чебышёва 1-го и 2-го рода
существуют. В случае их существования будем искать явный вид таких аппроксимаций. Доказа-
тельство основных теорем работы существенно опирается на установленную в [9–11] связь между
нелинейными аппроксимациями Эрмита–Чебышёва и соответствующими тригонометрическими
аппроксимациями Эрмита–Якоби.

Описанию условий существования и единственности линейных аппроксимации Эрмита–
Чебышёва 1-го и 2-го рода посвящена другая наша работа [16].

2. Аппроксимации Эрмита–Паде и Эрмита–Якоби

Приведем некоторые известные факты теории аппроксимаций Эрмита–Паде и Эрмита–Якоби,
которые понадобятся в дальнейшем.

Пусть f = ( f1, . . . , fk) – набор из k степенных рядов

f j(z) =
∞

∑
l=0

f j
l zl, j = 1, . . . ,k , (3)
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с комплексными коэффициентами. Зафиксируем n ∈ Z1
+ и −→m = (m1, . . . ,mk) ∈ Zk

+ и рассмотрим
хорошо известную задачу Эрмита–Паде [1, гл. 4, §1, задача А]:

Задача 2.1A. Найти тождественно не равный нулю многочлен Qm(z; f) = Qn,−→m (z; f), degQm ⩽
⩽ m, и многочлены Pj(z; f) = Pn j,n,−→m (z; f), degPj ⩽ n j, n j = n+m−m j, чтобы для j = 1, . . . ,k

Qm(z; f) f j(z)−Pj(z; f) = O(zn+m+1). (4)

Здесь и далее под O(zp) понимаем степенной ряд вида c1zp + c2zp+1 + . . ..
Определение 2.2. Если многочлены Qm(z; f),P1(z; f), . . . ,Pk(z; f) являются решением задачи A

(решение задачи A всегда существует [1]), то рациональные дроби

π j(z; f) = πn j,n,−→m (z; f) =
Pj(z; f)
Qm(z; f)

, j = 1, . . . ,k ,

называют аппроксимациями Эрмита–Паде для мультииндекса (n,−→m ) и системы f.
Для системы экспонент дроби {π j(z; f)}k

j=1 впервые введены в рассмотрение Ш.Эрмитом
в работе [17], посвященной доказательству трансцендентности числа e. В случае произвольной
системы f условиями (4) они определяются, вообще говоря, не однозначно [1; 18]. Особый интерес
представляют системы функций f, для которых {π j(z; f)}k

j=1 определяются однозначно для любого
мультииндекса (n,−→m ). Такими системами являются, например, совершенные системы [1, гл. 4, §1].
Существуют системы f, отличные от совершенных, для которых {π j(z; f)}k

j=1 также определяются
однозначно [18; 19].

Введем в рассмотрение кратные аналоги дробей К. Якоби [20] (подробнее см. [21]).
Определение 2.3. Рациональные функции вида

π̂ j(z; f) = π̂n j,n,−→m (z; f) =
P̂j(z; f)
Q̂m(z; f)

, j = 1, . . . ,k ,

где алгебраические многочлены Q̂m(z; f) = Q̂n,−→m (z; f), P̂j(z; f) = P̂ j
n j,n,−→m

(z; f) имеют степени соответ-
ственно не выше m и n j, n j = n+m−m j, будем называть аппроксимациями Эрмита–Якоби для
мультииндекса (n,−→m ) и системы f, если

f j(z)−
P̂j(z; f)
Q̂m(z; f)

= O(zn+m+1).

В отличие от аппроксимаций Эрмита–Паде аппроксимации Эрмита–Якоби могут не су-
ществовать [11].

Введем новые обозначения. Для индекса n ∈ Z1
+ и мультииндекса −→m = (m1, . . . ,mk), m ̸= 0,

рассмотрим определитель

Hn,−→m (f) = det


H1

H2

...
Hk

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f 1
n−m1+1 f 1

n−m1+2 . . . f 1
n1

. . . . . . . . . . . .
f 1
n f 1

n+1 . . . f 1
n+m−1

. . . . . . . . . . . .
f k
n−mk+1 f k

n−mk+2 . . . f k
nk

. . . . . . . . . . . .
f k
n f k

n+1 . . . f k
n+m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

при m j ̸= 0 состоящий из блоков

H j =


f j
n−m j+1 f j

n−m j+2 . . . f j
n j

f j
n−m j+2 f j

n−m j+3 . . . f j
n j+1

. . . . . . . . . . . .

f j
n f j

n+1 . . . f j
n+m−1

 ,

расположенных друг над другом. При l < 0 считаем, что f j
l = 0. По определению считаем, что

при m j = 0 определитель Hn,−→m (f) не содержит блок H j. При k = 1 определитель Hn,−→m (f) является
хорошо известным определителем Адамара (см. [4]).
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В [22] (см. также [11]) доказан кратный аналог теоремы Якоби [4;20]: если для мультииндекса
(n,−→m ) и системыфункций f определительHn,−→m (f) ̸= 0, то аппроксимацииЭрмита–Якоби {π̂ j(z; f)}k

j=1
существуют, определяются единственным образом и каждая из них тождественно совпадает
с соответствующей аппроксимацией Эрмита–Паде, т. е.

π̂ j(z; f) = π j(z; f), j = 1, . . . ,k.

В таком случае, опираясь на результаты работы [18], можно описать явный вид числителей и
знаменателя дробей {π̂ j(z; f)}k

j=1. Для этого введем необходимые обозначения.
При m j ̸= 0 к матрице H j добавим в качестве последнего столбца столбец(

f j
n j+1 f j

n j+2 . . . f j
n+m

)T
.

В результате получим матрицу F j порядка m j × (m+1). Располагая F j друг над другом согласно
своего номера, построим новую матрицу порядка m× (m+ 1)

Fn,−→m (f) =
[

F1 F2 . . . Fk
]T :=



f 1
n−m1+1 f 1

n−m1+2 . . . f 1
n1+1

f 1
n−m1+2 f 1

n−m1+3 . . . f 1
n1+2

. . . . . . . . . . . .
f 1
n f 1

n+1 . . . f 1
n+m

. . . . . . . . . . . .
f k
n−mk+1 f k

n−mk+2 . . . f k
nk+1

f k
n−mk+2 f k

n−mk+3 . . . f k
nk+2

. . . . . . . . . . . .
f k
n f k

n+1 . . . f k
n+m


.

Определим также функциональные матрицы-строки порядка 1× (m+ 1)

E(z) =
(

zm zm−1 . . . z 1
)
,

Em j(z) =
(

n−m j

∑
l=0

f j
l zm+l

n−m j+1
∑

l=0
f j
l zm+l−1 . . .

n j

∑
l=0

f j
l zl

)
.

Если к матрице Fn,−→m (f) в качестве последней строки добавить соответственно строки E(z), Em j(z) и(
f j
n+l f j

n+l+1 . . . f j
n+m+l

)
, то получим квадратные матрицы, определители которых обозначим

соответственно через D(n,−→m ;z), G j(n,−→m ;z) и d j
n,−→m ,l .

Если Hn,−→m (f) ̸= 0, то Fn,−→m (f) является матрицей полного ранга и тогда при подходящем
выборе нормирующего множителя знаменатели и числители дробей π j(z; f) и π̂ j(z; f) при j = 1, . . . ,k
могут быть представлены в виде [18]

Qm(z; f) = Q̂m(z; f) = D(n,−→m ;z) = det
[

F1 F2 . . . Fk E(z)
]T

, (5)

Pj(z; f) = P̂j(z; f) = G j(n,−→m ;z) = det
[

F1 F2 . . . Fk Em j(z)
]T

, (6)

кроме того,

Qm(z; f) f j(z)−Pj(z; f) =
∞

∑
l=1

d j
n,−→m ,lz

n+m+l . (7)

Если коэффициенты рядов (3) – действительные числа, то определители d j
n,−→m ,l принимают действи-

тельные значения, а Qm(z; f) и Pj(z; f) являются алгебраическими многочленами с действительными
коэффициентами [18]. Из (5)–(7) следует, что при j = 1, . . . ,k

f j(z)− π̂ j(z; f) =
∞

∑
l=1

d̂ j
n,−→m ,lz

n+m+l ,

в которых коэффициенты d̂ j
n,−→m ,l – действительные числа.
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3. Тригонометрические аппроксимации Эрмита–Паде и Эрмита–Якоби

Пусть ft = ( f t
1, ..., f t

k) – система тригонометрических рядов

f t
j(x) =

a j
0

2
+

∞

∑
l=1

(
a j

l cos lx+b j
l sin lx

)
, j = 1, . . . ,k, (8)

с действительными коэффициентами. Считаем, что ряды (8) сходятся при всех x ∈ R и каждый
ряд определяет функцию, заданную на всей действительной прямой.

Для системы ft существует [9] тождественно не равный нулю тригонометрический многочлен
Qt

m(x; ft) = Qt
n,−→m (x; ft), degQt

m ⩽ m, и такие тригонометрические многочлены Pt
j(x; ft) = Pt

n j,n,−→m
(x; ft),

degPt
j ⩽ n j, n j = n+m−m j, что для j = 1, ...,k

Qt
m(x; ft) f t

j(x)−Pt
j(x; ft) =

∞

∑
l=n+m+1

(
ã j

l cos lx+ b̃ j
l sin lx

)
. (9)

Определение 3.1. Если многочленыQt
m(x; ft),Pt

j(x; ft), j = 1, ...,k, удовлетворяют условиям (9),
то тригонометрические рациональные дроби

πt
j(x; ft) = πt

n j,n,−→m (x; ft) =
Pt

j(x; ft)

Qt
m(x; ft)

, j = 1, . . . ,k ,

будем называть тригонометрическими аппроксимациями Эрмита–Паде (совместными аппрокси-
мациями Эрмита–Фурье) для мультииндекса (n,−→m ) и системы ft.

Отметим, что условиями (9) тригонометрические аппроксимации Эрмита–Паде определяются,
вообще говоря, не однозначно. Задача нахождения условий, при которых они определяются
однозначно, подробно исследуется в работах [5; 9; 10].

Определим теперь тригонометрические аналоги аппроксимаций Эрмита–Якоби.
Определение 3.2. Рациональные функции

π̂t
j(x; ft) = π̂t

n j,n,−→m (x; ft) =
P̂t

j(x; ft)

Q̂t
m(x; ft)

, j = 1, . . . ,k ,

где Q̂t
m(x; ft) = Q̂t

n,−→m (x; ft), P̂t
j(x; ft) = P̂t

n j,n,−→m
(x; ft) – тригонометрические многочлены, степени ко-

торых соответственно не выше m и n j, n j = n+m−m j, будем называть тригонометрическими
аппроксимациями Эрмита–Якоби для мультииндекса (n,−→m ) и системы ft, если

f t
j(x)−

P̂t
j(x; ft)

Q̂t
m(x; ft)

=
∞

∑
l=n+m+1

(
â j

l cos lx+ b̂ j
l sin lx

)
, j = 1, . . . ,k.

В отличие от тригонометрических аппроксимаций Эрмита–Паде тригонометрические аппрок-
симации Эрмита–Якоби могут не существовать [2; 5; 14]. Известны примеры систем функций ft,
для которых тригонометрические аппроксимации Эрмита–Якоби существуют, но не являются
тригонометрическими аппроксимациями Эрмита–Паде [9; 11; 23].

Теорема 3.3. Предположим, что мультииндекс (n,−→m ), m ̸= 0, удовлетворяет условию
n ⩾ max{m j : 1 ⩽ j ⩽ k}, а f1 = ( f 1

1 , . . . , f 1
k ), ft1 = ( f t1

1 , . . . , f t1
k ) – две ассоциированные с fch1 системы

степенных и тригонометрических рядов. Тогда для существования тригонометрических аппрок-
симаций Эрмита–Якоби {π̂t

j(x; ft1)}k
j=1 достаточно, чтобы для системы степенных рядов f1

выполнялись следующие условия:
1) существуют алгебраические аппроксимации Эрмита–Якоби {π̂ j(z; f1)}k

j=1;
2) каждый степенной ряд f 1

j системы f1 имеет радиус сходимости R1
j > 1;

3) рациональные дроби π̂ j(z; f1), j = 1, . . . ,k, не имеют полюсов в D = {z : |z|⩽ 1}.
Если для системы f1 выполнены условия 1)–3), то при соответствующей нормировке для

всех j = 1, . . . ,k справедливы равенства:

Q̂t
m(x; ft1) = Q̂m(eix; f1) Q̂m(eix; f1) =

m

∑
l=0

ql cos lx,
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P̂t
j(x; ft1) = Re

{
P̂j(eix; f1) Q̂m(eix; f1)

}
=

n j

∑
l=0

p j
l cos lx,

f t1
j (x)− π̂t

j(x; ft1) =
∞

∑
l=n+m+1

d j
l cos lx,

где ql , p j
l , d j

l – действительные числа.
Теорема 3.4. Предположим, что мультииндекс (n,−→m ), m ̸= 0, удовлетворяет условию

n ⩾ max{m j : 1 ⩽ j ⩽ k}, а f2 = ( f 2
1 , . . . , f 2

k ), ft2 = ( f t2
1 , . . . , f t2

k ) – две ассоциированные с fch2 системы
степенных и тригонометрических рядов. Тогда для существования тригонометрических аппрок-
симаций Эрмита–Якоби {π̂t

j(x; ft2)}k
j=1 достаточно, чтобы для системы степенных рядов f2

выполнялись условия:
1) существуют алгебраические аппроксимации Эрмита–Якоби {π̂ j(z; f2)}k

j=1;
2) каждый степенной ряд f 2

j системы f2 имеет радиус сходимости R2
j > 1;

3) рациональные дроби π̂ j(z; f2), j = 1, . . . ,k, не имеют полюсов в D = {z : |z|⩽ 1}.
Если для системы f2 выполнены условия 1)–3), то при соответствующей нормировке для

всех j = 1, . . . ,k справедливы равенства:

Q̂t
m(x; ft2) = Q̂m(eix; f2) Q̂m(eix; f2) =

m

∑
l=0

q̂l cos lx, (10)

P̂t
j(x; ft2) = Im

{
P̂j(eix; f2) Q̂m(eix; f2)

}
=

n j

∑
l=0

p̂ j
l sin lx, (11)

f t2
j (x)− π̂t

j(x; ft2) =
∞

∑
l=n+m+1

d̂ j
l sin lx, (12)

где q̂l , p̂ j
l , d̂ j

l – действительные числа.
Замечание 3.5. Условия 2) и 3) в теоремах 3.3 и 3.4 не являются существенными в следу-

ющем смысле. Если они не выполнены, например, для f1, то можно перейти к другой системе
функций f1

r = ( f 1
1 (rz), . . . , f 1

k (rz)), для которой при достаточно малом r, 0 < r < 1, они будут
выполнены.

Замечание 3.6. В формулировках теорем 3.3 и 3.4 предполагается, что мультииндекс
удовлетворяет условию n ⩾ max{m j : 1 ⩽ j ⩽ k}. Это означает, что мы рассматриваем только
«верхнюю», часть общей тригонометрической таблицыПаде (см. [1, гл. 4, §1]), включая ее главную
диагональ. Это условие на мультииндекс позволяет существенно упростить нахождение явных
формул для аппроксимаций Эрмита–Паде и поэтому встречается в ряде работ, посвященных
данной тематике (см., например, [2; 8; 24–26]).

Остановимся только на доказательстве теоремы 3.4. Теорема 3.3 доказывается аналогич-
но. Так как выполнено условие 1) и коэффициенты рядов (2) действительные числа, то дроби
{π̂ j(z; f2)}k

j=1 определены, их числители и знаменатель являются многочленами с действительными
коэффициентами и в некоторой окрестности нуля

f 2
j (z)− π̂ j(z; f2) =

∞

∑
l=n+m+1

d̂ j
l zl, j = 1, . . . ,k. (13)

Выполнение условий 2) и 3) позволяет в качестве такой окрестности взять открытый круг с центром
в нуле, радиус которого больше 1. Очевидно, что f t2

j (x) = Im f 2
j (e

ix). Тогда, полагая в (13) z = eix,
а затем приравнивая мнимые части нового равенства, получим

f t2
j (x)− Im

{
π̂ j(eix; f2)

}
=

∞

∑
l=n+m+1

d̂ j
l sin lx. (14)

Покажем, что при n ⩾ max{m j : 1 ⩽ j ⩽ k}

π̂t
j(x; ft2) = Im

{
π̂ j(eix; f2)

}
. (15)
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Знаменатель Q̂m(z; f2) и числитель P̂j(z; f2) дроби π̂ j(z; f2) – алгебраические многочлены с действи-
тельными коэффициентами. Предположим, что они представляются в виде

Q̂m(z; f2) =
m

∑
l=0

q̂lzl, P̂j(z; f2) =
n j

∑
l=0

p̂ j
l zl.

Тогда при z = eix

Im
{
π̂ j(eix; f2)

}
=

1
2i

(
P̂j(eix; f2)

Q̂m(eix; f2)
−

P̂j(eix; f2)

Q̂m(eix; f2)

)
=

=
1
2i

∑
n j
l=0 p̂ j

l eilx
∑

m
s=0 q̂se−isx −∑

n j
l=0 p̂ j

l e−ilx
∑

m
s=0 q̂seisx

∑
m
s=0 q̂seisx ∑

m
l=0 q̂le−ilx = (16)

=
∑

n j
l=0 ∑

m
s=0 p̂ j

l q̂s sin(l − s)x
∑

m
s=0 ∑

m
l=0 q̂sq̂l cos(l − s)x

.

Если n ⩾ max{m j : 1 ⩽ j ⩽ k}, то n j ⩾ m. Поэтому тригонометрический многочлен, стоящий
в числителе дроби (16), имеет степень не выше n j, а многочлен, стоящий в знаменателе, имеет
степень не выше m. Отсюда и из (14) делаем вывод о том, что справедливо равенство (15). Тогда из
(14)–(16) вытекает справедливость равенств (10)–(12). Теорема 3.4 доказана.

4. Существование нелинейных аппроксимаций Эрмита–Чебышёва

Теоремы 3.3 и 3.4 позволяют найти достаточные условия, при которых существуют нелинейные
аппроксимации Эрмита–Чебышёва и описать их явный вид.

Теорема 4.1. Пусть n ⩾ max{m j : 1 ⩽ j ⩽ k}, m ̸= 0, а для системы f1 степенных рядов,
ассоциированных с системой fch1, выполняются условия 1)–3) теоремы 3.3. Тогда существуют
нелинейные аппроксимации Эрмита–Чебышёва первого рода {π̂ch1

j (x; fch1)}k
j=1 и для их знамена-

теля и числителей справедливы представления

Q̂ch1
m (x; fch1) = Q̂m(eiarccosx; f1) Q̂m(eiarccosx; f1),

P̂ch1
j (x; fch1) = Re

{
P̂j(eiarccosx; f1) Q̂m(eiarccosx; f1)

}
,

где многочлены Эрмита–Якоби Q̂m(z; f1), P̂j(z; f1) совпадают с многочленами Эрмита–Паде
Qm(z; f1), Pj(z; f1) и в том случае, когда определитель Hn,−→m (f1) ̸= 0, находятся по формулам (5),
(6), в которых f = f1.

Теорема 4.2. Пусть n ⩾ max{m j : 1 ⩽ j ⩽ k}, m ̸= 0, а для системы f2 степенных рядов,
ассоциированных с системой fch2, выполняются условия 1)–3) теоремы 3.4. Тогда существуют
нелинейные аппроксимации Эрмита–Чебышёва второго рода {π̂ch2

j (x; fch2)}k
j=1 и для их знамена-

теля и числителей справедливы представления

Q̂ch2
m (x; fch2) = Q̂m(eiarccosx; f2) Q̂m(eiarccosx; f2), (17)

P̂ch2
j (x; fch2) =

1√
1− x2

Im
{

P̂j(eiarccosx; f2) Q̂m(eiarccosx; f2)
}
, (18)

где многочлены Эрмита–Якоби Q̂m(z; f2), P̂j(z; f2) совпадают с многочленами Эрмита–Паде
Qm(z; f2), Pj(z; f2) и в том случае, когда определитель Hn,−→m (f2) ̸= 0 находятся по формулам (5),
(6), в которых f = f2.

Докажем теорему 4.2. Рассмотрим ассоциированную с системой fch2 систему ft2. Поскольку
выполняются условия теоремы 3.4, то существуют тригонометрические аппроксимации Эрмита–
Якоби {π̂t2

j (x; ft2)}k
j=1 и справедливы формулы (10)–(12). Заменим в этих равенствах x на arccosx, а

затем разделим почленно равенства (11) и (12) на
√

1− x2. Поскольку на отрезке [−1,1] справедливы
тождества

f t2
j (arccosx) =

√
1− x2 f ch2

j (x), j = 1, . . . ,k,
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то в результате получим

Q̂t
m(arccosx; ft2) = Q̂m(eiarccosx; f2) Q̂m(eiarccosx; f2) =

m

∑
l=0

q̂lTl(x),

1√
1− x2

P̂t
j(arccosx; ft2) =

1√
1− x2

Im
{

P̂j(eiarccosx; f2) Q̂m(eiarccosx; f2)
}
=

n j

∑
l=0

p̂ j
l Ul(x),

f ch2
j (x)− 1√

1− x2
π̂t

j(arccosx; ft2) =
∞

∑
l=n+m+1

d̂ j
l Ul(x).

Отсюда следует существование аппроксимаций Эрмита–Чебышёва {π̂ch2
j (x; fch2)}k

j=1 и справедли-
вость равенств (17), (18). Теорема 4.2 доказана. Теорема 4.1 доказывается аналогично.

Замечание 4.3. При k = 1 теорема 4.1 доказана в [2] (без описания явного вида аппрокси-
маций Паде–Чебышёва). Утверждения теоремы 4.2 являются новыми и представляют само-
стоятельный интерес в том числе в случае k = 1: нелинейные аппроксимации Паде–Чебышёва
второго рода в такой же мере, как и нелинейные аппроксимации Паде–Чебышёва первого рода
(см. [27–30]) могут быть востребованы в различных приложениях, а также при проведении
научных и технических расчетов (подробнее см. [2;31;32]). Отметим также, что для нелинейных
аппроксимаций Эрмита–Чебышёва второго рода задача нахождения условий их существования
до настоящего времени не исследовалась.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республики Бела-
русь в рамках Государственной программы научных исследований на 2021–2025 годы.
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24. De Bruin M. G. Convergence of the Padé table for 1F1(1;c;x) // K. Nederl. Akad. Wetensch.,
Ser. A. 1976. Vol. 79. P. 408–418.

25. Аптекарев А. И. Об аппроксимациях Паде к набору { 1F1(1,c;λi z)}k
i=1 // Вестник МГУ.

Сер. 1, Математика. Механика. 1981. № 2. С. 58–62.
26. Старовойтов А. П. Аппроксимации Эрмита–Паде функций Миттаг–Леффлера // Труды

Математического института имени В.А. Стеклова РАН. 2018. Т. 301. С. 241–258.
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