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Abstract. We consider the natural action of Galois groups of unramified Galois extensions of
number fields on finite Galois stable subgroups of GLn.

1. Введение

Существование глобальных полей с заданной группой Галуа для разных классов групп, а также
с предписанными локальными свойствами для ветвления возникает в связи с различными вопросами
теории чисел. В связи с этим можно отметить, к примеру, работы [1] и [2].

В этой статье мы рассматриваем некоторое неразветвленное расширение Галуа E/F конечной
степени d с группой Галуа Γ для числовых полей E и F , и конечной абелевой подгруппой G ⊂
⊂GLn(E) заданной экспоненты t, где мы предполагаем, чтоG устойчива относительно естественного
коэффициентного Γ-действия.

В данной работе OK обозначает максимальный порядок числового поля K, а F(G) обозначает
поле, которое получается присоединением к F всех матричных коэффициентов всех матриц g ∈ G.

Основная цель данной статьи – доказать существование абелевых Γ-устойчивых подгрупп G ⊂
⊂ GLn(R) для заданного n и заданного показателя t группы G (R обозначает некоторые дедекиндовы
подкольца E, но наиболее интересным случаем является R = OE) таких, что F(G) = E обеспечивает
некоторые разумные ограничения для фиксированного нормального расширения E/F и целые
числа n, t, d остаются верными. Установлена нижняя граница для возможных степеней n представле-
ний G: n ⩾C =C(E,F,d, t,h) такая, что ϕE(t)d ⩽C ⩽ ϕE(t)dh, где h – показатель группы классов
поля F ; ϕE(t) = [E(ζt) : E] – обобщенная функция Эйлера для поля E (ζt обозначает примитивный
t-корень из 1). Также доказано, что в некоторых случаях верхняя граница улучшаема (теорема 1,
части 1), 3), 4)), хотя нижняя граница C = ϕE(t)d ⩽ n не может быть улучшена (предложение 2).

Эти результаты имеют некоторые приложения к конечным арифметическим группам, их
когомологиям и положительно определенным квадратичным решеткам над кольцами целых чисел
в полях вполне вещественных чисел (см. [3–5]), например, обобщенный «принцип Хассе»: для
арифметических групп G определенного типа (GR является компактной), вполне вещественно-
го K/Q и Gal(K/Q)-устойчивой подгруппы GOK из GLn(OK) ядро естественного отображения
когомологий H1(Gal(K/Q),GOK ) → ∏v H1(Gal(Kv/Qv),Gv) тривиально. Некоторые результаты,
связанные с устойчивостью Галуа для порядков в конечномерных алгебрах, можно найти в [6]. Явная
конструкция вполне вещественных неразветвленных расширений полей полезна в этой ситуации.
Некоторые интересные конструкции неразветвленных и вполне вещественных (а также мнимых)
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числовых полей получены в статьях [7–10], см. также [11]; некоторые компьютерные вычисления
с использованием KANT и PARI могут быть полезны для этой цели (см., например, [8; 10]). Другая
конструкция вполне вещественных неразветвленных расширений, имеющих заданную группу Галуа,
приведена в теореме 3.

Статья организована следующим образом. Формулировки результатов приведены в разделе 2,
разделы 3, 4, 5 посвящены их доказательствам.

Большинство символов и обозначений, которые мы используем в этой статье, являются
традиционными. Q и Qp обозначают поле рациональных чисел и p-адических рациональных чисел.
Z и N обозначают кольцо рациональных целых чисел и натуральных чисел, R и C обозначают
поля действительных и комплексных чисел. GLn(R) обозначает общую линейную группу над R.
Мы пишем [E : F ] для степени расширения поля E/F . Максимальный порядок числового поля K
обозначается OK . В этой статье мы пишем Γ для групп Галуа, σ,γ ∈ Γ для элементов Γ. Мы пишем
ζt для примитивного t-корня из 1, ϕK(t) = [K(ζt) : K] обозначает обобщенную функцию Эйлера
для поля K, Im обозначает единичную (m×m)-матрицу, detM является определителем матрицы M.
Если G – конечная линейная группа, F(G) обозначает поле, полученное присоединением к F всех
матричных коэффициентов всех матриц g ∈ G. Для Γ, действующего на G, и любых σ∈ Γ и g ∈ G мы
пишем gσ для образа g под действием σ. KΓ обозначает подполе Γ-устойчивых элементов поля K,
dimKA обозначает размерность K-алгебры A над полем K, Mn(R) – полную матричную алгебру над R.

2. Результаты

Пусть E обозначает конечное расширение поля алгебраических чисел F , отличное от F . Пусть
O′

E обозначает пересечение колец нормирования всех разветвленных простых идеалов в кольце
OE, и пусть O′

F = F ∩O′
E.

Поскольку кольца O′
E и O′

F полулокальны, известно, что они являются областями глав-
ных идеалов.

Теорема 1. Пусть d > 1, t > 1 будут заданы рациональные целые числа, и пусть E/F
будет нормальным неразветвленным расширением полей алгебраических чисел степени d с груп-
пой Галуа Γ.

1) Если n ⩾ ϕE(t)d, существует конечная абелева Γ-устойчивая подгруппа G ⊂ GLn(O′
E)

экспоненты t такая, что E = F(G).
2) Если n ⩾ ϕE(t)dh и h – показатель группы классов группы F , существует конечная

абелева Γ-устойчивая подгруппа G ⊂ GLn(OE) показателя t такая, что E = F(G).
3) Если n ⩾ ϕE(t)d и h взаимно просты с n, то G, указанная в 1), сопряжена в GLn(F)

с подгруппой группы GLn(OE).
4) Если d нечетно, то G, заданная в 1), сопряжена в GLn(F) с подгруппой в GLn(OE).
Во всех приведенных выше случаях G может быть построена как группа, порожденная

матрицами gγ,γ ∈ Γ для некоторого g ∈ GLn(E).
Результаты, связанные с устойчивостью Галуа конечных групп в ситуациях, подобных нашей,

возникают в теории определенных квадратичных решеток, арифметических групп и когомологий
Галуа. Точнее, пустьE – вполне вещественное числовое поле,H – алгебраическая подгруппа вGLn(C),
определенная над подполем F в E. Если H определена в следующем смысле: вещественная группа
Ли H(R), подгруппа R-точек, компактна, то подгруппа H(OE) OE-точек H является конечной
Γ-устойчивой подгруппой, и последнее условие имеет некоторые интересные следствия ([3; 4; 12],
см. также [13]). Эти результаты также тесно связаны с некоторыми аспектами целочисленных
представлений конечных групп, см. [4;14;15]. В нашем контексте мы изучаем, можно ли реализовать
заданное полеE, нормальное надF , как полеE =F(G) в обоих случаяхG⊂GLn(O′

E) иG⊂GLn(OE),
и если это так, каковы возможные порядки n матричных реализаций и структура G.

Теорема 1 дает положительный ответ на вопрос: можно ли реализовать любое нормальное
неразветвленное расширение числового поля E/F как E = F(G) для некоторого G ⊂ GLn(OE) при
условии n ⩾ ϕE(t)dh. Мы доказываем, что любое конечное нормальное расширение поля E/F
может быть получено как F(G)/F , если n ⩾ ϕE(t)d для некоторого G ⊂ GLn(E). Фактически, мы
строим некоторые алгебры Галуа в смысле [16] и устанавливаем нижние границы для их возможных
размерностей n. В предложении 2 доказано, что ограничения для заданных целых чисел n, t и d
в теореме 1 не могут быть улучшены.
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Предложение 2. Пусть E/F – заданное нормальное расширение полей алгебраических чисел
с группой Галуа Γ, [E : F ] = d, и пусть G ⊂ GLn(E) – конечная абелева Γ-устойчивая подгруппа
экспоненты t такая, чтоE =F(G) и n – минимально возможное. Тогда n= dϕE(t) иG неприводима
относительно сопряжения в GLn(F). Более того, если G имеет минимально возможный порядок,
то G – группа типа (t, t, ..., t) и порядка tm для некоторого положительного целого числа m ⩽ d.

Условия следующей теоремы рассматривались Л. Море-Байи [7] в более общей ситуации.
В общем случае существование глобальных полей с заданной группой Галуа и предписанными
локальными свойствами для ветвления является довольно тонким вопросом. Л. Море-Байи доказал
существование относительных расширений числовых полей с заданной локальной структурой
ветвления над заданным множеством простых делителей и неразветвленных в других местах.
Однако наша конструкция в теореме 3 дает вполне вещественные неразветвленные расширения
более явным и простым способом.

Теорема 3. Для данной конечной группы Γ существует бесконечно много нормальных
неразветвленных расширений вполне вещественных полей E/F , имеющих группу Галуа Γ.

3. Доказательство теоремы 1

Доказательство теоремы 1. Для любого расширения числового поля L/L1 оба кольца O′
L

и O′
L1

являются полулокальными, поэтому они являются кольцами главных идеалов, и O′
L имеет

базис над O′
L1
. Начнем с доказательства 1). Для заданного базиса w1,w2, ...,wn из O′

E над O′
F мы

намерены построить матрицу g = [gi j]i, j = ∑
d
i=1 Biwi и попарно коммутирующие матрицы Bi таким

образом, чтобы нормальное замыкание поля F(g11,g12, ...,gnn) над F совпадало с E и, таким образом,
группа G, порожденная gσ,σ ∈ Γ, является абелевой Γ-устойчивой группой экспоненты t. Во-первых,
мы определяем собственные значения, которые должны иметь матрицы Bi, если g имеет заданный
набор собственных значений. Собирая заданные собственные значения попарно коммутирующих
полупростых матриц и используя регулярное представление, мы строим Γ-устойчивую абелеву
группу G для целых параметров, указанных в предложении.

Доказательство 1) используется в доказательстве остальной части теоремы. Фактически,
некоторые результаты из теории представлений порядков в полупростых алгебрах (см. [17, § 75])
применяются к порядку D = OF[B1,B2, . . . ,Bd]⊂ A внутри F-алгебры A = F [B1,B2, . . . ,Bd ]. Утвер-
ждения 2), 3) и 4) заключаются в том, что конструкция представления G, заданная в 1), может быть
реализована над OE без использования целочисленного базиса O′

E над O′
F (в общем случае кольцу OE

не требуется базис над OF). Этого можно достичь, используя теорему Штейница–Шевалле для
модулей над кольцами Дедекинда, которая применяется к порядку D или прямой сумме его копий,
а также один результат Шура для 3) и результат, доказанный Фрелихом [18] для 4).

Доказательство 1). В нашем доказательстве мы рассматриваем два разных случая.
Случай 1. Мы предполагаем, что F(ζt) и E линейно не пересекаются над F и [E : F ] = d. В этом

случаеϕE(t)=ϕF(t). Пустьw1 = 1,w2, ...,wd будет базисомO′
E надO′

F, и пустьΓ будет группой Галуа
E(ζt) над F(ζt). Пусть g будет полупростой (d×d)-матрицей с собственными значениями ζt ,1, ...,1.
Используя разложение g = B1 +w2B2 + ...+wdBd , мы можем построить матрицы Bi, i = 1,2, ...,d,
и мы можем доказать, что группа G, порожденная gγ,γ ∈ Γ, является абелевой Γ-устойчивой
группой экспоненты t. Рассмотрим матрицуW = [wσ j

i ]i, j для {σ1 = 1,σ2, ...,σd}= Γ. Поскольку E/F
неразветвлен, detW является единицей O′

E. Обозначим через Wi матрицу W , i-й столбец которой
заменен на d выбранных собственных значений ζt ,1, ...,1 g. Мы можем вычислить

λi =
detWi

detW
и построить матрицы Bi как регулярное представление Bi = R(λi) λi ∈ O′

E[ζt] в базисе w1,w2, . . . ,wd
расширения кольца O′

E[ζt] ⊃ O′
F[ζt], которое получается путем присоединения ζt к основному

кольцу. Пусть αi j будут коэффициентами обратной матрицы W−1 = [αi j]i, j. Тогда α
σ j
i1 = αi j и

λi = (ζt −1)αi1 для i ̸= 1, и λ1 = 1+(ζt −1)α11. Так что λ
σ j
i = (ζt −1)ασ j

i1 = (ζt −1)αi j для i ̸= 1, и
λ
σ j
1 = (ζt −1)ασ j

11 +1 = (ζt −1)α1 j +1. Поскольку любое линейное отношение

k1(λ1 −1)+
d

∑
i=2

kiλi = 0, ki ∈ F(ζt), i = 1,2, ...,d
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подразумевает линейное отношение

k1(λ
σ j
1 −1)+

d

∑
i=2

kiλ
σ j
i = 0, ki ∈ F(ζt), i = 1,2, ...,d

для всех σ j ∈ Γ, это также означало бы detW−1 = 0, что невозможно. Следовательно, λ1 −1,
λ2, ...,λd генерируют поле E(ζt) над F(ζt), и поэтому B1 − Id ,B2, ...,Bd генерируют F(ζt)-диапазон
F(ζt)[B1, ...,Bd ] над F(ζt).

Обратите внимание, что Bi можно выразить как линейную комбинацию gσi , i = 1,2, ...,d,
с коэффициентами в E: Bi = ∑

d
j=1αi jgσ j . Это можно получить из системы матричных уравнений

gσ j =
d

∑
i=1

wσ j
i Bi, j = 1,2, ...,d,

если рассматривать Bi как неопределенности. Поскольку G имеет показатель t, F(ζt) является
полем расщепления для G, группы, порожденной всеми gσ,σ ∈ Γ. Следовательно, размерность
E(ζt)-пространства E(ζt)G = E(ζt)⊗F(ζt) F(ζt)G над E(ζt) равна d, и поэтому размерность F(ζt)-
пространства F(ζt)G также равна d.

Обозначим через E ′ образ E(ζt) при регулярном представлении E(ζt) над F(ζt) в базисе
w1, . . . ,wd . Тогда A = E(ζt)G = E(ζt)⊗F(ζt) F(ζt)G, E(ζt)-оболочка G является E ′-алгеброй Галуа
в смысле [16], т. е. это ассоциативная и коммутативная отделимая E ′-алгебра, имеющая нормальный
базис. Мы можем выбрать идемпотенты

εi =
1

ζt −1
(gσ j − Id), j = 1,2, ...,d,

как нормальный базис A над E ′, так что ε j = ε
σ j
1 .

У нас естьF(ζt)G=F(ζt)[< gσ1 , ...,gσd >] =F(ζt)[(g−Id)
σ1 , ...,(g−Id)

σd ], и dimF(ζt)F(ζt)G=
= d. Поскольку длина орбиты M = [mi j] = (g− Id) под действием Γ равна d, мы можем использовать
коэффициентыматрицMσi , i= 1,2, ...,d, чтобыпостроить элементθ=∑i, j ki jmi j, ki j ∈F(ζt), который
генерирует нормальный базис E(ζt)/F(ζt). Следовательно, для любого заданного α ∈ E(ζt) мы
имеем α = ∑i kiθ

σi для некоторого ki ∈ F(ζt).
Следовательно, наш выбор собственных значений подразумевает, что F(ζt)(G) = E(ζt).
Теперь мы можем применить регулярное представление RF матрицы O′

F[ζt] над O′
F к матрицам

M = [mi j]i, j, mi j ∈ O′
F[ζt] следующим образом: RF(M) = [RF(mi j)]i, j. Таким образом, используя

RF для всех компонентов матриц Bi ∈ Mn(F(ζt)), мы можем получить абелеву подгруппу G ⊂
⊂ GLn1(E),n1 = [F(ζt) : F ]d экспоненты t, которая Γ-устойчива, если мы определим изоморфные
группы Галуа расширений E/F и E(ζt)/F(ζt). Мы снова имеем dimFFG = dimEEG, E снова
является алгеброй Галуа, и F(G) = E. Теперь, используя естественное вложение G в GLn(E),n ⩾ n1,
мы завершаем доказательство теоремы 1 в случае 1).

Случай 2. В силу случая 1 мы можем рассмотреть случай, когда пересечение F0 = E ∩F(ζt) ̸=
̸= F . Мы можем использовать регулярное представление R O′

E над O′
F. Пусть Γ0 = {σ′1,σ′2, ...,σ′d}

будет множеством некоторых расширений элементов Γ = {σ1,σ2, ...,σd} до E(ζt)/F , и пусть w1 =
= 1,w2, ...wd будет базисомO′

E надO′
F. Итак, мыможем использовать наши предыдущие обозначения

и применить аналогичный аргумент, как в случае 1 доказательства, для построения g = ∑
d
i=1 Biwi и

матриц Bi как регулярных представлений R0 собственных значений

λi =
detWi

detW
=
ϕE (t)

∑
j=1

λi jζ
j, i = 1,2, ...,d,

следующим образом: мы рассматриваем

Bi = R0(λi) =
ϕE (t)

∑
j=1

R(λi j)ζ
j,

где R – регулярное представление O′
E над O′

F. Мы также имеем λσ
′
j

1 =α1 j +1,λ
σ′j
i =αi j для j = 2, ...,d.

Теперь, если у нас есть какая-либо линейная связь между строками матрицы [αi j(ζ
σ′j
t −1)]i, j, это
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будет означать линейную связь между ее столбцами, и поэтому столбцы W−1 = [αi j] линейно
зависимы, и detW−1 = 0, что является противоречием. Итак, снова получаем, что λ1 −1,λ2, ...,λd
линейно независимы над F , поэтому dimFFG′ = dimFF [B1 − Id ,B2, ...,Bd ] = dimEEG′ = d для G′,
порожденного gσ

′
i , i= 1,2, ...,d. Как и ранее, мыможем рассмотреть регулярное представлениеRE(Bi)

для коэффициентов матриц Bi в расширении кольца O′
E[ζt]⊃ O′

E. Итак, получаем g0 = ∑
d
i=1 RE(Bi)wi,

и можем взять группуG, порожденную всеми gσi
0 , i= 1,2, ...,d. Так как [E(ζt) : F ] = [E(ζt) : E][E : F ] =

=ϕE(t)d, то порядок n =ϕE(t)d совпадает с целым числом, требуемым в формулировке теоремы 1.
Таким образом, мы можем построить Γ-стабильную группу G, удовлетворяющую условиям 1)
в теореме 1.

Доказательство 2). Рассмотрим OF-порядок D = OF[B1,B2, . . . ,Bd] ⊂ A в полупростой F-
алгебре A = F [B1,B2, . . . ,Bd ], где Bi – это (n′× n′)-матрицы, взятые из 1). Используя нашу кон-
струкцию Bi, мы можем предположить n′ = ϕE(t)d. Пусть M будет соответствующим модулем
представления в n′-мерном F-векторном пространстве V . Мы утверждаем, что матрицы Bi из 1)
могут быть реализованы над OF путем взятия прямой суммы h копий OF-модуля M. Мы можем
использовать теорему Штейница–Шевалле (см., например, [17]) для M, чтобы получить разложение:
M = v1OF+v2OF+ · · ·+vn′−1OF+vn′aOF для некоторых элементов v1,v2, . . . ,vn′ ∈V и некоторого
дробного идеала a множества OF. Взяв прямую сумму M1 = ⊕M h копий M, мы заключаем, что
класс Штейница M1 равен ah, поэтому он тривиален, и M1 становится свободным OF-модулем:
M1 = c1OF + c2OF + · · ·+ chn′OF для некоторых элементов c1,c2, . . . ,chn′ ∈ FM1. Следовательно,
матрицы B′

1 =⊕h
1B1,B′

2 =⊕h
1B2, . . . ,B′

d =⊕h
1Bd (h копий Bi) GLn(F)-сопряжены к матрицам, содер-

жащимся в GLhn′(OF) (мы можем рассмотреть n = hdϕE(t) на мгновение, а затем распространить
результат на любые n⩾ hdϕE(t), взяв прямые суммы). Мы можем заключить, что все матрицы gσ,σ∈
∈ Γ также сопряжены в GLn(F) с матрицами, содержащимися в GLn(OE). Поскольку G порождается
этими матрицами, мы получаем утверждение 3) для матриц порядка hdϕE(t). Для распространения
этого результата на произвольные n ⩾ hdϕE(t) мы можем зафиксировать положительные целые
числа k и r с n = khdϕE(t)+r,r < hdϕE(t) и взять прямую сумму k копий построенной реализации G
и r копий единичных представлений. Это завершает доказательство 2).

Доказательство 3). Это следует из утверждения (75.5) в [17], примененного к порядку
D = OF[B1,B2, . . . ,Bd]⊂ A в F-алгебре A = F [B1,B2, . . . ,Bd ]. Так как все матрицы Bi, i = 1,2, . . . ,d,
сопряжены вGLn(F) с матрицами, содержащимися вGLn(OF) (здесь можно рассмотреть n= dϕE(t)),
то мы заключаем, что все матрицы gσ,σ ∈ Γ, также сопряжены в GLn(F) с матрицами из GLn(OE).
Так как G порождается этими матрицами, то получаем утверждение 3).

Доказательство 4). По [18], теореме 4.3, в любом нормальном неразветвленном расширении
числовых полей нечетной степени кольцо целых чисел имеет свободный базис. В нашем случае
OE = w1OF +w2OF + · · ·+wdOF для некоторых w1,w2, . . . ,wd . Поэтому матрицы Bi, i = 1,2, . . . ,d,
сопряжены в GLn(F) матрицам из GLn(OF), и наш аргумент 1) может быть непосредственно
применен к кольцам OE и OF вместо O′

E и O′
F. Это означает, что G сопряжена в GLn(F) подгруппе

GLn(OE), как и утверждалось.
Это завершает доказательство теоремы 1.

4. Доказательство предложения 2

Доказательство предложения 2. Мы можем использовать доказательство теоремы 1.
Пусть G ⊂ GLn(E) – группа, заданная в формулировке предложения 2, и пусть n – минимально

возможное. Тогда мы имеем следующее разложение E-оболочки A = EG:

A = ε1A+ε2A+ ...+εkA

для некоторых примитивных идемпотентов ε1, ...,εk группы A. εi сопряжены под действием группы
Галуа Γ = {σ1, ...,σd}. Ибо если сумма εσ j

i , j = 1,2, ...,d, не равна In, то In = e1 + e2 для e1 = ε
σ1
1 +

+ ...+εσd
1 и e2 = In − e1, и e1,e2 фиксируются Γ, так что e1,e2 сопряжены в GLn(F) до диагональной

формы. Поскольку любой из 2 компонентов eiG имеет ранг меньше n, существует матричная группа,
удовлетворяющая условиям предложения 2 степени меньше n.

Следовательно, εi = ε
σi
1 , k = d и идемпотенты ε1, ...,εd образуют нормальный базис A. Но

ранг матрицы εi не меньше, чем ϕE(t). Действительно, εiG содержит элемент εig, для некоторого
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g ∈ G порядка t такого, что (εig)t = εi, но (εig)k ̸= εi для k < t. Мы можем найти g ∈ G следующим
образом. Так как In = ε1 + ...+εk для любого h ∈ G порядка t существует ε j такой, что (ε jh)t = ε j,
но (ε jh)k ̸= ε j для k < t, и то же свойство выполняется для ε jh с любым σ ∈ Γ. Тогда, используя
свойство нормального базиса εk = ε

σk
1 , мы можем взять g = hσ

−1
j σi .

Таким образом, неприводимая компонента εiG определяет точное неприводимое представле-
ние циклической группы, порожденной g. Но если T : C → GLr(E) является точным неприводимым
представлением циклической группы C, порожденной элементом g порядка t, то его степень r
равна ϕE(t). Из этого следует, что ранг матриц εi равен ϕE(t). Таким образом, размерность A
над E равна ϕE(t)d.

Если G порождается gγ, γ ∈ Γ, и его порядок минимален, Γ-устойчивость подразумевает,
что g имеет d сопряженных относительно Γ-действия, и поэтому G является абелевой группой
экспоненты t и порядка tm для некоторого положительного целого числа m ⩽ d. Это завершает
доказательство предложения 2.

5. Доказательство теоремы 3

Доказательство теоремы 3. Во-первых, будет построено вполне вещественное расшире-
ние L/Q степени n. Для этой цели мы можем зафиксировать простые числа q1,q2,q3 таким образом,
что q1 и a являются взаимно простыми, и выбрать многочлен H(x) = (x−a1q1)(x−a2q2) . . .(x−
−anqn)+aq1, группа которого имеет транспозицию и один или 2 множителя нечетной степени по
модулю q2, (n−1)-цикл по модулю q3 для целых чисел ai, достаточно больших по сравнению с |q1a|
и малых по сравнению с |ai −a j|, i ̸= j, таких, что все корни H(x) являются действительными. Поле
расщепления H(x) вполне действительно, а его группа Галуа является симметрической группой Sn.
Следовательно, L имеет подполе L степени n над Q.

Зафиксируем множество R всех простых чисел, разветвленных в L/Q.
Рассмотрим следующие условия:
1) F(x) = (x− b1 p1)(x− b2 p1) . . .(x− bn p1)+ p1b;
2) b1,b2, . . . ,bn ∈ Z различны, и p1 не делит b; 2bn < (∏n

j=1( j ̸=i) |bi −b j|)pn−2
1 для i = 1, . . . ,n;

3) F(x) имеет транспозицию и 1 или 2 множителя нечетной степени по модулю p2;
4) F(x) имеет (n− 1)-цикл по модулю p3;
5) p1, p2, p3 – простые числа, не содержащиеся в R∪q, а q /∈ R – простое число, сравнимое

с 1 по модулю n.
Условия 1) и 2) гарантируют неприводимость F(x), поскольку F(x) – многочлен Эйзенштейна,

а также все корни F(x) действительны. Действительно, коэффициент при xn−1 в xnF(1/x+bi p1)
равен ∏

n
j=1( j ̸=i)(bi p1 −b j p1). Следовательно, для корней x1,x2, . . . ,xn уравнения F(x) справедливо

следующее равенство:∣∣∣∣ 1
x1 −bi p1

+
1

x2 −bi p1
+ . . .

1
xn −bi p1

∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∏

n
j=1( j ̸=i) |bi p1 −b j p1|

bp1

∣∣∣∣∣ ,
и поэтому

|xki −bi p1|⩽
nbp1

∏
n
j=1( j ̸=i) |bi p1 −b j p1|

при условии |xki − bi p1| ⩽ |x j − bi p1| для всех j ̸= ki.
Теперь, если 2nbp1 < ∏

n
j=1( j ̸=i) |bi p1 − b j p1|, то |xki − b j p1| ⩽ 1

2 , и все корни xki содержат-
ся в окружностях радиуса 1

2 с различными центрами b j p1, поэтому среди xki нет комплексно
сопряженных.

Условия 3) и 4) подразумевают совпадение группы Галуа F(x) и симметрической группы Sn.
Из теоремы плотности Фробениуса ([19], см. также [20], теорема 42) следует, что заданный

многочлен имеет ту же факторизацию, соответствующую перестановке заданного типа цикла
по модулю бесконечного числа простых чисел. Следовательно, существует целое число M, не
делящееся на p1, p2, p3,q и простые числа из R, такое, что сравнение

6) f (x) ≡ F(x)(modM) влечет, что группа Галуа f (x) равна Sn.
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Пусть K будет полем разложения f (x). Тогда q-круговое поле Q(ζq) имеет подполе степени n
над Q, которое может быть определено как поле разложения целочисленного многочлена k(x). По
лемме Краснера существует t1 ∈ N такое, что сравнения

7) f (x)≡ H(x)(modpt1) для всех p ∈ R подразумевают совпадение локализаций: LQp = KQp
для p ∈ R. Если максимальное абелево подполе Kab поля K не является Q, то Kab = Q(

√
r) для

некоторого r ∈ Z, и для достаточно большого целого числа t2 сравнение
8) f (x)≡ k(x)(modqt2) подразумевает K∩L =Q, рассматривая разветвление в q. Но составной

KL не разветвлен над K, потому что LQp = KQp для всех простых чисел p, разветвленных в L.
Мы можем найти многочлен f (x), удовлетворяющий условиям 1)–8), так что его корни

действительны, согласно 2). Действительно, используя теорему о слабой аппроксимации (или
китайскую теорему о напоминании), мы можем удовлетворить 1) и 3)–8), и в факторизации f (x) =
= (x−c1)(x−c2) . . .(x−cn)+c0 ci можно увеличить, добавив несколько кратных модулей сравнений
3)–8), чтобы сделать ci, i = 1, . . . ,n, достаточно большим по сравнению с c0 и малым по сравнению
с |ci − c j|, i ̸= j (i, j ̸= 0). Следовательно, поля E = LK и K вполне вещественны, а расширение E/K
неразветвлено, нормально, и его группа Галуа равна Sn. По теории Галуа, для заданной конечной
группы Γ ⊂ Sn (для подходящего n) существует нормальное подрасширение E/F , где F = EΓ

является подполем Γ-неподвижных элементов E, которое также неразветвлено и имеет Γ в качестве
группы Галуа. Это замечание завершает доказательство теоремы 3.

Автор благодарен рецензенту за полезные замечания, которые способствовали улучше-
нию работы.
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