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Аннотация. В работе построены локальные экраны классов групп, определяемых систе-
мами обобщенно субнормальных подгрупп в случае, когда эти классы локальны. Найдены
условия, при которых класс групп, определяемый системой обобщенно субнормальных
подгрупп, является формацией Фиттинга.
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Abstract. The canonical locals definitions of the classes of groups defined by the systems
of generalized subnormal subgroups in the case when these classes are local are constructed
in the paper. Conditions are found under which a class of groups defined by a system of
generalized subnormal subgroups is a Fitting formation.

Введение. Рассматриваются только конечные группы. Хорошо известно, что группа нильпо-
тентна тогда и только тогда, когда все ее силовские (или циклические примарные, или максимальные)
подгруппы субнормальны. Напомним [1], что подгруппа H группы G называется P-субнормальной,
если H = G или найдется цепь подгрупп H = H0 < H1 < · · ·< Hn = G такая, что |Hi : Hi−1| – простое
число для любого 1 ⩽ i ⩽ n. Известную теорему Хупперта можно переформулировать следующим
образом: группа сверхразрешима тогда и только тогда, когда все ее максимальные подгруппы
P-субнормальны. Однако P-субнормальность всех силовских [1] или циклических примарных [2]
подгрупп не приводит к сверхразрешимости группы. Тем не менее, оба этих случая приводят
к классам групп, близким по свойствам к сверхразрешимым. Одним из важнейших обобщений
понятия субнормальной подгруппы является понятие F-субнормальной подгруппы, разработанное
Т. О. Хоуксом [3] и Л. А. Шеметковым [4, c. 90].

Определение 1. Пусть F – непустая формация. Подгруппа H группы G называется F-суб-
нормальной в G, если либо H = G, либо существует максимальная цепь подгрупп H = H0 ⊂ H1 ⊂
⊂ . . .⊂ Hn = G такая, что Hi/CoreHi(Hi−1) ∈ F для i = 1, . . . ,n. Обозначается HF-snG.

Отметим, что в случае, когдаF – наследственнаяформация, слово «максимальная» может быть
опущено в предыдущем определении. Если G – разрешимая группа, то подгруппа является субнор-
мальной (соотв. P-субнормальной) тогда и только тогда, когда онаN-субнормальна (U-субнормальна,
см. [1, лемма 1.4]). Теория F-субнормальных подгрупп изложена в монографиях [5; 6].

В настоящее время активно изучаются классы и структура групп, определяемые системами
обобщенно субнормальных подгрупп [1; 2; 7–14]. В работе [14] автором было предложено в качестве
такой системы рассматривать все подгруппы из данного насыщенного гомоморфа. Ряд ситуаций
из указанных работ является частным случаем данного подхода.
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Определение 2 [14, определение 1.2]. Пусть F – класс групп и H – насыщенный гомоморф.
Через fH(F) будем обозначать класс групп, у которых все H-подгруппы F-субнормальны.

Данный подход тесно связан с методом экстремальных классов, появившимся в работах
Р. Картера, Б. Фишера и Т. Хоукса [15] для разрешимых групп, и распространенного на неразрешимые
группы в работах В. Н. Семенчука [16] и А. Ф. Васильева [17]. Напомним [4, определение 25.1],
что класс групп X называется экстремальным, если он является насыщенным гомоморфом и из
G/N ∈X, гдеN – единственная минимальная нормальная подгруппаG, следует, чтоG∈X. Напомним
также [4, определение 25.2], что через FX обозначается класс групп, у которых все X-подгруппы
принадлежат F. В работах [15–17] исследовался локальный экран (при его наличии) класса FX,
где F – насыщенная формация и X – экстремальный класс групп.

Теорема 3. Пусть H – насыщенный гомоморф и F – наследственная насыщенная формация.
Тогда F⊆ fH(F)⊆ FH. Причем, если H – экстремальный класс групп, то fH(F) = FH.

В [14] было установлено, что если H – насыщенный гомоморф и F – наследственная насы-
щенная формация, то класс fH(F) является наследственной насыщенной формацией. По теореме
Гашюца–Любизедер–Шмида он является и локальной формацией. Важной характеристикой ло-
кальной формации, кодирующей информацию о структуре групп из этой формации, является ее
(максимальный внутренний) локальный экран. Ниже мы его и вычисляем.

Теорема 4. Пусть H – насыщенный гомоморф и F – максимальный внутренний локальный
экран наследственной насыщенной формации F. Тогда T – максимальный внутренний локальный
экран формации fH(F), где T (p) = fH(F)∩F(p)H для любого p ∈ P.

В работе [12] изучался класс wπF групп с F-субнормальными силовскими π-подгруппами и
единичной группой для наследственнойформацииF. Заметим, что в этом случае не только силовские
π-подгруппы, но и все примарные π-подгруппы будут F-субнормальными. С другой стороны,
F-субнормальность всех примарных π-подгрупп влечет и F-субнормальность всех силовских
π-подгрупп. Итак, wπF = fH(F), где H – класс всех примарных π-групп. Тогда из теоремы 4
напрямую вытекает

Следствие 4.1 [12, теорема 3.6]. Пусть F – наследственная насыщенная формация, h – ее
максимальный внутренний локальный экран, π ⊆ P и

h∗π(p) = (G | 1 F-sn G,Q F-sn G и Q ∈ h(p) для любой Q ∈ Sylq(G) и q ∈ π∩π(G)).

Тогда wπF= LF( f ), где f – максимальный внутренний локальный экран формации wπFтакой, что

f (p) =

{
h∗π(p), если p ∈ π(F),
∅, если p ∈ P\π(F).

В работе [13] изучался класс vπF групп с F-субнормальными циклическими примарными
π-подгруппами (здесь мы считаем 1 циклической примарной группой) для наследственной фор-
мации F. Заметим, что vπF = fH(F), где H – класс всех циклических примарных π-групп. Тогда
из теоремы 4 напрямую вытекает

Следствие 4.2 [13, теорема D]. Пусть F= LF(F) – наследственная локальная формация и
F – ее максимальный внутренний локальный экран. Тогда vπF= LF(H) – локальная формация,
где H – ее максимальный внутренний локальный экран и H(p) = (G| все циклические примарные
π-подгруппы G принадлежат F(p) и F-субнормальны в G) для любого p ∈ P.

В работе [18, теорема 2.6] были описаны все наследственные насыщенные формации Фиттинга
разрешимых групп F= wF. Естественным является вопрос: когда класс fH(F) является формацией
Фиттинга? Используя теорему 4, мы даем ответ на этот вопрос для наследственных насыщенных
формаций разрешимых групп F и насыщенных гомоморфов H, состоящих из примарных групп.

Теорема 5. Пусть F – наследственная насыщенная формация разрешимых групп и H –
насыщенный гомоморф, состоящий из примарных групп. Тогда и только тогда, fH(F) является
формацией Фиттинга, когда H∩Gπ(F(p)) ⊆ F(p) для любого p ∈ π(F), где F – максимальный
внутренний локальный экран F.

Следствие 5.1. Пусть F – наследственная насыщенная формация разрешимых групп и F –
максимальный внутренний локальный экран. Тогда и только тогда vF – формация Фиттинга,
когда F(p) содержит все абелевы π(F(p))-группы для любого p ∈ π(F).
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Следствие 5.2. Пусть F – наследственная насыщенная формация разрешимых групп и F –
максимальный внутренний локальный экран. Тогда и только тогда wF – формация Фиттинга,
когда F(p) содержит все нильпотентные π(F(p))-группы для любого p ∈ π(F).

Предварительные результаты. Используются стандартные обозначения и терминология,
которые можно найти в [4; 5]. Напомним некоторые понятия и обозначения, существенные в данной
работе. Через π(G) обозначается множество всех простых делителей порядка группы G; π(F) –
множество всех простых делителей порядков групп из класса F; группа G называется π-группой,
если π(G) ⊆ π; Zp – циклическая группа простого порядка p; если H – подгруппа G, то через
CoreG(H) обозначается наибольшая нормальная подгруппа G, содержащаяся в H; Φ(G) – подгруппа
Фраттини группы G; Oπ(G) – наибольшая нормальная π-подгруппа G для π⊆ P; Soc(G) – цоколь G,
т. е. произведение всех минимальных нормальных подгрупп G; AwrB – регулярное сплетение групп
A и B; G = N ⋊M – полупрямое произведение подгрупп M и N (N ⊴ G и N ∩M = 1); Gπ (Nπ) –
класс всех (нильпотентных) π-групп, где π ⊆ P.

Класс групп H называется гомоморфом, если каждая факторгруппа любой группы из H
принадлежит H. Гомоморф F называется формацией, если из H/A ∈ F, H/B ∈ F всегда следует, что
H/A∩B ∈ F. Класс групп H называется насыщенным, если из G/N ∈ H и N ⩽ Φ(G) всегда следует,
что G ∈ H. Класс групп X называется (соотв. нормально) наследственным, если X вместе с каждой
группой содержит всякую ее (соотв. нормальную) подгруппу. Классом Фиттинга называется
нормально наследственный класс группX, содержащий группы, представленные в виде произведения
нормальных X-подгрупп.

ПустьF – непустая формация. ЧерезGF обозначаетсяF-корадикал группыG, т. е. наименьшая
нормальная подгруппа группы G, для которой G/GF ∈ F.

ПустьF иK – формации. ЕслиK=∅, то положимFK=∅. ЕслиK ̸=∅, то обозначим черезFK
класс всех тех групп G, для которых GK ∈ F. Известно [2, c. 11], что класс FK является формацией.

Всякая функция f :P→{формации} называется локальным экраном. ФормацияF называется
локальной, если существует локальный экран f такой, что F совпадает с классом групп G таких,
что G/CG(H/K) ∈ f (p) для любого главного фактора H/K группы G и p ∈ π(H/K). Обозначается
F = LF( f ). Всякая локальная формация F имеет единственный экран F такой, что F(p) ⊆ F и
NpF(p) = F(p), называемый максимальным внутренним локальным экраном.

При доказательствах нам потребуется следующий ряд лемм.
Лемма 6 [14, теорема 3.2, следствие 3.2]. Пусть H – насыщенный гомоморф и F – наслед-

ственная насыщенная формация. Тогда fH(F) – наследственная насыщенная формация такая,
что всякая H-подгруппа fH(F)-группы принадлежит F.

Лемма 7 [4, теорема 4.7]. Пусть F – максимальный внутренний локальный экран локальной
формации F. Тогда и только тогда F(p) – наследственная формация для любого p ∈ π(F), когда
F – наследственная формация.

Напомним [4, определение 7.5], что через F̃(G) обозначается подгруппа группы G такая,
что Φ(G) ⊆ F̃(G) и F̃(G)/Φ(G) = Soc(G/Φ(G)). Напомним также, что группа G ̸∈ F называется
минимальной не F-группой, если все ее собственные подгруппы принадлежатF.

Лемма 8 [16]. ПустьF – наследственная локальнаяформация,G – минимальная неF-группа
и Φ(G) = 1.

(1) G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу N = F̃(G).
(2) Если N абелева, то G = N ⋊M, где N – p-группа, для p ∈ P, и N = CG(N) = Op′,p(G);

кроме того, M является максимальной подгруппой в G.
(3) Если N неабелева, то CG(N) = 1.
Лемма 9 [5, лемма 3.1.3]. Пусть F – формация, H и R – подгруппы группы G и N ⊴ G.
(1) Если H F-snG, то HN/N F-snG/N.
(2) Если H/N F-snG/N, то H F-snG.
(3) Если H F-snG, то HN F-snG.
(4) Если H F-snR и R F-snG, то H F-snG.
Лемма 10 [5, лемма 3.1.3].ПустьF – наследственнаяформация,H иR – подгруппы группыG.
(1) Если H F-snG, то (H ∩R) F-snR.
(2) Если HF-snG и RF-snG, то (H ∩R)F-snG.
Лемма 11 [13, лемма 2.7]. Пусть F – насыщенная формация и группа G = HF̃(G), где H –

F-субнормальная F-подгруппа в G. Тогда G ∈ F.
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Доказательства основных результатов.
Доказательство теоремы 3. Так как F – наследственная формация, то всякая подгруппа

F-группы F-субнормальна в ней. Значит, F⊆ fH(F). Согласно лемме 6 верно включение fH(F)⊆
⊆ FH. Предположим теперь, что H – экстремальный класс групп, FH \ fH(F) ̸= ∅ и G – группа
минимального порядка из этого класса групп. Из того, что FH и fH(F) – формации, и нашего
предположения следует, что в G имеется единственная минимальная нормальная подгруппа N. Из
того, что fH(F) – насыщенная формация по лемме 6, следует, что Φ(G) = 1. Пусть H – H-подгруппа
группы G. Предположим, что HN < G. Тогда HN/N ≃ H/(H ∩N) ∈ H. Из G/N ∈ fH(F) следует,
что HN/NF-snG/N. Значит, HNF-snG по (2) леммы 9. Из наследственности формации FH и
наших предположений следует, что HN ∈ fH(F). Тогда HF-snHN. Итак, HF-snG по (4) леммы 9.
Значит, если HN < G для любой H-подгруппы H группы G, то G ∈ fH(F). Следовательно, найдется
H-подгруппа H группы G такая, что G = HN. Тогда, из G/N ≃ H/(H ∩N) ∈ H следует, что G ∈ H по
определению экстремального класса групп. Следовательно, G ∈ F⊆ fH(F), противоречие. Итак,
FH = fH(F). □

Доказательство теоремы 4. По лемме 6 класс fH(F) является наследственной насыщенной
формацией. Пусть K= LF(T ), где T – локальный экран такой, что T (p) = fH(F)∩F(p)H для любого
p ∈ P. Из наследственности формаций fH(F) и F(p)H следует, что T (p) – наследственная формация
для любого простого p. Согласно лемме 7 K – наследственная формация. Так как F(p) ⊆ T (p)
для любого p ∈ P, то F ⊆ K.

Предположим, что K \ fH(F) ̸= ∅. Выберем группу G наименьшего порядка из K \ fH(F).
Так как обе формации K и fH(F) насыщены и наследcтвенны, то Φ(G) = 1 и G – минимальная
не fH(F)-группа. По (1) леммы 8 в G имеется единственная минимальная нормальная подгруппа N.

Если N неабелева, то по (3) леммы 8 CG(N) = 1. Из G ∈ K следует, что G/CG(N) ≃ G ∈
∈ T (p) ⊆ fH(F). Противоречие.

Если N абелева, то по (2) леммы 8 N =CG(N) – элементарная абелева p-подгруппа и найдется
максимальная подгруппа M группы G такая, что G = N ⋊M. Предположим, что NH < G для любой
H-подгруппы H группы G. Из выбора G следует, что H F-snHN и HN/N F-snG/N. По лемме 9
H F-snG. Следовательно, G ∈ fH(F). Противоречие. Пусть G = NH для некоторой H-подгруппы H
группы G. Значит, M ≃ H/(H ∩N) – H-подгруппа G. Так как G/CG(N) = G/N ≃ M ∈ T (p), то
M ∈ F(p) ⊆ F. Следовательно, N – F-центральный главный фактор G. Значит, G ∈ F ⊆ fH(F).
Противоречие. Таким образом, K ⊆ fH(F).

Предположим теперь, что fH(F)\K ̸=∅. Выберем группуG наименьшего порядка из fH(F)\K.
Тогда Φ(G) = 1 и G – минимальная не K-группа. По (1) леммы 8 в G имеется единственная
минимальная нормальная подгруппа N и N = F̃(G). Если G ∈ H, то G ∈ F по лемме 6. Из F ⊆ K

получаем противоречие. Итак, G ̸∈ H. Предположим, что в G найдется такая H-подгруппа H, что
NH = G. Заметим, что H ∈ F по лемме 6. Тогда из G ∈ fH(F) и леммы 11 следует, что G ∈ F.
Противоречие. Будем считать, что NH < G для любой H-подгруппы H.

Предположим, что N – абелева подгруппа. Тогда по лемме 8 N – элементарная абелева
p-подгруппа, p∈P,CG(N)=N и найдетсямаксимальная подгруппаM группыG такая, чтоG=N⋊M.
Заметим, что M ̸∈ H и M ∈ fH(F). Пусть H – H-подгруппа M. Тогда H ∈ F по лемме 6. Заметим,
что H F-snHN по лемме 10. Тогда HN ∈ F по лемме 11. Из CG(N) = N следует, что Op′(HN) = 1.
Тогда H ≃ HN/Op′(NH) ∈ F(p) по [19, IV, теорема 3.7]. Итак, M ∈ T (p) по определению экрана T .
В этом случае, G ∈ K по определению локальной формации, противоречие.

Пусть N – неабелева минимальная нормальная подгруппа G. Тогда CG(N) = 1. Пусть H –
произвольная H-подгруппа G. Так как NH < G, то NH ∈ K. Согласно [19, А, лемма 4.14] N = N1 ×
× . . .×Nk – прямое произведение минимальных нормальных подгрупп Ni группы NH. Заметим,
что ∩k

i=1CNH(Ni) =CNH(N) = 1. Тогда NH/CNH(Ni) ∈ T (p) для любого p ∈ π(Ni) = π(N). Так как
T (p) – формация, NH/(∩k

i=1CNH(Ni)) ≃ NH ∈ T (p) для любого p ∈ π(N). Значит, H ∈ F(p) для
любого p ∈ π(N) по определению экрана T . Итак, G ∈ T (p) по определению экрана T . В этом
случае, G ∈ K, противоречие.

Значит, fH(F) ⊆ K. Таким образом, fH(F) = K.
Докажем, что T – максимальный внутренний локальный экран fH(F). Из определения экрана T

следует, что он является внутренним экраном формации fH(F). Покажем, что NpT (p) = T (p) для
любого p ∈ P. Если F(p) =∅, то T (p) =∅ и утверждение доказано. Предположим, что F(p) ̸=∅.
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Пусть G/N ∈ T (p) и N – p-группа. Тогда G ∈NpT (p). Так как T – внутренний экран формации
fH(F), то по [4, лемма 3.11]NpT (p)⊆ fH(F). ТогдаG∈ fH(F). ПустьH –H-подгруппа группыG. Тогда
HN/N ≃H/(H∩N) –H-подгруппа группыG/N. Значит,H/(H∩N)∈F(p) по определению экранаT .
Тогда H ∈NpF(p) = F(p). Значит, G ∈ F(p)H. Итак, G ∈ fH(F)∩F(p)H = T (p). Следовательно, T –
максимальный внутренний локальный экран fH(F). □

Доказательство теоремы 5. Предположим, что fH(F) – формация Фиттинга, но найдется
p ∈ π(F) такое, что Hp = H∩Gπ(F(p)) ̸⊆ F(p). Выберем группу G наименьшего порядка из Hp \F(p).
Из π(Hp) ⊆ π(F(p)) следует, что G – q-группа для некоторого q ∈ π(F(p)). Так как F(p) – на-
следственная формация по лемме 7, Zq ∈ F(p). Пусть N – минимальная нормальная подгруппа
группы G. Тогда N ∈ F(p). По нашему предположению, G/N ∈ F(p). Пусть H = N wr (G/N) –
регулярное сплетение и B – его база. Итак, H = B(G/N) – произведение субнормальных подгрупп B
и G/N. Пусть T – максимальный внутренний локальный экран формации fH(F). Тогда из F⊆ fH(F)
следует, что F(p) ⊆ T (p). Заметим, что B,G/N ∈ F(p) ⊆ T (p). Из того, что fH(F) – формация
Фиттинга следует, что T (p) – формация Фиттинга по [4, теоремы 4.7 и 4.10]. Итак, H ∈ T (p).
По [19, A, теорема 18.9] G изоморфна подгруппе H. Итак, по теореме 4, G ∈ F(p), противоречие.
Следовательно, если fH(F) – формация Фиттинга, то Hp = H∩Gπ(F(p)) ⊆ F(p) для любого p ∈ π(F).

Предположим теперь, что Hp = H∩Gπ(F(p)) ⊆ F(p) для любого p ∈ π(F). Тогда F(p)H =
= Gπ(F(p))∪π(H)′ . Пусть T – максимальный внутренний локальный экран формации fH(F). Тогда
T (p) = F(p)H ∩ fH(F) = Gπ(F(p))∪π(H)′ ∩ fH(F).

Предположим, что в этом случае формация fH(F) не является формацией Фиттинга. Так как
эта формация наследственна, то найдется группа G = AB ̸∈ fH(F), где A,B – нормальные fH(F)-под-
группы G. Не теряя общности рассуждений, можно считать, что группа G – группа минимального
порядка с такими свойствами. Из насыщенности формации fH(F) следует, что Φ(G) = 1 и в G
имеется единственная минимальная нормальная подгруппа N и N =CG(N). Заметим, что G/N =
= G/CG(N) = (ACG(N)/CG(N))(BCG(N)/CG(N)) – произведение нормальных fH(F)-подгрупп. Из
|G/CG(N)| < |G| следует, что G/CG(N) ∈ fH(F). Заметим, что ACG(N)/CG(N) ≃ A/CA(N) ∈
∈ NpT (p) = T (p) по [20, лемма 1]. Аналогично, BCG(N)/CG(N) ∈ T (p). Итак, G/CG(N) ∈ fH(F)∩
∩Gπ(F(p))∪π(H)′ = T (p). Следовательно,N – fH(F)-центральный главныйфакторG. Значит,G∈ fH(F),
противоречие. □
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