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Аннотация. Работа является четвертой из серии статей, где для множества π, состоя-
щего из нечетных простых чисел, исследуются конечные π-разрешимые неприводимые
комплексные линейные группы степени 2|H|+ 1, у которых холловы π-подгруппы H
являются T I-подгруппами и не являются нормальными в группах. Цель серии – доказать
разрешимость и определить условия факторизации таких групп.
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Abstract. The article is the fourth in a series of papers, where for a set π consisting of odd
primes, finite π-solvable irreducible complex linear groups of degree 2|H|+1 are investigated,
for which Hall π-subgroups are T I-subgroups and are not normal in groups. The purpose
of the series is to prove solvability and to determine the conditions for factorization of such
groups.

1. Введение

Исследуются конечные π-разрешимые неприводимые комплексные линейные группы степени
n = 2|H|+ 1, у которых холлова π-подгруппа H является T I-подгруппой.

В первой части работы [1] были доказаны некоторые предварительные результаты, а также
получены некоторые свойства минимального контрпримера Γ к теореме (∗), которая является
основой доказательства главной теоремы. Во второй [2] и в третьей [3] ее частях продолжено
изучение свойств минимального контрпримера к теореме (∗).

Условие (*). Скажем, что для Γ, A, B, C, χ и n выполнено условие (*), если Γ = BA, где
B – нормальная в Γ подгруппа, (|B|, |A|) = 1, A – группа нечетного порядка, большего 3, которая
не является нормальной в группе Γ, CB(a) =CB(A) =C для каждого элемента a ∈ A#, и B имеет
точный неприводимый характер χ степени n, который является a-инвариантным хотя бы для
одного элемента a ∈ A#.

Теорема (*). Пусть для Γ, A, B, C, χ и n = 2|A|+1 выполнено условие (*). Тогда группа Γ

разрешима, n является степенью простого числа q, подгруппа C2′ абелева и, если подгруппа C не
абелева, то в обозначениях леммы 2.7 [1] характер χC = β+ |A|β1, где β(1) = |A|+1 и β1(1) = 1 либо
β(1) = 1 и β1(1) = 2. Также, если |π|> 1 и при |π|= 1 характер χ̂ примитивный, то G = Oq(B)C.

Условие 1. Пусть π – множество нечетных простых чисел и G – конечная не π-замкнутая
π-разрешимая группа с π-холловой T I-подгруппой H, имеющая точный неприводимый характер
степени n.
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Теорема. Пусть группа G удовлетворяет условию 1 и n = 2|H|+1 > 7. Тогда n – степень
простого числа q, группа G разрешима и, если при |π| = 1 характер χ примитивный, то G =
= NG(H)Oq(G).

2. Некоторые определения, обозначения и предварительные результаты

Z+ – множество целых неотрицательных чисел; i= 1,n= 1,2, ...n; еслиψ – характер некоторой
подгруппы X ⊆ G, то Irr(ψ) обозначает множество всех неприводимых компонент характера ψ;
π = π(H); π′ = π(X) \π; Xπ′ – холлова π′-подгруппа группы X . Если X ◁G и φ – неприводимый
характер подгруппы X , то условие, что φ – g-инвариантен для некоторого элемента g ∈ G \X ,
запишем для краткости в виде IG(φ) ̸= X . Все остальные обозначения и определения обычны и их
можно найти, например, в [4] или [5]. Всюду под характером группы будем понимать комплексный
характер, а под группой – конечную группу.

Пусть Γ = AB – группа с подгруппами A и B, где B ◁Γ, (|A|, |B|) = 1 и |A| нечетен (A –
группа копростых автоморфизмов группы B). Тогда она удовлетворяет условию теоремы 13.1 [5].
Согласно этой теореме существует взаимно-однозначное соответствиеπ(B,A) : IrrA(B)−→Irr(CB(A))
между множеством всех A-инвариантных неприводимых характеров группы B и множеством
всех неприводимых характеров подгруппы CB(A), которое обладает рядом свойств, зависящих,
в частности, от свойств подгруппы A. Пусть χ ∈ IrrA(B). Тогда, по лемме 13.3 [5], существует
такой единственный неприводимый характер χ̂ группы Γ, что χ̂B = χ и A ⊆ ker(det χ̂). Он называется
каноническим продолжением характера χ на группу Γ. В дальнейшем под χ̂ будем понимать
именно такой характер.

3. Основная часть

Продолжим нумерацию формулировок лемм, начатую в первой части работы [1]. В ней,
напомним, мы получили некоторые предварительные результаты, показали, что неприводимый
характер χ̂ точный и что χ̂(1) = qα для некоторого нечетного простого числа q и α ∈ N, а также
начали изучать свойства минимального контрпримера к теореме (∗). Во второй части [2] мы
продолжили изучение минимального контрпримера к теореме (∗) и доказали свойства подгруппы C
и ее характера χC.

Напомним, что N = NΓ(Bq), где χ̂(1) = qα и Bq – A-инвариантная подгруппа, т. е. A ⊆ N.
В третьей части [3] работы мы установили, что N ̸= Γ (лемма 3.13) и что N(q1) = NΓ(Bq1) ̸= Γ

для q ̸= q1 ∈ π′ (лемма 3.14).
Лемма 3.15. Характер χ̂N неприводим.
Доказательство.
Предположим, что характер χ̂N не является неприводимым. Так как [Bq,A] ̸⊆C по лемме 3.3 [2],

то A ̸ ◁N. Следовательно, мы можем применить лемму 3.2 [1]. Положим в ней, что Γ1 = N. Тогда
в обозначениях указанной леммы χ̂N = η+ θ.

Допустим, что η= 0. Тогда θ= θ1 +θ2, где θ1 и θ2 – неприводимые характеры подгруппы N
степеней |A| и |A|+1 соответственно. Мы можем применить утверждения 2 леммы 3.2 [1]. По ее
утверждению (2i) |A|+1 – степень 2 и |π|> 1. Поскольку (|A|,q) = 1 и (|A|+1,q) = 1, то применяя
теорему Клиффорда к характерам (θ1)Bq и (θ2)Bq , мы убеждаемся в том, что все неприводимые
компоненты характера χ̂Bq являются линейными. Стало быть, подгруппа Bq абелева.

Предположим, что Bq ̸⊆ (Nπ′)′. Тогда из теоремы 7.4.4 [4] вытекает, что |B : B′| делится на q.
Следовательно, Oq(B) ̸= B. Заметим, что подгруппа Oq(B) не является абелевой, ибо в противном
случае B содержит нормальное абелево q-дополнение. Это противоречит лемме 3.14 [3]. Поэтому
характер χ̂Oq(B) не содержит линейных неприводимых компонент. Поскольку все они по теореме
Клиффорда имеют одинаковую степень, делящую χ̂(1), то либо характер χ̂Oq(B) неприводим, либо
ψ(1) = qα1 , α1 < α, для некоторой его нелинейной неприводимой компоненты ψ. Тогда нетрудно
видеть, что все неприводимые компоненты характера χ̂AOq(B) имеют степень, делящуюся на ψ(1).
Поэтому ни одна из этих степеней не может быть равна ни одному из чисел из леммы 2.10 [1].
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Следовательно, факторгруппы группы AOq(B) по их ядрам имеют нормальные холловы π-подгруппы.
И так как все эти ядра имеют тривиальное пересечение, то мы замечаем, что A ◁ AOq(B). Это
означает, что Oq(B)⊆C. Отсюда вытекает, что |B : C| – степень простого числа q. По лемме 2.9 [1]
B = Oq(B)C. В этом случае теорема (∗) верна, что противоречит выбору группы Γ.

Поэтому мы заключаем, что Bq ⊆ (Nπ′)′. Но (Nπ′)′ ⊆ kerθ1 по утверждению (2ii) леммы 3.2 [1].
Стало быть, Bq ⊆ kerθ1. Отсюда вытекает, что (θ1)Bq = θ1(1)1Bq и, значит,

(χ̂Bq ,1Bq)Bq = ((θ1 +θ2)Bq ,1Bq)Bq ≥ θ1(1) = |A|.

С другой стороны, по теореме 3.13 [5]

χ̂(1) = 2|A|+1 = qα = |Γ : Z(Γ)|q.

Так как Bq ∩ Z(Γ) ⊆ kerθ1 и характер χ̂ точный, то мы заключаем, что Bq ∩ Z(Γ) = 1. Значит,
χ̂(1) = |Bq| и из теорем 4.3.1 и 4.2.7 [4] вытекает, что χ̂Bq = ρBq – регулярный характер подгруппы Bq.
Поэтому из леммы 2.11 [5] вытекает, что

(χ̂Bq ,1Bq)Bq = 1Bq(1) = 1,

что противоречит выше выделенному равенству.
Мы показали, что η ̸= 0.
3.15.1. Выполняется: 1) |π| = 1, характер χ̂ примитивный и L ⊆ Z(Γ) для абелевой и

нормальной в Γ подгруппы L;
2) |N| = 2|A||Bq|; |Bq| = q или |A| = 112 = 121 и |Bq| = 35;
3) N = (A×N2)Bq и группа B простая.
Убедимся вначале в том, что |N|= 2|ABq|= 2|A||Bq|, |Bq|= q или |A|= 112 = 121 и |Bq|= 35,

N = (A×N2)Bq, а затем в том, что группа B простая.
Пусть θ(1) ̸= |A|, θ(1) ̸= 2|A| и θ(1) ̸= 2|A|− 1. По лемме 3.2 [1]

Nπ′ = O2(Nπ′)CNπ′ (A),

т. е. Bq ⊆ C, что не так, ибо [Bq,A] ̸⊆ C.
Пусть теперь θ(1) = 2|A|−1 ̸= 17. Тогда по этой же лемме мы получаем, что θ(1) = 2|A|−1 –

степень простого числа q1 ∈ π′, q1 ̸= q, и

Nπ′ = Oq1(Nπ′)CNπ′ (A),

т. е. тоже Bq ⊆ C. Противоречие.
Рассмотрим случай, когда θ(1) = 2|A|− 1 = 17. Значит, |A| = 32 = 9,

χ̂(1) = qα = 2|A|+1 = (2|A|−1)+2 = 19.

Тогда α = 1, q = 19 и η(1) = χ̂(1)−θ(1) = 2. Поскольку B19 ◁N и Akerη ◁N, то

(Akerη)19 = B19 ∩Akerη◁B19.

Поэтому
(Akerη)19 ∩Z(B19) ̸= 1.

Следовательно, существует элемент

1 ̸= z ∈ (Akerη)19 ∩Z(B19), o(z) = 19,

и поэтому (χ̂(1), |Cl(z)|) = 1. Отсюда и из теоремы 3.8 [5] вытекает, что z ∈ Z(χ̂) либо χ̂(z) = 0.
Поскольку характер χ̂ точный, то z ̸∈ ker χ̂. Поэтому мы получаем, что χ̂(z) =−19 либо χ̂(z) = 0.

Если χ̂(z) = 0, то χ̂<z> = ρ<z> – регулярный характер подгруппы < z >, ибо χ̂(1) = o(z) = 19.
Следовательно,

(χ̂<z>,1<z>)<z> = (ρ<z>,1<z>)<z> = 1.

Однако мы видим, что z ∈ kerη, т. е. η<z> = η(1)1<z> = 2 · 1<z>. Поэтому

(χ̂<z>,1<z>)<z> = ((η+θ)<z>,1<z>)<z> = 2+(θ<z>,1<z>)<z> ⩾ 2.
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Противоречие.
Пусть χ̂(z) = −19. Тогда

(χ̂<z>,1<z>)<z> = 0,

и мы вновь получили противоречие с выражением выше.
Случай, когда θ(1) = 2|A| − 1 = 17 невозможен.
Допустим теперь, что θ(1) = |A|. В рассматриваемом случае η(1) = |A|+1. Как и в случае

θ(1) = 2|A|− 1 = 17 убеждаемся в том, что существует такой элемент 1 ̸= z ∈ Z(Bq)∩ kerη, что
χ̂(z) = 0. Применим лемму 3 [6]. По ней

χ̂(z) = 0 = αχ̂−βχ̂,

где
αχ̂ = (χ̂<z>,1<z>)<z>

и
βχ̂ = (χ̂<z>,λ<z>)<z>,

1<z> ̸= λ ∈ Irr(< z >). При этом

χ̂(1) = αχ̂+βχ̂(q−1) = αχ̂q.

Здесь мы учли, что αχ̂ = βχ̂. Из того, что z ∈ kerη вытекает, что αχ̂ ⩾ |A|+1. Значит,

2|A|+1 = χ̂(1)⩾ (|A|+1)q.

Поскольку q > 2, то мы получили неверное утверждение. Поэтому θ(1) ̸= |A|.
Предположим теперь, что θ(1) = 2|A|. Тогда η(1) = 1 и N′ ⊆ kerη.
Допустим, что характер θ не является неприводимым.
По утверждению (1vi) леммы 3.2 [1] θ1 + θ2 с θ1(1) = θ2(1) = |A| и все неприводимые

компоненты характера χ̂Nπ′ линейные, т. е. подгруппа Nπ′ абелева. По теореме Бернсайда подгруппа B
содержит нормальное q-дополнение R. Так как R◁Γ и (χ̂(1) = qα, |R|) = 1, то с применением теоремы
Клиффорда мы убеждаемся в том, что все неприводимые компоненты точного характера χ̂R являются
линейными. Тогда R′ ⊆ ker χ̂R = 1, т. е. подгруппа R абелева.

Если R ̸= 1, то это противоречит лемме 3.14 [2].
Если жеR= 1, то подгруппаB= Bq абелева, что противоречит тому, что она имеет нелинейный

неприводимый характер χ.
Поэтому мы заключаем, что характер θ неприводим. Поскольку η(1) = 1 и θ(1) = 2|A| не

делятся на простое число q, то из теоремы Клиффорда вытекает, что все неприводимые компоненты
характера θBq линейные. Следовательно, все неприводимые компоненты характера χ̂Bq линейные.
Поскольку характер χ̂Bq точный, то подгруппа Bq абелева. Тогда из теоремы 3.13 [5] следует, что
χ̂(1) = |Bq/(Z(Γ))q|.

Допустим, что (Z(Γ))q ̸= 1. Из теоремы 7.4.4 [4] следует, что |Γ : Γ′| делится на степень
простого числа q. Тогда A ⊆ Oq(Γ) и Γ = Oq(Γ)Bq.

Если A◁Oq(Γ), то (Oq(Γ))π′ ⊆C. Стало быть, |B : C| – степень простого числа q и B = Oq(B)C
по лемме 2.9 [1]. По лемме 3.11 [2] подгруппаC разрешима и содержит абелеву холлову подгруппуC2′ .
Отсюда и из леммы 3.5 [2] вытекает, что теорема (∗) верна. Но это противоречит выбору группы Γ.

Пусть теперь A ̸ ◁Oq(Γ). Рассмотрев характер χ̂Oq(Γ), мы с помощью теоремы Клиффорда убеж-
даемся в том, что он неприводим. Поскольку |Oq(Γ)|< |Γ|, то мыможем применить индукцию. По ней

(Oq(Γ))π′ = Oq((Oq(Γ))π′)C(Oq(Γ))π′
(A).

Тогда нетрудно видеть, что |B : C| – степень простого числа q. Мы вновь придем к противоречию
с выбором группы Γ.

Поэтому (Z(Γ))q = 1 и, значит, χ̂(1) = |Bq| и Bq ⊆ N′, что вытекает из теоремы 7.4.4 [4]. Также
из теорем 8.17 [5] и 4.2.7 [4] вытекает, что χ̂Bq = ρBq – регулярный характер подгруппы Bq.

Пусть B0 – такая минимальная A-инвариантная нормальная подгруппа из Bq, что B0 ̸⊆C. Так
как A – T I-подгруппа, то |B0/CB0(A)|= k|A|+1 для некоторого k ∈ Z+. Но |Bq|= χ̂(1) = 2|A|+1.
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Поскольку B0 ⊆ Bq, то k ⩽ 2. Поскольку |A| и B0 являются нечетными числами, то k ̸= 1. Так как
k ̸= 0, то k = 2. Поэтому |B0/CB0(A)| = |Bq|, CB0(A) = 1 и B0 = Bq. Следовательно, подгруппа Bq

минимальная нормальная в ABq и элементарная абелева.
По теореме Клиффорда

θNπ′ = ∑
a∈A

β
a,

где β – неприводимый характер степени 2 подгруппы Nπ′ .
Предположим, что неприводимая компонента β характера θNπ′ подгруппы Nπ′ примитивна.

Так как подгруппа Bq ◁Nπ′ нормальна в N и (2,q) = 1, то Bq ⊆ Z(βa) для каждого элемента a ∈ A.
Поскольку Bq ⊆ Z(ηNπ′ ), то по лемме 5 [7] Bq ⊆ Z(Nπ′). По теореме Бернсайда группа B содержит
нормальное q-дополнение R. Рассматривая характер χR с помощью теоремы Клиффорда, мы
убеждаемся в том, что R′ ⊆ kerχR = 1. Это означает, что подгруппа R абелева. Если R ̸= 1, то мы
получим противоречие с леммой 3.14 [3]. Если R = 1, то B = Bq. Но в нашем случае подгруппа
Bq абелева и, значит, она не может иметь нелинейный неприводимый характер χ. Стало быть,
характер β не может быть примитивным.

Предположим теперь, что характер β не является примитивным, т. е. β= λNπ′ для линейного
характера λ подгруппы X ⊆ Nπ′ , |N(π′) : X | = 2. Тогда θ = λN .

Мы замечаем, что (Nπ′)′ ⊆ X и поэтому (Nπ′)′′ ⊆ X ′. Но (Nπ′)′′ ◁ N, ибо

(Nπ′)′′char(Nπ′)′charNπ′charN.

Далее, X ′ ⊆ kerλ и

kerθ= ∩g∈N\X(kerλg).

Поэтому (Nπ′)′′ ⊆ kerθ. Поскольку (Nπ′)′′ ⊆ (Nπ′)′ ⊆ kerη и

kerη∩kerθ= ker χ̂= 1,

то (Nπ′)′′ = 1. Поэтому подгруппа (Nπ′)′ абелева и подгруппа Nπ′ разрешима.
Далее, по лемме 2.2 [1] Nπ′ = [Nπ′ ,A]CNπ′ (A). Поскольку факторгруппа Γ/kerη циклическая, то

Akerη/kerη◁Γ/kerη

и по лемме 3 [7] [Nπ′ ,A] ⊆ kerη.
Предположим вначале, что [Nπ′ ,A] ⊆ X . Тогда λ[Nπ′ ,A] ∈ Irr(θ[Nπ′ ,A]) и так как [Nπ′ ,A] ◁N,

то с помощью теоремы Клиффорда мы убеждаемся в том, что все неприводимые компоненты
характера θ[Nπ′ ,A] и, следовательно, все неприводимые компоненты характера χ̂[Nπ′ ,A] линейные.
Стало быть, подгруппа [Nπ′ ,A] абелева. Поэтому

[Nπ′ ,A] = [[Nπ′ ,A],A]×C[Nπ′ ,A](A).

Отсюда, из того, что [[Nπ′ ,A],A] = [Nπ′ ,A] и из ранее установленного вытекает, что

Nπ′ = [Nπ′ ,A]×CNπ′ (A); [Nπ′ ,A]⊆ Z(Nπ′).

Поскольку Bq ̸⊆ C, то Bq ∩ [Nπ′ ,A] ̸= 1. Следовательно, подгруппа [Nπ′ ,A]q ̸= 1 и A-инвариантна.
Так как Bq – минимальная нормальная в ABq, то [Nπ′ ,A]q = Bq. Значит, Bq ⊆ Z(Nπ′). Отсюда и
из теоремы Бернсайда вытекает, что группа B содержит нормальное q-дополнение R. Чуть ранее
мы показали, что это невозможно.

Пусть теперь [Nπ′ ,A] ̸⊆ X . Поскольку |Nπ′ : X | = 2, то Nπ′ = [Nπ′ ,A].
Допустим, что |π| ̸= 1. Поскольку подгруппа Nπ′ разрешима, то [Nπ′ ,A] ⊆ F(Nπ′) по теоре-

ме 6 [8], т. е. подгруппа Nπ′ нильпотентна. Это означает, что Bq ⊆ Z(Nπ′). По теореме Бернсайда
группа B содержит инвариантное q-дополнение R, которое будет абелевым, что легко следует
из того, что все неприводимые компоненты характера χR линейные. Мы получили противоречие
с леммой 3.14 [3].

Здесь мы замечаем, что в случае, когда |π| > 1, лемма 3.15 доказана.
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Поэтому в дальнейшем в данной работе мы считаем, что |π|= 1, т. е. 2pm +1 = qα. Применим
лемму 2.8 [1]. По ней могут быть три возможности:

1) m = 1 и, значит, |A| = p – простое число;
2) α = 1;
3) p = 11, m = 2, q = 3 и α = 5.
По условию теоремы в данном случае характер χ̂ примитивный. Пусть подгруппа L ◁Γ и

абелева. Тогда по следствию 6.13 [5] L ⊆ Z(Γ).
Пусть K – такая A-инвариантная максимальная нормальная подгруппа в Nπ′ , что (Nπ′)′ ⊆

⊆ K ⊆ Nπ′ и Nπ′/K – главный фактор группы N. Поскольку (Nπ′)′ ⊆ X и |Nπ′ : X |= 2, то мы можем
положить, что K ⊆ X и K = O2(N).

Тогда λK ∈ Irr(θK). Поэтому из теоремы Клиффорда вытекает, что все неприводимые компо-
ненты характера θK линейные. Поскольку ηK(1) = 1, то все неприводимые компоненты характера χ̂K

линейные. Следовательно, K′ ⊆ ker χ̂K = 1, т. е. подгруппа K абелева. Поскольку K ◁ N, то любая
холлова подгруппа из K нормальна в N. Очевидно также, что Bq ⊆ K и что K = F(N).

Предположим, что Kq′ ̸= 1. Применим теорему D [9], по которой рациональное число

m =
|Kq′ ||Γ : N|θ(1)
χ̂(1)λK(1)

=
|Kq′ ||Γ : N|2|A|

q

является целым числом. Однако простое число q не делит числитель, ибо Bq ⊆ N. Противоречие.
Поэтому Kq′ = 1 и, значит, K = Bq = F(N) и, так как Nπ′/K ∼= N2 является главным фактором

разрешимой группы N, то подгруппа N2 является элементарной абелевой 2-группой и минимальной
нормальной в AN2. Мы видим также, что (Nπ′)′ ⊆ Bq. Учитывая, что подгруппа Bq минимальная
нормальная в ABq, мы заключаем, что (Nπ′)′ = Bq порядка, напомним, χ̂(1) = qα. Поскольку
CN(Bq) ◁N, то из рассуждений выше вытекает, что CN(Bq) = Bq. Следовательно, N/Bq ∼= AN2 и
изоморфна подгруппе из Aut(Bq).

1. Предположим вначале, что m = 1. Значит, χ̃(1) = 2p + 1. По теореме [10] группа Γ

разрешима.
Заметим, что мы рассматриваем случай, когда η(1) = 1 и θ(1) = 2|A| и, значит, можем

применять сведения, полученные в нем.
Пусть M ◁ Γ – такая подгруппа, что B/M является главным фактором группы Γ. Так как B –

разрешима, то |B/M| – степень некоторого простого числа q1.
Поскольку M ◁ Γ и характер χ̂ примитивен, то χ̂M = eχ1 для натурального числа e, делящего

|Γ : M| и неприводимого характера χ1 степени qα1
1 , α1 ∈ N, подгруппы M.

Допустим вначале, что q1 ̸= q. Тогда Bq ⊆ M, e = 1 и характер χ̂M неприводим. Поэтому
характер χ̂AM также неприводим. Нетрудно убедиться в том, что к нему и подгруппе AM мы можем
применить индукцию. По ней M = Oq(M)CM(A). Следовательно, Oq(M)◁ Γ. При этом подгруппа
Oq(M) абелева, ибо Bq абелева. Так как характер χ̂ примитивен, то Oq(M)⊆ Z(Γ). Следовательно,
M ⊆ C, т. е. Bq ⊆ C, что противоречит лемме 3.5 [2].

Пусть теперь q1 = q. Поскольку Bq ∩M – q-силовская A-инвариантная подгруппа и Bq –
минимальная нормальная подгруппа в ABq, то Bq ∩M = 1. Следовательно, B = MBq и M – q′-
группа. Следовательно, подгруппа M абелева и M ⊆ Z(Γ). Мы получаем, что подгруппа B является
абелевой, что не так.

2. Предположим теперь, что в лемме 2.8 [1] α = 1. Тогда |Bq| = q и Aut(Bq) является
циклической порядка q− 1 = 2|A|. Поэтому AN2 = A×N2, |N2| = 2 и N = (A×N2)Bq. Также мы
замечаем, что N и Nπ′ являются группами Фробениуса с ядром Bq.

3. Пусть теперь в лемме 2.8 [1] α ̸= 1. Тогда m = 1 или q = 3, α= 5, p = 11 и m = 2.
Предположим, что q = 3, α= 5, p = 11 и m = 2. Значит, B3 – элементарная абелева 3-группа

порядка 35 и AN2 изоморфна некоторой подгруппе из GL(5;3). Так как

|GL(5;3)|=
i=4

∏
i=0

(35 −3i) = (35 −31)(35 −32)(35 −33)(35 −34) =
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= 31+2+3+4(35 −1)(34 −1)(33 −1)(32 −1)(3−1) =

= 21+4+1+3+1 ·310 ·5 ·13 ·112 = 210 ·310 ·5 ·13 ·112.

Мы видим, что |N2| ⩽ 210. Так как N2 ◁ AN2 и A – T I-подгруппа, то из леммы 1 [11] следует,
что |N2/CN2(A)| ≡ 1(mod|A|), т. е. 2k ≡ 1(mod|121|) для некоторого 0 ⩽ k ⩽ 10. Непосредственной
проверкой убеждаемся в том, что только 20 ≡ 1(mod 121). Это означает, что AN2 = A×N2. Поскольку
подгруппа N2 – минимальная нормальная в AN2, то |N2| = 2. Мы вновь замечаем, что и в этом
случае N и Nπ′ – группы Фробениуса с ядром B3 порядка 35.

Итак, мы видим, что

|N2|= 2, |N|= 2|ABq|= 2|A||Bq|, N = (A×N2)Bq,

где |Bq| = q ̸= 3 или |Bq| = 35. Убедимся в том, что группа B простая.
Мы отмечали, что N является группой Фробениуса с ядром Bq, т. е. Bq – F-подгруппа

в группе Γ [12, с. 8]. Также подгруппа Nπ′ = NB(Bq) является группой Фробениуса с ядром Bq и
|Nπ′ : Bq|= 2. Поскольку Bq – F-подгруппа в группе B и q ̸= 2, то множество S всех неприводимых
характеров подгруппы Nπ′ , индуцируемых неглавными неприводимыми характерами подгруппы Bq,
по теореме 1.5 [12] является τ-когерентным.

Допустим, что группа B не является простой. Тогда по лемме 4.2 [12] существует собственная
подгруппа 1 ̸= R◁ B, и для нее выполняется одно из двух утверждений: Bq ⊆ R или R∩Nπ′ = 1.

Пусть выполняется первое утверждение. Тогда B = NB(Bq)R = Nπ′R.
Поэтому фактор группа

B/R = Nπ′R/R ∼= Nπ′/(Nπ′ ∩R = Bq)

циклическая индекса 2. Следовательно, характер χR неприводим. Легко видеть, что характер χ̂AR

неприводим. Несложно убедиться в том, что для AR, A, R, CR(A), χR и n выполняются условия (∗).
Так как |AR| < |Γ|, то по индукции R = Oq(R)CR(A) и для подгруппы CR(A) и ее характера χR

выполняются утверждения теоремы (∗). Поскольку N2 ⊆C, что отмечалось ранее, то B = Oq(B)C
и теорема верна. Мы получили противоречие с выбором группы Γ.

Пусть теперь R∩Nπ′ = 1. Поскольку (χ(1), |R|) = 1, то с помощью теоремы Клиффорда мы
устанавливаем, что все неприводимые компоненты характера χR линейные. Поэтому подгруппа
R абелева.

Пусть λ1 ∈ Irr(χR) и пусть Iπ′ = IB(λ1). По теореме 6.11 [5] χ= ((λ1)
′)B для такого неприво-

димого характера (λ1)
′ подгруппы Iπ′ , что

e = (((λ1)
′)R,λ1)R = (χR,λ1)R.

Отсюда вытекает, что

qα = χ(1) = |B : Iπ′ |(λ1)
′(1).

Мы видим, что |B : Iπ′ | – степень q и, значит, B = BqIπ′ .
Предположим вначале, что |B : Iπ′ |= qα ̸= 1, т. е. B ̸= Iπ′ . Поскольку 2|A|= |Bq|−1 не делит

|Iπ′ |, то мы можем применить теорему 9.6 [12] по которой группа B имеет нормальное нильпотентное
дополнение R0 к Nπ′ . Это означает, что B = Nπ′R0, R0 ⊆ F(B) и Nπ′ ∩R0 = 1. Так как F(B) ◁ Γ и
Bq ∩F(B) = 1, то подгруппа F(B) абелева. Следовательно, F(B)⊆ Z(Γ). Поскольку N2 ⊆C, то мы
видим, что B = BqC, что противоречит выбору группы Γ, ибо по лемме 2.9 [1] B = Oq(B)C.

Пусть теперь B = Iπ′ . Тогда χR = χ(1)λ1, т. е. R ⊆ Z(B) = Z(Γ)⊆ Nπ′ . Противоречие.
Итак, группа B простая.
Утверждение 3.15.1 доказано.
Рассмотрим теперь случай, когда группа B простая. Из ранее приведенных рассуждений

вытекает, что π= {p} – простое число, |A| ≠ p, |Bq|= q – нечетное простое число или |A|= 112,
|Bq|= 35 и подгруппа B3 элементарна абелева. В обоих случаях |Nπ′ |= 2|Bq|, N2 ⊆C и подгруппа
Bq – минимальная нормальная в ABq.
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Пусть B ⊃ Y – произвольная A-инвариантная подгруппа такая, что Y ̸⊆C и Γ1 = AY . Тогда
A ⊆ Γ1 ⊂ Γ и A ̸ ◁Γ1. К группе Γ1 и ее характеру χ̂Γ1 мы можем применить лемму 3.2 [1]. Пусть η′ и
θ′ – компоненты характера χ̂Γ1 , которые соответствуют характерам η и θ из этой леммы.

3.15.2. Выполняется: для любой A-инвариантной подгруппы Y ⊂ B компонента θ′ харак-
тера (χ̂)Γ1 такая, что Akerθ′/kerθ′ ̸ ◁Γ1/kerθ′ может иметь только степени θ′(1) = |A| или
θ′(1) = 2|A|.

Рассмотрим все различные значения характеров η′ и θ′ из указанной леммы.
Заметим, что при Γ1 ̸= Γ характер χ̂Γ1 не может быть неприводимым. В самом деле. Если

это не так и χ̂Γ1 = θ′ – неприводимый характер, то нам нетрудно убедиться в том, что для Γ1, A, Y ,
CY (A), (θ′)Y = χY и n выполнено условие (∗). Поскольку |Γ1| < |Γ|, то по индукции

Y = Oq(Y )CY (A)

и для подгруппы CY (A) справедливы все утверждения доказываемой теоремы. Однако мы замечаем,
что Oq(Y ) = Bq и, так как эта подгруппа абелева, то по теореме 6.15 [5] θ′(1) делит |Y : Bq|= |Y |q′ ,
что не так.

Рассмотрим вначале случай, когда η′ ̸= 0 в лемме 3.2 [1]. По этой лемме Akerη′ ◁ Γ1, а по
ее утверждению (1i) характер θ′Akerη′ точен степени θ′(1) = |A|−1, |A|, |A|+1, 2(|A|−1), 2|A|−1
или 2|A| и θ′(1) – степень некоторого простого числа r за исключением случая, когда θ′(1) = 2|A|.
При этом с учетом леммы 3 [7]

Y = (kerη′)π′CY (A), [Y,A]⊆ ker(kerη′)π′ .

Также по утверждению (1ii) леммы 3.2 [1] при θ′(1) ̸= 2(|A|−1) и при θ′(1) ̸= 2|A| характер θ′Akerη′

неприводим.
Предположим, что θ′(1) = |A|−1 или θ′(1) = 2(|A|−1). Тогда 2d = pm −1 для d,m ∈ N, т. е.

pm = 2d +1. Следовательно, |A|= p или |A|= 9. Случай |A|= p нами рассмотрен ранее. Поэтому
|A| = 9, т. е. π = {3}. Этот случай мы рассмотрим чуть ниже.

Предположим теперь, что θ′(1) = |A|+ 1 = 2d . Тогда

qα = χ̂(1) = 2|A|+1 = 2(|A|+1)−1 = 2d+1 −1 = q

– простое число Мерсенна. Понятно, что в этом случае d = 2d1 – четное число, d1 ∈ N, и q ̸= 3.
Убедимся в том, что на 3 делится

|A|= (q−1)/2 = (22d1+1 −2)/2 = 22d1 −1.

В самом деле. Пусть d1 = 1. Тогда |A|= 22−1= 3. Предположим, что на 3 делится натуральное
число 22k −1 для натурального числа k. Так как 22(k+1)−1 = (2k+1 −1)(2k+1 +1) и 2k+1 не делится
на 3, то на 3 делится один из сомножителей в скобках. Поэтому |A| = 22(k+1)− 1 делится на 3,
т. е. π = {3}.

Рассмотрим случай, когда π = {3}. Тогда B – простая 3′-группа. Такой может быть только
группа Судзуки Sz(d), d = 22m+1, m ∈ N, порядка

d2(d −1)(d2 +1) = d2(d −1)(d +2r+1)(d −2r+1), r = 2m.

Согласно [13] группа B может иметь только следующие максимальные подгруппы:
H(d) – группа Фробениуса порядка d2(d − 1);
группа диэдра порядка 2(d − 1);
группа Фробениуса [a]b, где ad+2r+1 = b4 = 1,r = 2m;
группа Фробениуса [a]b, где ad−2r+1 = b4 = 1,r = 2m;
Sz(s), где st = q, t – простой делитель числа 2m+ 1.
Учитывая, что A – T I-подгруппа в группе Γ и подгруппы порядков d −1, d +2r+1 и d −2r+

+1 являются холловыми в B и циклическими (теоремы XI.3.9 и XI.3.10 [13]), то мы дословным
повторением леммы 2 [14] убеждаемся в том, что в группе Γ существуют подгруппы AY2′ порядков
|A|(d −1); |A|(d +2r+1) и |A|(d −2r+1) и, следовательно, существуют подгруппы AY порядков
2|A|(d −1); 4|A|(d +2r+1) и 4|A|(d −2r+1). Поскольку мы рассматриваем случаи, когда θ′(1) ∈
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∈ {|A|−1; |A|+1;2(|A|−1)}, то по утверждению (1iii) леммы 3.2 [1]Y2′ ⊆C для каждой из указанных
подгрупп. Тогда мы замечаем, что |B : C| – степень 2. Из леммы 2.9 [1] вытекает, что B = O2(B)C.
Это противоречит простоте группы B.

Теперь следует заметить, что случай, когда η′ = 0 невозможен. В самом деле, ибо в противном
случае θ′ = θ1 +θ2, где по лемме 3.2 [1] θ1 и θ2 – неприводимые характеры степеней |A| и |A|+1
соответственно. При этом |A|+1 – степень 2 и по утверждению 2i этой леммы |π> 1|, что не так.

Предположим теперь, что θ′(1) = 2|A|−1 и 2|A|−1 = rα1 , где r – некоторое простое число
и α1 ∈ N.

В этом случае мы имеем три последовательные натуральные числа: 2|A|−1 = rα1 ; 2|A|= 2pm

и 2|A|+ 1 = qα, которые делят |Γ|. Одно из них делится на 3. Если 3 делит |A|, т. е. p = 3, то
B – простая 3′-группа. Чуть ранее мы показали, что этот случай невозможен. Поэтому считаем,
что r = 3 или q = 3, т. е. B3 = 35.

Рассмотрим случай, когда 2|A|+1 = |B3|= 35 = 243. Тогда |A|= 112 и 2|A|−1 = rα1 = 241 –
простое число. По теореме 1 [15] B = O241(B)C. Это противоречит тому, что группа B простая.

Остается случай, когда r = 3. Значит, 2|A| − 1 = 3α1 , т. е.

2|A|−1 = 2pm −1 = 3α1 .

Из теоремы [16] вытекает, что либо m = 1, либо m = α1 = 2. Поскольку мы рассматриваем случай,
когда m > 1, то остается случай, когда m = α1 = 2. Значит, 2p2 −1 = 32 = 9, т. е. 2p2 = 10. Отсюда
получаем, что p2 = 5, что не так.

Следовательно, θ′(1) ̸= 2|A| − 1.
Утверждение 3.15.2 доказано.
3.15.3. Выполняется: если θ′(1) = |A|, то Bq ̸⊆ Y .
Допустим, что θ′(1) = |A|. Тогда η′(1) = |A|+1 и по утверждению (1iv) леммы 3.2 [1]

Y = [Y,A]×CY (A), [Y,A]⊆ Z(Y ).

Отсюда следует, что

Γ1 = AY = A[Y,A]×CY (A).

Предположим, что простое число q делит |Y |. Тогда существует подгруппа AYq, Yq ⊆ Bq.
Поскольку подгруппа Bq минимальная нормальная в ABq, то мы замечаем, что Yq = Bq и Bq ⊆CY (A)
или Bq ⊆ [Y,A]⊆ Z(Y ). В первом случае мы получаем противоречие с леммой 3.3 [1], а во втором –
Bq ◁ Γ1, т. е. Γ1 ⊆ N. Так как Nπ′ ⊆ Y , то N

π′ = Y = Bq ×CY (A), т. е. Bq ⊆ Z(Nπ′). По теореме
Бернсайда группа B содержит нормальное q-дополнение. Это противоречит ее простоте. Наше
предположение о том, что q делит |Y | неверно.

Следовательно, Y – q′-группа.
Утверждение 3.15.3 доказано.
3.15.4. Выполняется: если θ′(1) = 2|A|, то Y = Nπ′ , т. е. |Y | = 2|Bq|.
Предположим, что θ′(1) = 2|A|. Тогда η′(1) = 1 и N′ ⊆ kerη′.
Допустим, что характер θ′ не является неприводимым. Как и в случае, когда θ(1) = 2|A|

в доказательстве утверждения 3.15.1, мы убеждаемся в том, что подгруппа Y абелева. Но Nπ′ ⊆
⊆ Y . Следовательно, подгруппа B содержит нормальное q-дополнение. Это противоречит тому,
что она простая.

Поэтому характер θ′ неприводим.
По теореме Клиффорда

(θ′)Y = ∑
a∈A

(β′)a,

где β′ – неприводимый характер степени 2 подгруппы Y .
Предположим, что неприводимая компонента β′ характера (θ′)Y подгруппы Y примитивна.
Тогда из теоремы 14.23 [5] вытекает, что

|Y : Z(β′)|= 22 ·3; 23 ·3; 22 ·3 ·5.
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Отсюда следует, что для 5< r ∈ π(B) подгруппаBr ⊆ Z(β′). Поскольку подгруппаBr –A-инвариантна,
то Br = (Br)

a ⊆ (Z(β′))a для каждого элемента a ∈ A. Поэтому

Br ⊆ ∩a∈A((Z(β′))a).

Но Br ⊆ Z(η′), ибо η′(1) = 1. Поэтому

Br ⊆ Z(χ̂Y ) = Z(Y )

по лемме 5 [7]. Следовательно, Br ⊆ Z(N(r))π′ , и поэтому группа B содержит нормальное r-
дополнение, что не так. Поэтому π(Y ) = {2;3;5}.

Отсюда следует, что в рассматриваемом случае Bq ̸⊆ Y , если |Bq| = q.
Поэтому q = 3, Y3 = B3 = 35 и B3 ∩Z(β′) = 34.
Рассмотрим этот случай. Поскольку (β′)Z(β′) = 2ξ для линейного характера ξ подгруппы

Z(β′), то из разложения характера (θ′)Y выше вытекает, что для каждого неединичного элемента
b ∈ Z(β′) мы получаем, что

(θ′)Y (b) = ∑
a∈A

(β′)a(b) = 2 ∑
a∈A

ξ
a(b).

Поскольку B3 ⊆ N′, что вытекает из теоремы 7.4.4 [4], то η′(b) = 1. Далее, χ̂(b) = 0, ибо характер
χ̂Bq регулярный. Поэтому θ′(b) = χ̂(b)−η′(b) = −1. Следовательно,

2 ∑
a∈A

ξ
a(b) =−1.

Отсюда мы получаем, что

∑
a∈A

ξ
a(b) =−1/2.

Это противоречит тому, что алгебраическое рациональное число является целым числом (см.
следствие 3.6 и лемму 3.2 [5]).

Предположим теперь, что неприводимая компонента β′ характера (θ′)Y подгруппы Y им-
примитивна.

Тогда β′ = λY для линейного характера λ подгруппы X ⊆ Y , |Y : X |= 2, и θ′ = λΓ1 , Γ1 = AY .
Как в аналогичном случае в доказательстве утверждения 3.15.1 мы доказали, что подгруппа

Nπ′ разрешима, убеждаемся в том, что подгруппа Y разрешима.
Пусть S = Y2′ . Поскольку фактор группа Γ1/kerη′ циклическая, то Skerη′/kerη′ также

циклическая и нормальна в Γ1/kerη′. А по утверждениям 2 и 2i теоремы [17] факторгруппа
Skerθ′/kerθ′ абелева и нормальна в Γ1/kerθ′. Поскольку kerη′∩kerθ′ = 1, то группа Γ1 изоморфна
некоторой подгруппе из прямого произведения факторгрупп Γ1/kerη′ и Γ1/kerθ′ с абелевыми и
нормальными холловыми подгруппами нечетного порядка. Тогда мы видим, что подгруппа S◁ Γ1
и также абелева. Следовательно, S ◁Y и |Y : S| – степень 2. Понятно, что Bq ⊆ S и что Bq ◁Y , т. е.
Y ⊆ Nπ′ . Так как по утверждению 3.15.1 |Nπ′ |= 2|Bq|, то Y = Nπ′ . Мы делаем вывод, что в случае
θ′(1) = 2|A| максимальная A-инвариантная подгруппа Y ⊆ B имеет порядок

|Y |= 2|Bq|.

Утверждение 3.15.4 доказано.
3.15.5. Выполняется: если θ′(1) = |A|, то B = Y (r)Bq для простого числа q ̸= r ∈ π(B).
Продолжим исследование случая, когда θ′(1) = |A|.
Из теоремы 4.21 [5] и из второй выделенной формулы в доказательстве утверждения 3.15.3

вытекает, что

θ
′ = (θ′)A[Y,A]×µ

для некоторого линейного характераµ подгруппыCY (A). Ранее отмечено, что характерθ′ неприводим.
Поэтому и характер (θ′)A[Y,A] неприводим.

Аналогично,
η
′ = ε× (η′)CY (A)
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для некоторого линейного характера ε подгруппы A[Y,A].
Поскольку C[Y,A](A) = 1, то из условия (∗) вытекает, что C[Y,A](a) = 1 для каждого элемента

a ∈ A. Тогда A[Y,A] – группа Фробениуса с ядром [Y,A]. Любой ее линейный характер в своем ядре
содержит подгруппу [Y,A]. Поэтому [Y,A] ⊆ kerε.

Далее, по следствию 13.4 [5] характер χ̂A является рационально значным. Поскольку

χ̂A = (η′)A +(θ′)A = η
′(1)εA +(θ′)A

и (θ′)A = ρA – регулярный характер подгруппы A, то характер εA – также рационально значен. Так
как 2 ̸∈ π и ε(1) = 1, то мы замечаем, что A ⊆ kerε. Поэтому ε = 1A[Y,A].

Отсюда и из леммы 2.6 [1] в ее обозначениях нетрудно заметить, что

χ̂A = kρA + εβ(1)1A = (θ′)A +η
′(1)εA = ρA +(|A|+1)1A,

т. е. k = ε = 1 и β(1) = |A|+ 1.
Поскольку η′(1) = |A|+ 1 = β(1), β – неприводимый характер подгруппы C и CY (A) ⊆ C,

то (η′)CY (A) = βCY (A).
Следовательно,

η
′ = 1A[Y,A]×βCY (A).

Напомним, что B ⊃ Y – такая любая A-инвариантная подгруппа, что Y ̸⊆ C, в том числе и
максимальная. Это означает, что Br,(N(r))π′ ⊆ Y (r) для r ∈ π(B).

Поэтому два выделенных равенства в доказательстве утверждения 3.15.3 мы можем записать
для каждого простого числа q ̸= r ∈ π(B), Y (r) ̸⊆ C, в виде

Y (r) = [Y (r),A]×CY (r)(A), [Y (r),A]⊆ Z(Y (r))

и
AY (r) = A[Y (r),A]×CY (r)(A).

Поскольку Y (r) ̸⊆ C, то [Y (r),A] ̸= 1 для таких простых чисел r.
Покажем, что C ⊆ Y (r).
Пусть

1 ̸= M = [Y (r),A]∩ ([(Y (r)),A]c = [(Y (r))c,A])

для некоторого элемента c ∈C \CY (r)(A). Из формулы выше и из теоремы 6.2.2 [4] вытекает, что

(Y (r))c = [(Y (r))c,A]×C(Y (r))c(A).

Так как M ⊆ Z(Y (r)) и M ⊆ Z((Y (r))c), то подгруппа

L = ⟨Y (r),(Y (r))c⟩ ⊆CB(M).

Поскольку подгруппаY (r) максимальна в группеB, то могут быть две возможности: L=B или L=Y (r).
Если L = B, то 1 ̸= M ⊆ Z(B), что противоречит простоте группы B.
Если L = Y (r), то мы получаем, что (Y (r))c = Y (r) для элемента c ∈ C. Это означает, что

c ∈ NB(Y (r)). Так как подгруппа NB(Y (r)) A-инвариантна и отлична от B, то NB(Y (r)) = Y (r) в си-
лу максимальности подгруппы Y (r). Это означает, что c ∈ Y (r), т. е. c ∈ CY (r)(A). Мы получили
противоречие с выбором элемента c. Значит, в случае, когда M ̸= 1 выполняется утверждение
C \CY (A) = ∅. Это означает, что C = CY (r)(A).

Пусть теперь M = 1 для некоторого элемента c ∈ C \CY (r)(A). Из ранее приведенных рас-
суждений вытекает, что

χ̂A[Y (r),A] = (η′)A[Y (r),A]+(θ′)A[Y (r),A] =

= (|A|+1)1A[Y (r),A]+(θ′)A[Y (r),A].

Понятно, что имеет место и такая формула:

χ̂A[(Y (r))c,A] = (|A|+1)1A[(Y (r))c,A]+(θ′)A[(Y (r))c,A]
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для таких элементов c.
Мы тогда видим, что

(χ̂A[Y (r),A],1A[Y (r),A])A[Y (r),A]+(χ̂A[(Y (r))c,A],1A[(Y (r))c,A])A[(Y (r))c,A] = 2(|A|+1)>

> (χ̂A[Y (r),A]∩A[(Y (r))c,A],1A[Y (r),A]∩A[(Y (r))c,A])A[Y (r),A]∩A[(Y (r))c,A] = (χ̂A,1A)A = |A|+2.

Применим теорему 5.19 [5], по которой подгруппа

L = ⟨A[Y (r),A],A[(Y (r))c,A]⟩

собственная.
Пусть Lπ′ ⊆ Y (Lπ′ ) – максимальная A-инвариантная подгруппа. Нетрудно видеть, что A ⊆ L,

Lπ′ ̸⊆C и что компонента θ′ характера χ̂AY (L
π′ ) может иметь только степень, равную |A|. Тогда

Y (Lπ′ ) = [Y (Lπ′ ),A]×CY (L
π′ )(A), [Y (Lπ′ ),A]⊆ Z(Y (Lπ′ )).

Так как

[Y (r),A], [(Y (r))c,A]⊆ Lπ′ ⊆ Y (Lπ′ ),

то
Y (r) ⊆ NB([Y (r),A])⊆ Y (Lπ′ )

и
(Y (r))c ⊆ NB([(Y (r))c,A])⊆ Y (Lπ′ ).

Поскольку подгруппы Y (r) и (Y (r))c максимальные A-инвариантные, то

Y (Lπ′ ) = Y (r) = (Y (r))c.

Это означает, что c ∈ NB(Y (r)). Но NB(Y (r)) = Y (r), ввиду того, что подгруппа Y (r) максимальная
A-инвариантная. Поэтому c ∈ Y (r), т. е. c ∈CY (r)(A). Это противоречит выбору элемента c. Стало
быть, и в этом случае C \CY (r)(A) = ∅, т. е. C = CY (r)(A).

Как видим, в обоих случаях C = CY (r)(A) и, значит,

Y (r) = [Y (r),A]×C, [Y (r),A]⊆ Z(Y (r)).

Пусть q,r ̸= ri ∈ π(|B|), i = 3, |π(|B|)|. Понятно, что

Y (ri) = [Y (ri),A]×C, [Y (ri),A]⊆ Z(Y (ri))

для каждого i.
Обозначим также

M = [Y (r),A]∩ [Y ri ,A]

и таким же образом исследуем случаи, когда M ̸= 1 и когда M = 1. Мы также получим, что Y (r) =
= Y ri для каждого i = 3, |π(|B|)|. Это означает, что |B : Y (r)| = |Bq|. Тогда B = Y (r)Bq и Γ = Γ1Bq,
где Γ1 = AY (r).

Утверждение 3.15.5 доказано.
Рассмотрим характер ψ= (1Γ1)

Γ степени |Γ : Γ1|= |Bq|= 2|A|+1. Поскольку (ψΓ,1Γ)Γ = 1,
то для каждой неприводимой компоненты ν характера ψ получаем, что ν(1)⩽ 2|A|. Так как A ̸ ◁Γ,
то мы можем считать, что Akerν/kerν ̸ ◁Γ/kerν. Тогда по лемме 2.10 [1]

ν(1) ∈ {|A|−1; |A|; |A|+1;2(|A|−1);2|A|−1}.

По теореме 1 [15] при всех указанных случаях, за исключением значений ν(1) = |A|, ν(1) =
= 2|A|− 1 = 17 и ν(1) = 2|A| группа B = Or(B)C, где ν(1) = rα1 , α1 ∈ N. Это противоречит тому,
что группа B простая.

Если ν(1) = |A|, то из теоремы 2 [15] вытекает, что B = [B,A]×CB(A). Мы видим, что группа B
не является простой.

Если ν(1) = 2|A| − 1 = 17, то |A| = 32. Тогда B – простая 3′-группа. Ранее мы убедились,
что это невозможно.
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Остался случай, когда ν(1) = 2|A|. Если характер ν приводим, то группа B абелева, ибо все
неприводимые компоненты характера χ̂B линейные. Поэтому остается случай, когда характер ν
имеет степень, равную 2|A| и неприводим. Применим теорему [17]. Из нее мы узнаем, что группа B
разрешима, если неприводимая компонента β∗ степени 2 характера νB импримитивна. Поэтому
предположим, что β∗ является примитивным характером. Применим теорему 14.23 [5]. По ней

|B : Z(β∗)|= 22 ·3;23 ·3;22 ·3 ·5.

Но Z(β∗)◁ B, что противоречит тому, что группа B простая. Поэтому |B|= 22 ·3 ·5. Так как χ̂(1) =
= |Bq|= 2|A|+1 > 7 делит |B|, то мы видим, что B ⊆C, т. е. A◁ Γ. Это противоречит условию (∗).

Лемма 3.15 доказана.
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