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Подгруппы A и B группы G называются cc-перестановочными в G, если A пе-
рестановочна с Bg для некоторого элемента g ∈ ⟨A,B⟩. Подгруппа A группы G
называется условно полунормальной в G, если в G существует подгруппа T такая,
что G = AT и A cc-перестановочна с каждой подгруппой из T . В настоящей ра-
боте доказана сверхразрешимость группы G, факторизуемой cверхразрешимыми
условно полунормальными подгруппами A и B, в следующих случаях: коммутант G′

нильпотентен; (|A|, |B|) = 1; G метанильпотентна и (|G : A|, |G : B|) = 1; G метаниль-
потентна и (|A/AN|, |B/BN|) = 1. Кроме того, установлена сверхразрешимость группы,
у которой максимальные, силовские, максимальные из силовских, минимальные,
2-максимальные подгруппы являются условно полунормальными подгруппами.

Введение. Рассматриваются только конечные группы. Подгруппы A и B группы G на-
зываются перестановочными, если AB = BA. Заметим, что равенство AB = BA равносильно
тому, что AB ⩽ G. Более слабое условие перестановочности было приведено в работе [1]:
подгруппы A и B группы G называются cc-перестановочными в G, если A перестановочна
с Bg для некоторого элемента g ∈ ⟨A,B⟩. При этом подгруппа A группы G называется
cc-перестановочной в G, если A cc-перестановочна с каждой подгруппой из G.

Подгруппы A и B группы G называются взаимно (тотально) перестановочными [2],
если UB = BU и AV =VA (соответственно UV =VU) для всех U ≤ A и V ≤ B. Результаты,
связанные со строением групп с заданными системами взаимно (тотально) перестановочных
подгрупп, приведены в разделах 4–5 монографии [3].

Со времени выхода работы [2] теория произведений взаимно и тотально переста-
новочных подгрупп получила широкое развитие. Так, в работе [4] было введено понятие
tcc-подгруппы: подгруппа A группы G называется tcc-подгруппой в G, если в G существует
подгруппа T такая, что G = AT и подгруппы A и T тотально cc-перестановочны. Кроме
того, в [4] исследованы группы с заданными системами tcc-подгрупп.

В работе [5, теорема C] доказано утверждение: предположим, что G = AB, где A
и B – сверхразрешимые подгруппы группы G. Пусть либо коммутант G′ нильпотен-
тен, либо (|A|, |B|) = 1. Если подгруппа A cc-перестановочна с каждой подгруппой из
подгруппы B и подгруппа B cc-перестановочна с каждой подгруппой из подгруппы A,
то G сверхразрешима.

Подгруппы A и B, удовлетворяющие условию «подгруппа A cc-перестановочна с каж-
дой подгруппой из подгруппы B и подгруппа B cc-перестановочна с каждой подгруппой из
подгруппы A», можно кратко называть взаимно cc-перестановочными подгруппами.

Напомним, что подгруппа A называется полунормальной в группе G, если в G
существует подгруппа T такая, что G = AT и A перестановочна с каждой подгруппой
из T . В [6] исследованы группы, факторизуемые полунормальными подгруппами. Вполне
естественно рассмотреть следующее
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Определение. Подгруппа A группы G называется условно полунормальной подгруп-
пой в G, если в G существует подгруппа T такая, что G = AT и A cc-перестановочна
с каждой подгруппой из T .

Подгруппу T в дальнейшем будем называть условным добавлением к подгруппе A
в группе G. Очевидно, что всякая tcc-подгруппа является условно полунормальной под-
группой. Обратное неверно. Примером является знакопеременная группа A4, в которой
силовская 2-подгруппа является условно полунормальной подгруппой, но не является
tcc-подгруппой.

Если G = AB – произведение взаимно cc-перестановочных подгрупп A и B, то
A и B будут условно полунормальными подгруппами в группе G. Обратное неверно,
см. [4, пример 1.1].

В настоящей работе доказана сверхразрешимость группы G, факторизуемой cверх-
разрешимыми условно полунормальными подгруппами A и B, в следующих случаях:
коммутант G′ нильпотентен; (|A|, |B|) = 1; G метанильпотентна и (|G : A|, |G : B|) = 1; G
метанильпотентна и (|A/AN|, |B/BN|) = 1. Кроме того, установлена сверхразрешимость
группы, у которой максимальные, силовские, максимальные из силовских, минимальные,
2-максимальные подгруппы являются условно полунормальными подгруппами.

1. Предварительные рассмотрения. Приведем известные результаты, которые
неоднократно будут использоваться в доказательствах.

Используемая терминология соответствует [7; 8]. Запись H ≤ G означает, что H –
подгруппа группы G. Если H ≤ G и H ̸= G, то пишем H < G. Запись H⊴G означает, что H –
нормальная подгруппа группы G. Через G′, Z(G), F(G) и Φ(G) обозначаются коммутант,
центр, подгруппы Фиттинга и Фраттини группы G соответственно; Op(G) и Op′(G) – наи-
большие нормальные в G p- и p′-подгруппы соответственно; π(G) – множество всех простых
делителей порядка группы G. Элементарная абелева группа порядка pt и циклическая груп-
па порядка m обозначаются Ept и Zm соответственно, а A⋊B – полупрямое произведение
нормальной подгруппы A и подгруппы B.

Группа называется сверхразрешимой, если порядки ее главных факторов являются
простыми числами. Через U и N обозначим класс всех сверхразрешимых и нильпотент-
ных групп соответственно, а через HX – X-корадикал группы H, см. [7, с. 166]. Группа
с нормальной силовской p-подгруппой называется p-замкнутой, а группа с нормальной
p′-холловой подгруппой называется p-нильпотентной.

Лемма 1.1 [9, лемма 6]. Предположим, что разрешимая группа G /∈ U, но фактор-
группа G/K ∈U для каждой неединичной нормальной в G подгруппы K. Тогда справедливы
следующие утверждения:

(1) Z(G) = Op′(G) = Φ(G) = 1;
(2) группа G содержит единственную минимальную нормальную подгруппу N,

N = F(G) = Op(G) = CG(N) для некоторого p ∈ π(G);
(3) G – примитивная группа; G = N ⋊M, где M – максимальная подгруппа в группе

G с единичным ядром;
(4) N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1;
(5) если подгруппа M абелева, то M циклическая порядка, делящего pn −1, а n –

наименьшее натуральное число такое, что pn ≡ 1 (mod |M|).
Лемма 1.2 [8, VI.9]. (1) Класс U – наследственная насыщенная формация.
(2) Каждая минимальная нормальная подгруппа сверхразрешимой группы имеет

простой порядок.
(3) Пусть N – нормальная в G подгруппа и G/N сверхразрешима. Если N либо

циклическая, либо N ≤ Z(G), либо N ≤ Φ(G), то G сверхразрешима.
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(4) Каждая сверхразрешимая группа G p-замкнута для наибольшего p ∈ π(G)
и q-нильпотентна для наименьшего q ∈ π(G).

(5) Коммутант сверхразрешимой группы нильпотентен.
(6) Группа сверхразрешима тогда и только тогда, когда каждая ее максимальная

подгруппа имеет простой индекс.
Лемма 1.3 [8, с. 721; 10]. Пусть G – минимальная несверхразрешимая группа. Тогда

справедливы следующие утверждения:
(1) G разрешима и |π(G)| ≤ 3;
(2) G имеет единственную нормальную силовскую подгруппу P и P = GU. Кроме

того, P имеет экспоненту p, если p ̸= 2, и экспоненту 2 или 4, если p = 2;
(3) P/Φ(P) – минимальная нормальная подгруппа в G/Φ(P) и |P/Φ(P)|> p;
(4) если Q – дополнение к P в G, то Q/Q∩Φ(G) – либо примарная циклическая

группа, либо минимальная неабелева группа;
(5) если |π(Q)| = 2, то Q – нециклическая группа с циклическими силовскими

подгруппами.
(6) если G не является группой Шмидта, то G имеет силовскую башню сверх-

разрешимого типа.
2. Свойства условно полунормальных подгрупп.
Лемма 2.1. Пусть A – условно полунормальная подгруппа группы G и Y – условное

добавление к A в G. Тогда справедливы следующие утверждения:
(1) A – условно полунормальная подгруппа в H для каждой подгруппы H группы G

такой, что A ≤ H;
(2) AN/N – условно полунормальная подгруппа в G/N для каждой N ⊴G;
(3) для каждой X ⩽Y существует y ∈Y такой, что AXy ⩽ G. В частности, AM ⩽ G

для некоторой максимальной подгруппы M группы Y и AH ⩽ G для некоторой π-холловой
подгруппы H разрешимой группы Y и любого π ⊆ π(G);

(4) AK ⩽ G для каждой субнормальной подгруппы K в Y ;
(5) AKg ⩽ G для любого g ∈ G и любой субнормальной подгруппы K из Y ;
(6) Ax – условно полунормальная подгруппа группы G и Y x – условное добавление

к Ax в G для любого x ∈ G;
(7) если A – максимальная подгруппа, то |G : A| – простое число;
(8) если Y разрешима и A r-замкнута, r – наибольшее простое число из π(G), то

ее силовская r-подгруппа Ar субнормальна в G.
Доказательство. 1. Так какY – условное добавление к A в G, то G = AY . По тождеству

Дедекинда H = H ∩AY = A(H ∩Y ). Так как H ∩Y ⩽Y , то для любого Z ≤ H ∩Y существует
элемент u ∈ ⟨A,Z⟩ такой, что AZu ⩽ G. Поэтому A – условно полунормальная подгруппа в H.

2. Так как G = AY , то G/N = (AN/N)(Y N/N). Пусть X/N – произвольная подгруппа
в Y N/N. Так как N ⩽ X ⩽Y N. То по тождеству Дедекинда X = X ∩Y N = (X ∩Y )N. Так как
X ∩Y ⩽ Y , то A(X ∩Y )u ⩽ G для некоторого u ∈ ⟨A,X ∩Y ⟩. Поэтому

(AN/N)(X/N)uN = A(X ∩Y )uN/N ⩽ G/N

для uN ∈ ⟨A,X ∩Y ⟩N/N ⊆ ⟨A,X⟩N/N = ⟨AN/N,X/N⟩. Значит, AN/N – условно полунор-
мальная подгруппа в G/N.

3. Так как A – условно полунормальная подгруппа группы G, то по определению
для каждой X ⩽ Y существует u ∈ ⟨A,X⟩ такой, что AXu ⩽ G. Так как u ∈ G = AY = YA,
то u = ya для некоторых y ∈ Y и a ∈ A. Тогда

AXu = AXya = A(Xy)a = Aa(Xy)a = (AXy)a ⩽ G.
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Поэтому существует подгруппа AXy в группе G для некоторого y ∈ Y . Очевидно, что если
X – π-холлова подгруппа разрешимой группы Y , то H = Xy – π-холлова подгруппа из Y .
Поэтому AH ⩽ G. Аналогично и в случае, когда X – максимальная подгруппа группы Y .
Тогда M = Xy – максимальная подгруппа группы Y и AM ⩽ G.

4. Поскольку K субнормальная подгруппа в Y , то существует цепь подгрупп

Y = K0 ⩾ K1 ⩾ . . .⩾ Kn−1 ⩾ Kn = K,

в которой подгруппа Ki+1 нормальна в Ki для всех i. Применим индукцию по n. По п. (3)
существует y ∈ Y такой, что AKy

1 = AK1 ⩽ G. Поэтому утверждение справедливо для n = 0
и n = 1. Значит, n ⩾ 2. Согласно п. (1) A – условно полунормальная подгруппа в AK1 и K1 –
условное добавление к A в AK1. Так как длина субнормальной цепи между K и K1 меньше,
чем n, то по индукции в группе AK1 существует подгруппа AK, а следовательно, AK ⩽ G.

5. Так g ∈ G = AY = YA, то g = ya для некоторых y ∈ Y и a ∈ A. Тогда

AKg = AKya = A(Ky)a = (AKy)a.

Так как K субнормальна в Y , то Ky субнормальна в Y . По п. (4) AKy ⩽ G. Значит, AKg ⩽ G.
6. Так как AY = G, то AxY x = G. Пусть L ≤ Y x. Тогда Lx−1 ≤ Y и существует u ∈

∈ ⟨A,Lx−1⟩ такой, что A(Lx−1
)u ⩽ G. Так как ⟨A,Lx−1⟩= ⟨Ax,L⟩x−1 , то существует v ∈ ⟨Ax,L⟩

такой, что u = vx−1 .
Поскольку x−1u = vx−1, то

A(Lx−1
)u = ALvx−1

= (AxLv)x−1
.

Поэтому AxLv ⩽ G. Следовательно, Ax – условно полунормальная подгруппа группы G
и Y x – ее условное добавление к Ax в G.

7. Из п. (3) следует, что AYp ⩽ G для некоторой силовской p-подгруппы Yp группы Y .
Поскольку A – максимальная подгруппа группы G, то либо AYp = A, либо AYp = G. Если
AYp = A для всех p ∈ π(Y ), то Y ⩽ A и G = AY = A, противоречие. Значит, существует
простое q ∈ π(Y ) такое, что AYq = G и Yq – условное добавление к A в G. Из п. (4) можно
считать, что Yq – минимальное условное добавление к A в G. По п. (3) AS < G и |G : AS|= q
для некоторой максимальной подгруппы S из Yq. Так как A – максимальная подгруппа
группы G, то |G : A| = |G : AS| = q.

8. Применим индукцию по порядку группы G. По п. (3) AY1 ⩽ G для некоторой
r′-холловой подгруппы Y1 группы Y . Если AY1 < G, то по п. (1) A – условно полунормальная
подгруппа в AY1 и по индукции Ar субнормальна в AY1. Кроме того, Ar субнормальна
в некоторой силовской r-подгруппеGr группыG. ПустьYr ⩽R, гдеR – силовская r-подгруппа
группы G и Rg = Gr для некоторого g ∈ G. По [11, теорема 1] Ar субнормальна в

G = AY = AY1Yr = (AY1)Y g
r = (AY1)Gr.

Поэтому будем считать, что G = AY1. По п. (3) AQ ⩽ G для некоторой силовской
q-подгруппы Q из Y1. Если AQ < G, то A – условно полунормальная подгруппа в AQ и по
индукции Ar субнормальна в AQ. Поэтому Ar нормальна в AQ и Q ⩽ NG(Ar). Так как это
верно для любого q ∈ π(Y1), то Ar нормальна в G = AY1.

Поэтому G = AQ. По п. (4) Q – минимальное условное добавление к A в G. По
п. (3) AM < G для некоторой максимальной подгруппы M из Q. Так как A – условно
полунормальная подгруппа в AM, то по индукции Ar субнормальна в AM, а следовательно,
Ar нормальна в AM. Поскольку |G : AM|= q, то G/(AM)G изоморфна подгруппе группы Sq.
Поэтому Gr ⩽ (AM)G ⩽ AM и Ar = Gr субнормальна в G. □
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Лемма 2.2. Пусть G разрешима и G = AB – произведение условно полунормальных
подгрупп A и B. Если силовская p-подгруппа P группы G нормальна в G и абелева, то
P∩A и P∩B нормальны в G.

Доказательство. Так как A – условно полунормальная подгруппа в G, то существует
подгруппа H такая, что AH = G. Тогда по лемме 2.1 (3) AHp′ – подгруппа группы G для
некоторой холловой p′-подгруппы Hp′ в H. Очевидно, что P∩A – силовская p-подгруппа
в A. Обозначим Ap = P∩A. Поэтому P∩AHp′ = Ap и Ap нормальна в AHp′ . Значит, Hp′ ⩽
⩽ NG(Ap). Пусть Hp – силовская p-подгруппа в H. Так как Hp и Ap содержатся в абелевой
подгруппе P, то Hp ⩽ CG(Ap). Значит, Ap = P∩A нормальна в

G = AH = AHpHp′ .

Аналогично доказывается, что P∩B нормальна в G. □
3. Группы, факторизуемые условно полунормальными подгруппами.
Теорема 3.1. Пусть A и B – сверхразрешимые условно полунормальные подгруппы

группы G и G = AB. Тогда G сверхразрешима в следующих случаях:
(1) коммутант G′ нильпотентен;
(2) (|A|, |B|) = 1.
Доказательство. Предположим, что теорема неверна и пусть G – контрпример

минимального порядка. Пусть N – неединичная нормальная в G подгруппа. Факторгруппа

G/N = (AN/N)(BN/N), AN/N ≃ A/A∩N, BN/N ≃ B/B∩N,

поэтому подгруппы AN/N и BN/N сверхразрешимы, а по лемме 2.1 (2) они являются
условно полунормальными подгруппами в G/N.

1. Так как

(G/N)′ = G′N/N ≃ G′/G′∩N,

то коммутант (G/N)′ нильпотентен. Следовательно, факторгруппа G/N удовлетворяет
всем требованиям теоремы и G/N сверхразрешима по выбору группы G.

Из леммы 1.1 получаем, что группа G примитивна, в G существует минимальная
нормальная подгруппа N такая, что N =CG(N) = Op(G) = F(G) для некоторого p ∈ π(G),
N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1. Теперь N ≤ G′, коммутант G′ –
p-подгруппа и N = G′. Так как G/N абелева и Op(G/N) = 1, то N – силовская p-подгруппа
группы G.

Предположим, что AN = G. Тогда A∩N = 1, A – максимальная в G подгруппа. По
условию A – условно полунормальная подгруппа в G. По лемме 2.1 (7) |G : A|= p. Поэтому
|N|= p, противоречие. Значит, предположение неверно и AN < G. Аналогично, BN < G.

По лемме 2.1 (1) подгруппа A является условно полунормальной подгруппой в AN и
сверхразрешима по условию. Так как N нормальна в AN, то N – условно полунормальная
подгруппа в AN. Кроме того, N абелева. Поскольку (AN)′ ≤ G′, то коммутант (AN)′ ниль-
потентен. По индукции подгруппа AN сверхразрешима. Аналогично, BN сверхразрешима.
Теперь группа G = (AN)(BN) является произведением нормальных сверхразрешимых
подгрупп AN и BN и ее коммутант G′ нильпотентен. По теореме Бэра [12] группа G
сверхразрешима.

2. Так как

(|AN/N|, |BN/N|) = (|A/A∩N|, |B/B∩N|) = 1,

то факторгруппа G/N удовлетворяет всем требованиям теоремы и G/N сверхразрешима
по выбору группы G.
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Пусть p – наибольшее простое из π(G). Так как (|A|, |B|) = 1, то будем считать, что
p ∈ π(A). Пусть Y – условное добавление к A в G. По лемме 2.1 (3) для каждого q ∈ π(Y )
существует силовская q-подгруппаYq изY такая, чтоAYq ⩽G. Если q ̸= p, то по лемме 2.1 (8)
Ap субнормальна в AYq, а следовательно, Ap нормальна в AYq и Yq ⩽ NG(Ap). Пусть q = p
и π= π(A). Так как A – π-холлова подгруппа, то AYp = A и Yp ⩽ A. Поэтому Yp ⩽ NG(Ap).
ТогдаAp нормальна вG=AY , посколькуYq ⩽NG(Ap) для любого q∈ π(Y ). Очевидно, чтоAp
силовская p-подгруппа в G. Пусть P = Ap. Тогда G разрешима, так как G/P сверхразрешима.

Из леммы 1.1 получаем, что группа G примитивна, в G существует минимальная
нормальная подгруппа N такая, что N = CG(N) = Op(G) = F(G) = P для наибольшего
p ∈ π(G), N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1.

Так как (|A|, |B|) = 1, то N ⩽ A и B – p′-группа. Так как B – условно полунормальная
подгруппа в G, то G = BH, где H – условное добавление к B в G и N ⩽ H. Пусть N1 –
минимальная нормальная подгруппа в A такая, что N1 ⩽ N. По лемме 1.2 (2) |N1|= p. Так
как N1 субнормальна в H, то по лемме 2.1 (4) BN1 ⩽ G. Так как G p-замкнута, то B ⩽ NG(N1).
Поэтому N1 нормальна в G = AB, противоречие. □

Следствие 3.1 [5, теорема C]. Пусть G = AB – произведение взаимно cc-переста-
новочных сверхразрешимых подгрупп A и B. Если либо коммутант G′ нильпотентен,
либо (|A|, |B|) = 1, то G сверхразрешима.

Теорема 3.2. Пусть A и B – сверхразрешимые условно полунормальные подгруппы
метанильпотентной группы G и G = AB. Тогда G сверхразрешима в следующих случаях:

(1) (|G : A|, |G : B|) = 1;
(2) (|A/AN|, |B/BN|) = 1.
Доказательство. Предположим, что теорема неверна и пусть G – контрпример

минимального порядка. Пусть N – неединичная нормальная в G подгруппа. Факторгруппа

G/N = (AN/N)(BN/N), AN/N ≃ A/A∩N, BN/N ≃ B/B∩N,

поэтому подгруппы AN/N и BN/N сверхразрешимы, а по лемме 2.1 (2) они являются
условно полунормальными подгруппами в G/N.

Так как по условию A и B – сверхразрешимые условно полунормальные подгруппы
метанильпотентной группыG, то по лемме 2.1 (8)Ap иBp субнормальны вG для наибольшего
простого числа p из π(G).

Так как P = ApBp является силовской p-подгруппой группы G, то G p-замкнута.
1. Так как

(|G/N : AN/N|, |G/N : BN/N|) = (|G : AN|, |G : BN|) =

=

(
|G : A|

|N : A∩N|
,

|G : B|
|N : B∩N|

)
,

то (|G/N : AN/N|, |G/N : BN/N|) = 1, поскольку (|G : A|, |G : B|) = 1. Факторгруппа

G/N = (AN/N)(BN/N)

сверхразрешима по выбору группы G.
Из леммы 1.1 получаем, что группа G примитивна, в G существует минимальная

нормальная подгруппа N такая, что N = CG(N) = Op(G) = F(G) = P для наибольшего
p ∈ π(G), N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1.

Применяя рассуждения как в теореме 1.1 (1), будем считать, что AN и BN – соб-
ственные подгруппы группы G. Подгруппы A и N – условно полунормальные подгруппы
в AN и сверхразрешимы, (|AN : A|, |AN : N|) = 1. Поскольку AN метанильпотентна, то по
индукции подгруппа AN сверхразрешима. Аналогично, BN сверхразрешима. Так как G/N
нильпотентна, то AN и BN субнормальны в G. Теперь группа G = (AN)(BN) является
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произведением субнормальных сверхразрешимых подгрупп AN и BN взаимно простых
индексов. Согласно [9, следствие 3.1] группа G сверхразрешима.

2. Из [7, лемма 5.8] следует, что

(|(AN/N)/(AN/N)N|, |(BN/N)/(BN/N)N|) =
= (|AN/(AN)NN|, |BN/(BN)NN|) =

= (|AN/ANN|, |BN/BNN|) =
(
|A/AN|
|S1|

,
|B/BN|
|S2|

)
,

S1 = (A∩N)/(AN∩N), S2 = (B∩N)/(BN∩N).

Так как (|A/AN|, |B/BN|) = 1, то

(|(AN/N)/(AN/N)N|, |(BN/N)/(BN/N)N|) = 1.

Факторгруппа G/N = (AN/N)(BN/N) сверхразрешима по выбору группы G.
Из леммы 1.1 следует, что F(G) = N = CG(N) = P – единственная минимальная

нормальная в G подгруппа, G = N ⋊M и N – элементарная абелева подгруппа порядка pn,
n > 1. Очевидно, что M – p′-холлова подгруппа в M и M нильпотентна. Так как G = AB, то
M = Ap′Bp′ , где Ap′ и Bp′ – p′-холловы подгруппы из A и B соответственно.

Если p ∈ π(A)∩π(B), то по лемме 2.2 P∩A и P∩B нормальны в G. Поэтому P ⩽
⩽ A∩B. Так как Op′(A) = 1, то по [9, лемма 2] Ap′ – абелева подгруппа экспоненты,
делящей p−1. Аналогично, Bp′ – абелева подгруппа экспоненты, делящей p−1. Поскольку
A/P нильпотентна, то (A/P)N = ANP/P = 1 и AN ⩽ P. Аналогично, BN ⩽ P. Так как
(|A/AN|, |B/BN|) = 1, то (|Ap′|, |Bp′|) = 1 и M = Ap′ ×Bp′ . Поэтому M абелева подгруппа
экспоненты, делящей p−1. По лемме 1.1 (5) M – циклическая порядка, делящего p−1
и |N| = p, противоречие.

Пусть p ̸∈ π(B). Тогда BN = 1. Значит, (|A/AN|, |B|) = 1 и (|A|, |B|) = 1, поскольку AN –
p-подгруппа. По теореме 1.1 (2) G сверхразрешима. □

Пример 3.1. Несверхразрешимая группа G = E72 ⋊S3, ([13], IdGroup=[294,7]), фак-
торизуется сверхразрешимыми условно полунормальными подгруппами A ≃ Z7 ×D14 и
B ≃ E72 ⋊Z3 такими, что (|G : A|, |G : B|) = 1 и (|A/AN|, |B/BN|) = 1, так как AN ≃ Z7 и
BN ≃ E72 . Поэтому условие метанильпотентности группы G в теореме 3.2 убрать нельзя.

4. Группы, с заданными системами условно полунормальных подгрупп.
Теорема 4.1. Пусть G – группа. Тогда G сверхразрешима в каждом из следующих

случаев:
(1) в группе G все максимальные подгруппы являются условно полунормальными

подгруппами;
(2) в группе G все силовские подгруппы являются условно полунормальными под-

группами;
(3) каждая циклическая подгруппа простого порядка или порядка 4 из нормаль-

ной подгруппы H группы G является условно полунормальной подгруппой в G и G/H
сверхразрешима;

(4) в группе G все 2-максимальные подгруппы являются условно полунормальными
подгруппами;

(5) в разрешимой группе G все максимальные подгруппы из каждой нециклической
силовской подгруппы являются условно полунормальными подгруппами в G.

Доказательство. 1. Пусть M – произвольная максимальная подгруппа группы G. По
лемме 2.1 (7) |G : M| – простое число. По лемме 1.2 (6) G сверхразрешима.

2. Покажем, что группа G разрешима. Пусть R – силовская r-подгруппа группы G.
Тогда R является условно полунормальной подгруппой. Пусть T – условное добавление к R
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в группе G. По лемме 2.1 (3) RQ ⩽ G для некоторой силовской q-подгруппы Q группы T ,
где q – произвольное простое число из π(T )\{r}. Подгруппа RQ является {r,q}-холловой
подгруппой группы G. По [14, теорема 2] G r-разрешима при r ̸= 3. Пусть t – наименьшее
из π(G). Если t > 2, то G разрешима. Если t = 2, то по доказанному G t-разрешима,
а, значит, разрешима.

Покажем, что группа G сверхразрешима. Предположим, что G – контрпример мини-
мального порядка. Пусть N – произвольная неединичная нормальная подгруппа группы G
и RN/N – силовская r-подгруппа группы G/N. По лемме 2.1 (2) RN/N является условно
полунормальной подгруппой группы G/N. Тогда G/N сверхразрешима по выбору группы G.

Пусть P – силовская p-подгруппа группы G, где p – наибольшее из π(G). По
лемме 2.1 (8) P субнормальна в G, а следовательно, нормальна в G. По лемме 1.1 группа G
примитивна, вG существует единственная минимальная нормальная подгруппаN такая, что
N =CG(N) = Op(G) = F(G) = P, N – элементарная абелева подгруппа порядка pn, n > 1.

ПустьQ – силовская q-подгруппа изG, q ̸= p. По условиюQ – условно полунормальная
подгруппа в G и T – условное добавление к подгруппе Q в G. Очевидно, что P ⩽ T . Пусть
P1 ⩽ P такая, что |P1|= p. Тогда по лемме 2.1 (4) QP1 ⩽ G, поскольку P1 субнормальна в T .
Так как G p-замкнута, то Q ⩽ NG(P1). Поскольку это включение справедливо для любого
q ∈ π(G) \ {p}, то P1 нормальна в G, противоречие.

3. Предположим, что утверждение неверно и пусть G – контрпример минимального
порядка. Пусть K – собственная подгруппа из G. Очевидно, что

K ∩H ⊴K и K/K ∩H ≃ KH/H

сверхразрешима. По лемме 2.1 (1) каждая циклическая подгруппа простого порядка или
порядка 4 из K ∩H является условно полунормальной подгруппой в K. Тогда по выбору
группы G подгруппа K сверхразрешима и поэтому G – минимальная несверхразрешимая
группа. Кроме того, H также сверхразрешима. Пусть q – наибольшее простое число из π(H).
Тогда по лемме 1.2 (4) силовская q-подгруппа Q из H нормальна в H и, следовательно,
Q нормальна в G. Пусть Q1 =Q1/Q циклическая подгруппа простого порядка или порядка 4
из H/Q. Тогда

Q1 = ⟨xQ⟩= ⟨x⟩Q/Q ≃ ⟨x⟩/⟨x⟩∩Q ≃ ⟨x⟩,
поскольку x ̸∈ Q. Так как x ∈ H, то по лемме 2.1 (2) Q1 – условно полунормальная подгруппа
в G/Q. Поскольку (G/Q)/(H/Q) сверхразрешима, то по индукции G/Q сверхразрешима.

По лемме 1.3 G разрешима, в G существует единственная нормальная силовская
p-подгруппа P и P = GU, P = P/Φ(P) – минимальная нормальная подгруппа в G = G/Φ(P)
и |P/Φ(P)| > p. Кроме того, P имеет экспоненту p, если p ̸= 2, и экспоненту 2 или 4,
если p = 2.

Если p ̸= q, то G ≃ G/Q∩P сверхразрешима по лемме 1.2 (1), поскольку G/Q и G/P
сверхразрешимы. Поэтому p = q и Q ⩽ P. Так как QΦ(P)/Φ(P) ⩽ P и P – минимальная
нормальная подгруппа в G, то Q ⩽ Φ(P) или QΦ(P) = P. Если Q ⩽ Φ(P), то G сверх-
разрешима по лемме 1.2 (3), поскольку Q ⩽ Φ(G) и G/Q сверхразрешима, противоречие.
Если QΦ(P) = P, то Q = P.

Предположим, что p = 2. Пусть x ∈ P и P1 = ⟨x⟩. Тогда |P1| = 2 или |P1| = 4. По
условию P1 – условно полунормальная подгруппа в G. По лемме 2.1 (3) существует в G
холлова 2′-подгруппа S такая, что P1S ⩽ G. По [8, IV.2.8] P1 ⩽ NG(S), а следовательно,
P ⩽ NG(S) и S нормальна в G, противоречие.

В дальнейшем будем считать, что p > 2. Пусть K = K/Φ(P) – подгруппа порядка p
в P. Тогда

K = ⟨xΦ(P)⟩= ⟨x⟩Φ(P)/Φ(P).
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Так как x ∈ P, то |⟨x⟩|= p и поэтому из леммы 2.1 (2) следует, что K – условно полунормаль-
ная подгруппа в G и T = T/Φ(P) – условное добавление к K в G. Поэтому по лемме 2.1 (3)
для каждого r ∈ π(T ), r ̸= p, существует силовская r-подгруппа R в T такая, что KR ⩽ G.
Ясно, что R – силовская r-подгруппа в G. Подгруппа

P∩KR = K(P∩R) = K

нормальна в KR и R ⩽ NG(K). Так как P абелева, то K нормальна в G. Значит, K = P,
противоречие.

4. Предположим, что утверждение неверно и пусть G – контрпример минималь-
ного порядка. По лемме 2.1 (1) и по п. (1) каждая максимальная подгруппа M будет
сверхразрешимой. Поэтому G – минимальная несверхразрешимая группа и применима
лемма 1.3. Тогда группа G разрешима, |π(G)|⩽ 3 и имеет единственную нормальную силов-
скую подгруппу P = GU. Очевидно, что Φ(G) = 1. Поэтому P – минимальная нормальная
подгруппа порядка pn, n > 1, и G = P⋊M, где M – некоторая максимальная подгруппа
группы G. Поскольку условие теоремы наследуют все факторгруппы, то P – единственная
минимальная нормальная подгруппа в G.

Если |π(G)|= 3, то G имеет силовскую башню сверхразрешимого типа и M = [T ]R,
где |T |= t, |R|= r, t,r ∈ π(G). Подгруппы T и R являются 2-максимальными подгруппами
группы G. Тогда по условию TY1 = G = RY2, где Y1 и Y2 – их условные добавления в G.
Кроме того, P ⩽ Y1 и P ⩽ Y2. Пусть P1 – минимальная нормальная подгруппа в P. Тогда по
лемме 2.1 (4) T ⩽ NG(P1) и R ⩽ NG(P1). Тогда P1 нормальна в G = PM = PT R, противоречие.

Таким образом, |π(G)| = 2. Тогда M – q-группа. Если |M| > q, то существует в M
максимальная подгруппа M1 такая, что M1 ̸= 1. Подгруппа M1 является 2-максимальной
подгруппой группы G. Тогда по условию M1Y = G, где Y – ее условное добавление в G.
Очевидно, что P ⩽Y . ЕслиY – собственная подгруппа в G, тоY сверхразрешима. Пусть P1 –
минимальная нормальная подгруппа в Y такая, что P1 ⩽ P. Тогда по лемме 2.1 (4) M1P1 ⩽ G
и M1 ⩽ NG(P1). Поэтому P1 нормальна в G = M1Y , противоречие.

Поэтому будем считать, что Y = G. Пусть R – максимальная подгруппа из P. Тогда
по лемме 2.1 (4) T = M1R ⩽ G. Очевидно, что |G : T |= pq и T является 2-максимальной
подгруппой группы G. Тогда по условию T X = G, где X – ее условное добавление в G. По
лемме 2.1 (3) существует силовская q-подгруппа Q в X такая, что L = T Q ⩽ G. Очевидно,
что |G : L| = p и L – максимальная подгруппа в G. Так как P ⩽̸ L, то LG = 1. Тогда
по [7, теорема 4.43] M = Lg для некоторого g ∈ G. Поскольку Rg ⩽ Lg ∩Pg = M ∩P = 1,
то R = 1 и |P| = p, противоречие.

Значит, |M|= q иP – максимальная подгруппа вG. ПустьP1 – максимальная подгруппа
в P. Тогда по условию P1K = G, где K – условное добавление к P1 в G. По лемме 2.1 (3)
в подгруппе K существует силовская q-подгруппа K1 такая, что P1K1 ⩽ G и K1 ⩽ NG(P1).
Поэтому P1 нормальна в G = P1K = PK1. Поэтому |P| = p, противоречие.

5. Пусть P – силовская p-подгруппа группы G. Если P циклическая, то G p-сверх-
разрешима. Пусть P нециклическая. Тогда по лемме 2.1 (3) для каждой максимальной
подгруппы Pi из P и каждого q ∈ π(G)\{p} существует силовская q-подгруппа Q в G такая,
что PiQ ⩽ G. По [15, теорема 3.4] G p-сверхразрешима. Так как это справедливо для любого
p ∈ π(G), то G сверхразрешима. □

Следствие 4.1 [1, теорема 3.10 (a, c)]. Пусть G – группа. Тогда группа G сверхраз-
решима в каждом из следующих случаев:

(1) в группе G все 2-максимальные подгруппы cc-перестановочны в G;
(2) каждая циклическая подгруппа простого порядка или порядка 4 из G является

cc-перестановочной в G.
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A. A. Trofimuk
On the supersolubility of a group with given systems

of conditionally seminormal subgroups

Summary
The subgroups A and B are said to be cc-permutable, if A is permutable with Bx for

some x ∈ ⟨A,B⟩. A subgroup A of a finite group G is called conditionally seminormal subgroup
in G, if there exists a subgroup T of G such that G = AT and A is cc-permutable with all
subgroups of T . In this paper, we proved the supersolubility of a group G = AB, where A
and B are supersoluble conditionally seminormal subgroups in G, in the following cases: the
derived subgroup G′ is nilpotent; (|A|, |B|) = 1; G is metanilpotent and (|G : A|, |G : B|) = 1; G
is metanilpotent and (|A/AN|, |B/BN|) = 1. Besides, we obtained the supersolubility of a group
in which maximal subgroups, Sylow subgroups, maximal subgroups of every Sylow subgroup,
minimal subgroups, 2-maximal subgroups are conditionally seminormal subgroups.


