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Подгруппа H конечной группы G называется слабо P-субнормальной подгруппой,
если H порождаетcя двумя подгруппами, одна из которых субнормальна в G, а дру-
гую можно соединить с группой G цепочкой подгрупп с простыми индексами.
Устанавливаются свойства слабо P-субнормальных подгрупп, позволяющие распро-
странять известные результаты о конечных группах с наборами P-субнормальных
подгрупп на конечные группы со слабо P-субнормальными подгруппами. В частности,
устанавливается сверхразрешимость конечной группы со слабо P-субнормальны-
ми нормализаторами силовских подгрупп и метанильпотентность группы со слабо
P-субнормальными B-подгруппами.

Введение. В работе рассматриваются только конечные группы. Все обозначения
и терминология соответствуют [1].

Предложенные А. Н. Скибой [2] понятия слабо субнормальной и частично субнор-
мальной подгруппы связаны с порождением подгруппы двумя подгруппами, одна из которых
субнормальна в группе, а другая обладает определенными свойствами.

Определение 1 [2]. ПодгруппуH группыGназывают слабо субнормальной подгруппой
группы G, если H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2 полунормальна в G. Здесь
и далее запись H = ⟨H1,H2⟩ означает, что H порождается своими подгруппами H1 и H2.
Напомним, что подгруппа A группы G называется полунормальной подгруппой группы G,
или полуперестановочной, если существует подгруппа B в группе G такая, что G = AB
и A перестановочна с каждой подгруппой из B.

Пусть P – множество всех простых чисел.
Определение 2. Подгруппа H группы G называется P-субнормальной подгруппой

группы G, если H = G или существует цепочка подгрупп

H = H0 < H1 < .. . < Hn−1 < Hn = G (1)

такая, что |Hi : Hi−1| ∈ P для всех i. В этой ситуации используется обозначение H P-sn G.
Определение 3. Подгруппа H группы G называется KP-субнормальной подгруппой

группы G, если H = G или существует цепочка подгрупп (1) такая, что для каждого i либо
Hi нормальна в Hi+1, либо |Hi : Hi−1| ∈ P. В этой ситуации используется обозначение
H KP-sn G.

Определения 2 и 3 введены А.Ф. Васильевым, Т.И. Васильевой и В.Н. Тютяновым
[3]. Ясно, что субнормальная подгруппа H группы G будет KP-субнормальной в G, а каж-
дая P-субнормальная подгруппа – KP-субнормальной подгруппой. В знакопеременной
группе A6 единичная подгруппа KP-субнормальна, но не P-субнормальна.

Введем следующее новое понятие.
Определение 4. Подгруппу H группы G будем называть слабо P-субнормальной

подгруппой группы G, если H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2 P-субнормальна в G.
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В настоящей работе устанавливаются свойства слабо P-субнормальных подгрупп,
в частности, оказывается, что слабо P-субнормальная подгруппа KP-субнормальна, а в раз-
решимой группе G для подгруппы H следующие утверждения эквивалентны:

H слабо P-субнормальна;
H KP-субнормальна;
H P-субнормальна.
Кроме того, в разрешимой группе каждая слабо субнормальная подгруппа P-субнор-

мальна, но обратное неверно: в симметрической группе S4 подгруппа ⟨(12)⟩P-субнормальна,
но не слабо субнормальна.

Полученные свойства позволяют распространить известные результаты о группах
с наборамиP-субнормальных подгрупп на группы со слабоP-субнормальными подгруппами.
В частности, группа со слабо P-субнормальными нормализаторами силовских подгрупп бу-
дет сверхразрешимой, а со слабо P-субнормальными B-подгруппами – метанильпотентной.

1. Вспомогательные результаты. Через π(G) обозначается множество всех простых
чисел, делящих порядок группы G, а наибольшая нормальная π-подгруппа группы G –
через Oπ(G) для π⊆ π(G), в частности, если π= {p}, то Op(G) – наибольшая нормальная
p-подгруппа группы G. Запись X ≤ Y , X < Y , X ◁Y , X ◁◁ Y означает, что X – подгруппа
в группе Y , соответственно, собственная подгруппа, нормальная подгруппа, субнормальная
подгруппа; |X | – порядок группы X и |X : Y | – индекс Y ≤ X .

Будем использовать следующие обозначения для группы G и ее подгруппы H:
HG – наибольшая нормальная в G подгруппа, содержащаяся в H;
HsG – наибольшая субнормальная в G подгруппа, содержащаяся в H.
Лемма 1 [4, Лемма 1.2]. Если M – максимальная подгруппа группы G, то MG = MsG.
Лемма 2 [1; 5]. Пусть K ◁◁ G, N – нормальная подгруппа группы G, H – подгруппа

группы G, r ∈ π(G). Тогда
(1) KN/N ◁ ◁ G/N;
(2) KN ◁ ◁ G;
(3) если N ≤ H и H/N ◁ ◁ G/N, то H ◁ ◁ G;
(4) π(K) = π(KG) и K ≤ Oπ(K)(G);
(5) если K r-разрешима, то KG r-разрешима;
(6) если K r-нильпотентна, то KG r-нильпотентна;
(7) если K r-разложима, то KG r-разложима.
Лемма 3 [6, лемма 1.8]. (1) Пусть H ≤U ≤ G. Если подгруппа H P-субнормальна

в U , а подгруппа U P-субнормальна в G, то подгруппа H P-субнормальна в G.
(2) Если H – P-субнормальная подгруппа группы G, а N – нормальная подгруппа

группы G, то подгруппа HN P-субнормальна в G, а подгруппа HN/N P-субнормальна
в G/N.

(3) Если N ≤ U ≤ G, N нормальна в G и U/N – P-субнормальная подгруппа груп-
пы G/N, то подгруппа U P-субнормальна в группе G.

(4) Если H – P-субнормальная в группе G подгруппа, а N – нормальная подгруппа
группы G, то (H ∩N) P-субнормальна в N.

Лемма 4. Пусть H – P-субнормальная подгруппа группы G. Если N – нормальная
подгруппа группы G, то H P-субнормальна в HN.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Надо считать HN
собственной подгруппой группы G. Пусть M – максимальная подгруппа группы G простого
индекса, в которой H P-субнормальна. Если HN ≤ M, то по индукции H P-субнормальна
в HN. Пусть HN не содержится в M. Тогда N не содержится в M, G = MN и |G : M| =
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= |N : (N ∩M)| ∈ P. По тождеству Дедекинда H ≤ HN ∩M = H(N ∩M)≤ HN. Так как

|HN : H(N ∩M)|= |H||N||H ∩N ∩M|
|H ∩N||H||N ∩M|

= |N : (N ∩M)| ∈ P,

то |HN : H(N ∩M)| ∈ P. Применяя индукцию к группе M, в которой подгруппа N ∩M
нормальна, а подгруппа H P-субнормальна, заключаем, что подгруппа H P-субнормальна
в H(N ∩M). Значит, подгруппа H P-субнормальна в HN по лемме 3 (1). □

Лемма 5. Если H – слабо P-субнормальная подгруппа группы G и N ◁G, то спра-
ведливы следующие утверждения:

(1) подгруппа HN слабо P-субнормальна в G;
(2) подгруппа HN/N слабо P-субнормальна в G/N;
(3) если N ≤ U ≤ G и U/N – слабо P-субнормальная подгруппа группы G/N, то

U – слабо P-субнормальная подгруппа группы G.
Доказательство. Пусть H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2 P-субнор-

мальна в G.
(1) Согласно лемме 2 (2) подгруппа H1N субнормальна в G, а по лемме 3 (2) под-

группа H2N P-субнормальна в G. Так как HN = ⟨H1N,H2N⟩, то подгруппа HN слабо
P-субнормальна в G.

(2) Ясно, что факторгруппа HN/N = ⟨H1N/N,H2N/N⟩. По лемме 2 (1) подгруппа
H1N/N субнормальна в G/N, а по лемме 3 (2) подгруппа H2N/N P-субнормальна в G/N.
Поэтому HN/N слабо P-субнормальна в G/N.

(3) Пусть N ≤U ≤ G и U/N – слабо P-субнормальная подгруппа группы G/N. Тогда
U/N = ⟨U1/N,U2/N⟩, где U1/N субнормальна в G/N, а U2/N P-субнормальна в G/N. По
лемме 2 (3) подгруппа U1 субнормальна в G, а по лемме 3 (3) подгруппа U2 P-субнормальна
в G. Так как U = ⟨U1,U2⟩, то U – слабо P-субнормальная подгруппа группы G. □

Лемма 6 [3, лемма 3.1]. (1) Пусть H ≤U ≤ G. Если H KP-субнормальна в U , а U
KP-субнормальна в G, то H KP-субнормальна в G.

(2) Если H – KP-субнормальная подгруппа группы G, а N – нормальная подгруппа
группы G, то подгруппа HN KP-субнормальна в G.

Лемма 7. Каждая KP-субнормальная подгруппа разрешимой группы G является
P-субнормальной в G подгруппой.

Доказательство. Пусть H – KP-субнормальная подгруппа разрешимой группы G.
Согласно определению 3 существует цепочка подгрупп (1) такая, что либо Hi нормальна
в Hi+1, либо |Hi : Hi−1| ∈ P для каждого i. Если H = G или |Hi : Hi−1| ∈ P для каждого i, то
H P-субнормальна в G по определению 2. Пусть для некоторого i подгруппа Hi нормальна
в Hi+1. Так как Hi+1 разрешима, то используя ее композиционный ряд, можно построить
цепочку подгрупп Hi = V0 < V1 < .. . < Vm−1 < Vm = Hi+1 такую, что |Vj+1 : Vj| ∈ P для
каждого j. Поступая так с каждой парой подгрупп Hi ◁Hi+1, получим P-субнормальность
подгруппы H в группе G. □

Теорема 1. (1) В группе каждая слабо P-субнормальная подгруппа является KP-суб-
нормальной подгруппой.

(2) В разрешимой группе G для подгруппы H следующие утверждения эквива-
лентны:

(2.1) H – слабо P-субнормальная подгруппа группы G;
(2.2) H – KP-субнормальная подгруппа группы G;
(2.3) H – P-субнормальная подгруппа группы G.

(3) В разрешимой группе каждая слабо субнормальная подгруппа является P-суб-
нормальной подгруппой.
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Доказательство. (1) Воспользуемся индукцией по порядку группы. Пусть H =
= ⟨H1,H2⟩ – слабо P-субнормальная подгруппа группы G и M – максимальная подгруппа
группы G, содержащая H. Здесь H1 субнормальна в G, H2 P-субнормальна в G. Согласно
лемме 1 MsG = MG, поэтому H1 ≤ MG и H = ⟨H1,H2⟩ ≤ MGH2 ≤ M < G. Так как подгруппа
H2 P-субнормальна в G, то H2MG P-субнормальна в G согласно лемме 3 (2). По лемме 4
подгруппаH2 P-субнормальна вH2MG. Поэтому подгруппаH слабоP-субнормальна вH2MG.
По индукции подгруппа H KP-субнормальна в H2MG. Таким образом, H KP-sn H2MG,
а H2MG P-sn G. Согласно лемме 6 (1), подгруппа H KP-субнормальна в G.

(2) Если H – слабо P-субнормальная подгруппа группы G, то согласно утвержде-
нию (1) подгруппа H KP-субнормальна в группе G, поэтому из (2.1) вытекает (2.2).
Если H – KP-субнормальная подгруппа разрешимой группы G, то согласно лемме 7 под-
группа H P-субнормальна в группе G, поэтому из (2.2) следует (2.3). Так как каждая
P-субнормальная подгруппа является слабо P-субнормальной подгруппой, то (2.3)⇒ (2.1).

(3) Вначале проверим, что в разрешимой группе каждая полунормальная подгруппа
P-субнормальна. Пусть A – полунормальная подгруппа группы G. Согласно определению
полунормальной подгруппы, см. определение 1, существует подгруппа B такая, что G = AB
и A перестановочна с каждой подгруппой из B. Пусть

B = B0 ≤ B1 ≤ . . .≤ Bm−1 ≤ Bm = B

– композиционный ряд группы B. Поскольку подгруппа B разрешима, то |Bi : Bi−1| ∈ P
для каждого i = 1,2, . . .m. Так как подгруппа A перестановочна с каждой подгруппой Bi,
то ABi – подгруппа группы G и можно построить цепочку подгрупп

AB = AB0 ≤ AB1 ≤ . . .≤ ABm−1 ≤ ABm = AB = G

такую, что

|ABi : ABi−1|=
|A||Bi||A∩Bi−1|
|A∩Bi||A||Bi−1|

=
|Bi : Bi−1|

|(A∩Bi) : (A∩Bi−1)|
делит |Bi : Bi−1| ∈ P. Значит, A – P-субнормальная подгруппа группы G.

Пусть H = ⟨H1,H2⟩ – слабо субнормальная подгруппа разрешимой группы G, под-
группа H1 субнормальна в G, H2 полунормальна в G. Согласно доказанному подгруппа H2
P-субнормальна в G и H = ⟨H1,H2⟩ будет слабо P-субнормальной подгруппой группы G.
По утверждению (2) подгруппа H P-субнормальна в G. □

Лемма 8. Пусть в группе G существует холлова подгруппа H.
(1) Если H слабо субнормальна в G, то H полунормальна в G.
(2) Если H слабо P-субнормальна в G, то H P-субнормальна в G.
Доказательство. Пусть H – π-холлова подгруппа группы G для некоторого π⊆ π(G).

Если H1 ≤ H и H1 субнормальна в G, то HG
1 – π-группа согласно лемме 2 (4) и HG

1 ≤ H.
(1) Если H слабо субнормальна в G, то H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2

полунормальна вG. ПосколькуH =HG
1 H2, тоH полунормальна вG по лемме [7, лемма 1 (2)].

(2) Если H слабо P-субнормальна в G, то H = ⟨H1,H2⟩, где H1 субнормальна в G, а H2
P-субнормальна в G. Поскольку H = HG

1 H2, то H P-субнормальна в G по лемме 3 (2). □
Заметим, что KP-субнормальная холлова подгруппа (в частности, силовская подгруп-

па) может быть неP-субнормальной. Например, в группеG=C7×A6 силовская 7-подгруппа
C7 нормальна, а значит, и KP-субнормальна, но не P-субнормальна.

Лемма 9. Пусть R – r-подгруппа группы G. Предположим, что R KP-субнормальна
в G. Если r = max π(G), то R субнормальна в G.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. В силу леммы 2 (4)
субнормальность r-подгруппы R равносильна тому, что R ≤ Or(G). Ясно, что R < G.
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Согласно определению 3, существует цепочка подгрупп

R = H0 < H1 < .. . < Hn−1 = K < Hn = G

такая, что либо подгруппа Hi нормальна в Hi+1, либо |Hi : Hi−1| ∈ P для каждого i. Так как
R – r-подгруппа в K и R KP-субнормальна в K < G, то R субнормальна в K по индукции
и R ≤ Or(K). Если K нормальна в G, то Or(K) субнормальна в G, поэтому

R ≤ Or(K)≤ Or(G),

что и требовалось доказать. Пусть K не нормальна в G. Тогда |G : K| = t ∈ P и t ≤ r =
= max π(G). Если t = r и Gr – силовская r-подгруппа группы G, содержащая Or(K), то

G = KGr, Or(K)G = Or(K)KGr = Or(K)Gr ≤ Gr.

Поэтому R ≤ Or(K)≤ Or(G), что и требовалось доказать. Пусть t < r. Тогда факторгруппа
G/KG изоморфна подгруппе симметрической группы степени t, поэтому G/KG является
r′-группой и силовская r-подгруппа группы G содержится в KG. Значит, R ≤ Or(K)≤ KG ◁G
и опять R субнормальна в G. □

2. Группы со слабо P-субнормальными подгруппами.
Теорема 2. Пусть R – силовская r-подгруппа группы G. Предположим, что R слабо

P-субнормальна в G. Тогда справедливы следующие утверждения:
(1) если r > 2, то G r-разрешима;
(2) если в группе G силовская 3-подгруппа и силовская 5-подгруппа слабо P-суб-

нормальны в G, то G разрешима;
(3) если r = max π(G), то R нормальна в G;
(4) если G – простая группа, то r = 2 и

G ∈ T= {PSL(2,7),PSL(2,11),SL(3,5),SL(2,2n),2n +1 = p ∈ P}.
Доказательство. (1) Пусть R – силовская r-подгруппа, слабо P-субнормальная в G.

Тогда R = ⟨R1,R2⟩, где R1 субнормальна в G, R2 P-субнормальна в G. Заметим, что R1 ≤
≤ Or(G)≤ R по лемме 2 (4), поэтому R = ⟨R1,R2⟩ ≤ Or(G)R2 = R. По лемме 3 (2) подгруппа
R = Or(G)R2 P-субнормальна в G. Согласно [8, теорема 2.1] группа G r-разрешима.

(2) Пусть в группе G силовская 3-подгруппа и силовская 5-подгруппа слабо P-суб-
нормальны. Тогда по (1) группа G 3-разрешима и 5-разрешима. Значит, имеется нормальный
ряд, факторы которого являются 3-группами, 5-группами или {3,5}′-группами. Так как
{3,5}′-группы разрешимы [9], то группа G разрешима.

(3) По теореме 1 (1) подгруппа R KP-субнормальна в G, а по лемме 9 подгруппа
R нормальна в G.

(4) Пусть R – силовская r-подгруппа, слабо P-субнормальная в G, и группа G простая.
Тогда R = ⟨R1,R2⟩, где R1 субнормальна в G, а R2 P-субнормальна в G. Так как G про-
стая, то Op(G) = 1 и R1 ≤ Op(G) = 1, поэтому R = R2 P-субнормальна в G. Согласно
[8, Следствие 2.1.2] r = 2 и G ∈ T. □

Напомним, что группу, у которой все силовские подгруппы циклические, называют
z-группой.

Следствие 1. Группа сверхразрешима тогда и только тогда, когда выполняется
любое одно из следующих условий:

(1) нормализатор каждой силовской подгруппы слабо P-субнормален в группе;
(2) каждая холлова подгруппа слабо P-субнормальна в группе;
(3) каждая примарная подгруппа и каждая бипримарная нециклическая z-подгруппа

слабо P-субнормальна.
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Доказательство. Согласно [6, лемма 1.1 (2)] в сверхразрешимой группе каждая
подгруппа P-субнормальна. Поэтому проверяем только обратные утверждения.

(1) Пусть в группе G нормализатор каждой силовской подгруппы слабо P-субнорма-
лен. Согласно теореме 1 (1) нормализатор каждой силовской подгруппы будет KP-субнор-
мальной подгруппой. Поскольку каждая подгруппа, содержащая нормализатор силовской
подгруппы, самонормализуема [1, лемма 1.67], то нормализатор каждой силовской под-
группы будет P-субнормальной подгруппой. Согласно [10, теорема 4.1.29 (1)] группа G
сверхразрешима.

(2) Пусть все холловы подгруппы в группе G слабо P-субнормальны. В частности,
все силовские подгруппы будут слабо P-субнормальными в G. По теореме 2 (2) группа
G разрешима. Согласно лемме 8 (2) каждая холлова подгруппа P-субнормальна в G и группа
G сверхразрешима согласно [10, теорема 4.1.29 (2)].

(3) Пусть каждая примарная подгруппа и каждая бипримарная нециклическая
z-подгруппа слабо P-субнормальны. Поскольку в группе G все силовские подгруппы слабо
P-субнормальны, то по теореме 2 (2) группа G разрешима. Согласно теореме 1 (2) каждая
примарная подгруппа и каждая бипримарная нециклическая z-подгруппа P-субнормальны.
По теореме [10, теорема 4.1.29 (3)] группа G сверхразрешима. □

3. Произведение слабо P-субнормальных подгрупп. Зафиксируем простое число
r ∈ π(G). Если группа G содержит нормальную силовскую r-подгруппу, то G называют
r-замкнутой. Если группа G содержит нормальную r′-холлову подгруппу, то G называют
r-нильпотентной. Группа называется r-разрешимой, если она обладает нормальным рядом,
факторы которого являются либо r-группой, либо r′-группой.

Группа G порядка pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n (pi ∈ P, i = 1, . . . ,n) называется дисперсивной по

Оре, если p1 > p2 > .. . > pn и G имеет нормальную подгруппу порядка pα1
1 pα2

2 . . . pαi
i для

любого i = 1,2, . . . ,n.
Группа, в которой все силовские (все примарные циклические) подгруппы P-субнор-

мальны, называется w-сверхразрешимой группой (v-сверхразрешимой группой соответ-
ственно). Группа, в которой все подгруппы Шмидта сверхразрешимы, называется sh-сверх-
разрешимой группой. Каждая w-сверхразрешимая группа является v-сверхразрешимой,
а каждая v-сверхразрешимая группа является sh-сверхразрешимой [11]. Закрепим также
обозначение A за формацией всех групп с абелевыми силовскими подгруппами, а GA – пе-
ресечение всех нормальных подгрупп группы G, факторгруппы по которым принадлежат A .

Нам потребуются следующие утверждения.
Лемма 10.Пусть группаG=AB – произведение слабоP-субнормальных вG подгрупп

A и B. Тогда справедливы следующие утверждения:
(1) если подгруппы A и B разрешимы, то группа G разрешима;
(2) если A и B дисперсивны по Оре, то G дисперсивна по Оре;
(3) если A и B – w-сверхразрешимы, то группа G w-сверхразрешима в каждом

из следующих случаев:
(3.1) индексы подгрупп A и B в группе G взаимно просты;
(3.2) A -корадикал GA группы G нильпотентен.

Доказательство. Согласно теореме 1 (1) подгруппы A и B KP-субнормальны
в группе G. Для KP-субнормальных сомножителей A и B все утверждения доказаны
в работе [3, 5.2–5.5]. □

Теорема 3.Пусть группаG=AB – произведение слабоP-субнормальных вG подгрупп
A и B. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) если A и B r-разрешимы, то G r-разрешима;
(2) если A и B r-нильпотентны и r = min π(G), то G r-нильпотентна;
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(3) если подгруппы A и B r-замкнуты и r = max π(G), то G r-замкнута;
(4) если A и B – v-сверхразрешимы и индексы подгрупп AF(G) и BF(G) в группе

G взаимно просты, то группа G v-сверхразрешима;
(5) если A и B – v-сверхразрешимы и A -корадикал GA группы G нильпотентен,

то группа G w-сверхразрешима;
(6) если A и B sh-сверхразрешимы, то G sh-сверхразрешима.
Доказательство. Пусть A = ⟨A1,A2⟩, B = ⟨B1,B2⟩, где A1 и B1 субнормальны в G,

а A2 и B2 P-субнормальны в G.
(1)ПодгруппыAG

1 иBG
1 нормальны в группеG и r-разрешимыпо лемме 2 (5). Подгруппа

N = AG
1 BG

1 r-разрешима и нормальна в G. Факторгруппа G/N = (A2N/N)(B2N/N), где
A2N/N и B2N/N – P-субнормальные подгруппы в G/N по лемме 3 (2). Согласно [12,
теорема 1 (1)] факторгруппа G/N r-разрешима. Поэтому группа G r-разрешима.

(2) Согласно утверждению (1) группа G r-разрешима. Из минимальности r ∈ π(G)
получаем, что группа G разрешима. По теореме 1 (2) подгруппы A и B P-субнормальны
в G. Согласно [12, теорема 1 (2)] группа G r-нильпотентна.

(3) Согласно теореме 1 (1) подгруппа A KP-субнормальна в группе G. Пусть R1 –
силовская r-подгруппа в A. По условию R1 нормальна в A, в частности, подгруппа R1
KP-субнормальна в A. Ввиду леммы 6 (1) подгруппа R1 KP-субнормальна в группе G. По
условию r = max π(G), а по лемме 9 подгруппа R1 ≤ Or(G). Аналогично, R2 ≤ Or(G), где
R2 – силовская r-подгруппа в B. Согласно [13, VI.4.6] произведение R1R2 – силовская
r-подгруппа в G, поэтому R1R2 ≤ Or(G) и группа G r-замкнута.

(4) Каждая v-сверхразрешимая группа дисперсивна по Оре [6, лемма 2.4]. Согласно
теореме 1 (1) подгруппы A и B KP-субнормальны в группе G. По лемме 10 (2) группа G
дисперсивна по Оре, в частности, группа G разрешима. Теперь подгруппы A и B P-суб-
нормальны в группе G по теореме 1 (2) и группа G становится v-сверхразрешимой со-
гласно [14, теорема 2].

(5) Согласно [11, теорема 3 (2)] каждая v-сверхразрешимая группа с нильпотентным
A -корадикалом GA является w-сверхразрешимой. Остается применить лемму 10 (3.2).

(6) Каждая sh-сверхразрешимая группа дисперсивна по Оре [14, лемма 6 (2.2)].
Согласно теореме 1 (1) подгруппы A и B KP-субнормальны в группе G. По лемме 10 (2)
группа G дисперсивна по Оре, в частности, группа G разрешима. Теперь подгруппы
A и B P-субнормальны в группе G по теореме 1 (2) и группа G становится sh-сверхразреши-
мой согласно [14, теорема 1]. □

Непосредственно из теоремы 3 (4), (5) вытекает
Следствие 2. Пусть A и B – v-сверхразрешимые слабо P-субнормальные подгруппы

группы G = AB. Тогда группа G v-сверхразрешима в каждом из следующих случаев:
(1) индексы подгрупп A и B в группе G взаимно просты;
(2) коммутант группы G нильпотентен.
С учетом [14, следствие 2.2] из теоремы 3 (5) вытекает
Следствие 3. Если A и B – v-сверхразрешимые слабо P-субнормальные подгруппы

группы G = AB, то GvU ≤ GNA .
Следствие 4. Пусть A – v-сверхразрешимая слабо P-субнормальная подгруппа

группы G и G = AB. Тогда группы G v-сверхрзрешима в каждом из следующих случаев:
(1) подгруппа B нильпотентна и нормальна в G;
(2) подгруппа B нильпотентна и |G : B| – простое число.
Доказательство. Пусть A – v-сверхразрешимая слабо P-субнормальная подгруппа

группы G. По теореме 1 (1) подгруппа A KP-субнормальна в G и дисперсивна по Оре
согласно [6, лемма 2.4].
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(1) Пусть подгруппа B нильпотентна и нормальна в G. Тогда факторгруппа G/B
разрешима, а значит, G разрешима.

(2) Пусть B нильпотентна и |G : B| – простое число. Тогда по определению 2 под-
группа B P-субнормальна в G, в частности, B KP-субнормальна в G. Поэтому группа
G дисперсивна по Оре по лемме 10 (2), в частности, группа G разрешима. Следовательно,
подгруппа A P-субнормальна в G по теореме 1 (2) и утверждения (1) и (2) справедливы
в силу [14, лемма 9]. □

4. Группы со слабо P-субнормальными B-подгруппами. Ненильпотентная груп-
па, у которой все собственные подгруппы нильпотентны, называется группой Шмидта.
Я. Г. Беркович предложил [15] называть B-группой группу, у которой факторгруппа по
подгруппе Фраттини является группой Шмидта. B-группы называют также обобщенными
группами Шмидта. Следуя [16], группу Шмидта с нормальной силовской p-подгруппой
и ненормальной силовской q-подгруппой будем называть S⟨p,q⟩-группой.B-группу, у которой
B/Φ(B) является S⟨p,q⟩-группой, будем называть B⟨p,q⟩-группой.

Лемма 11 [8, лемма 1.6]. Пусть U – нормальная в группе V подгруппа и V/U
является B⟨p,q⟩-группой. Если H – наименьшая в V подгруппа такая, что HU =V , то
H будет B⟨p,q⟩-группой.

Лемма 12. Пусть в группе G все B-подгруппы слабо P -субнормальны и N – нор-
мальная подгруппа группы G. Тогда в факторгруппе G/N все B-подгруппы слабо P-суб-
нормальны.

Доказательство. Пусть K/N – B⟨p,q⟩-подгруппа из G/N. По лемме 11 в K существует
B⟨p,q⟩-группа L такая, что K = LN. По условию подгруппа L слабо P-субнормальна в G. Из
леммы 5 (2) следует, что K/N слабо P-субнормальна в G/N. □

Лемма 13 [17, лемма 4]. Если группа G не p-нильпотентна, то в G существует
подгруппа Шмидта с неединичной нормальной силовской p-подгруппой.

Лемма 14 [8, лемма 1.8 (1)]. Если в группе G нет B⟨p,q⟩-подгрупп для всех q ∈ π(G),
то группа G p-нильпотентна.

Теорема 4. (1) Если в группе G все B-подгруппы слабо P-субнормальны, то G ме-
танильпотентна.

(2) Пусть p – наибольший простой делитель порядка группы G. Если в группе
G каждая B⟨p,q⟩-подгруппа слабо P-субнормальна для всех q ∈ π(G), то факторгруппа
G/Op(G) p-нильпотентна; в частности, группа G p-разрешима.

Доказательство. (1) В силу леммы 12 условия теоремы наследуют все факторгруппы
группы G. Будем использовать индукцию по порядку группы. Зафиксируем p = maxπ(G).

Пусть G не p-нильпотентна. Тогда в группе G существует S = [P]Q – подгруппа
Шмидта, которая p-замкнута по лемме 14. По условию S слабо P-субнормальна в G, а по
теореме 1 (1) подгруппа S KP-субнормальна в G. Подгруппа P – нормальная силовская
p-подгруппа в S, в частности, подгруппа P KP-субнормальна в S. По лемме 6 (1) подгруппа P
KP-субнормальна в группе G. По лемме 9 P ≤ Op(G). По индукции факторгруппа G/Op(G)
метанильпотентна, в частности, разрешима, значит, G разрешима.

Пусть теперь G p-нильпотентна. Тогда G = [Gp′]Gp, где Gp′ – нормальная p′-холлова
подгруппа. Пусть H – B-подгруппа в Gp′ . По условию H = ⟨H1,H2⟩ слабо P-субнормальна
в G, где H1 субнормальна в G, H2 P-субнормальна в G. Так как H ≤ Gp′ , то H1 ◁ ◁ Gp′ .
По лемме 3 (4) подгруппа H2 P-субнормальна в Gp′ и H слабо P-субнормальна в Gp′ . По
индукции Gp′ метанильпотентна, в частности, разрешима, поэтому факторгруппа G/Gp′

разрешима и группа G разрешима.
Значит, группа G разрешима и по теореме 1 (2) каждая B-подгруппа P-субнормальна.

Согласно [8, теорема 3.1] группа G метанильпотентна.
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(2) Если в группе G нет B⟨p,q⟩-подгрупп для всех q ∈ π(G), то по лемме 14 группа
G p-нильпотентна и утверждение справедливо. Тогда следует считать, что в группе G есть
B⟨p,q⟩-подгруппы. Пусть p = maxπ(G) и каждая B⟨p,q⟩-подгруппа слабо P-субнормальна
для любого q ∈ π(G). Пусть H = [Hp]Hq – B⟨p,q⟩-подгруппа в G, где Hp – нормальная
силовская p-подгруппа в H и Hq – циклическая силовская q-подгруппа в H. В частности, Hp
KP-субнормальна в H. По условию подгруппа H слабо P-субнормальна в G, по теореме 1 (1)
H KP-субнормальна в G. По лемме 6 (1) Hp KP-субнормальна в G. Из максимальности
p и леммы 9 получаем, что Hp ≤ Op(G). Следовательно, группа G непростая и Op(G) ̸= 1.

Рассмотрим факторгруппу G = G/Op(G). Пусть G не p-нильпотентна, тогда по
лемме 14 в G существует B⟨p,q⟩-подгруппа A = A/Op(G), которая p-замкнута. Согласно
лемме 11 подгруппа A = TOp(G), где T = [Tp]Tq – B⟨p,q⟩-подгруппа из A. Подгруппа Tp
нормальна в T , в частности, KP-субнормальна в T . По условию T слабо P-субнормальна
в G, а по теореме 1 (1) подгруппа T KP-субнормальна в G. По лемме 6 (1) подгруппа Tp
KP-субнормальна в G. Тогда из максимальности p и леммы 9 получаем, что Tp ≤ Op(G)
и подгруппа A – q-подгруппа. Получили противоречие с выбором группы G. Следовательно,
G/Op(G) p-нильпотентна, в частности, группа G p-разрешима. □

Следующий пример показывает, что метанильпотентность группы в теореме 4 (1)
нельзя ослабить до нильпотентности коммутанта.

Пример. У группы G = S3 ≀C2 ([18, SmallGroup(72,40)]) коммутант G′ ∼= [C3]S3
ненильпотентен. Поскольку любая максимальная в G подгруппа непростого индекса изо-
морфна силовской 2-подгруппе, то каждая B-подгруппа группы G будет P-субнормальной
в G подгруппой.
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S. I. Lendziankova
On weakly P-subnormal subgroups of finite groups

Summary
A subgroup H of a finite group G is called a weakly P-subnormal subgroup if H is generated

by two subgroups, one of which is subnormal in G, and the other one can be connected to
G by a subgroup chain with prime indexes. We establish the properties of weakly P-subnormal
subgroups and one makes possible to extend the known results on finite groups with sets of
P-subnormal subgroups to finite groups with weakly P-subnormal subgroups. In particular,
we prove that a finite group with weakly P-subnormal normalizers of Sylow subgroups is
supersolvable and a group with weakly P-subnormal B-subgroups is metanilpotent.


