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Аннотация. Исследованы аналитические свойства решений обобщенной системы
Рабиновича–Фабриканта, связанной с моделями нелинейной физики и обладающей
определенными качественными свойствами при значениях входящих в нее параметров.
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Abstract. The analytical properties of solutions of the generalized Rabinovich–Fabrikant
system related to models of nonlinear physics and possessing certain qualitative properties at
the values of its parameters are investigated.

1. Введение

Система уравнений

ẋ =
[︁
p(x2 + z)+q(−y2 +3z)−1

]︁
y+ax,

ẏ =
[︁
p(−x2 +3z)+q(y2 + z)+1

]︁
x+ay,

ż =−2z
[︁
b+(p+q)xy

]︁ (1)

(обобщенная система Рабиновича–Фабриканта [1] с неизвестными функциями x, y, z независимой
переменной t; a, b, p, q – произвольные фиксированные параметры) моделирует процесс нелинейного
взаимодействия волн в плазме. При стандартных значениях a = 0,87, b = 1,1 в модели (1) при
p = 1, q = 0, известной как модель Рабиновича–Фабриканта [2], наблюдается детерминированный
хаос, а ее притягивающее множество представляет собой странный аттрактор [3].

Новые качественные свойства решений системы (1) в случае p = 1, q = 0, т. е. системы
Рабиновича–Фабриканта

ẋ = y(x2 + z−1)+ax,

ẏ = x(−x2 +3z+1)+ay,

ż =−2z(b+ xy),

(2)

получены в [4] с учетом новых подходов к исследованию динамических систем, изложенных в [5].
В частности, указано существование в (2) скрытых хаотических аттракторов при определенных
значениях a и b.
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На основании известной гипотезы [6] о несовместимости выполнения для системы свойства
Пенлеве с хаотичностью ее поведения, актуальным является исследование аналитических свойств
решений систем (1), (2). Под свойством Пенлеве (в предположении, что независимая перемен-
ная t является комплексной) будем понимать отсутствие у общего решения системы подвижных
критических особых точек [7; 8], т. е. возможность наличия только подвижных полюсов.

2. Анализ решений системы (1)

Одним из алгоритмов, обеспечивающих проверку выполнения условий, необходимых для на-
личия у решений дифференциального уравнения (системы) свойства Пенлеве, является формальный
тест Пенлеве [9;10] (алгоритм Ковалевской [11]). Применительно к системам дифференциальных
уравнений, представленным в полиномиальном виде

x′i Qi(x1,x2, . . . ,xn,τ) = Pi(x1,x2, . . . ,xn,τ), i = 1,n, (3)

где τ = t − t0, t0 – произвольная точка области в G ⊂ C, а Pi, Qi – полиномы от x1, x2, . . . ,xn

с аналитическими по τ коэффициентами; ′ = d
dτ , тест представляет собой последовательное

выполнение следующих шагов [12].
1. Определяются наименьшие возможные степени переменной в формальных разложениях

i-х компонент решения системы уравнений (3) вида

xi =
∞

∑
j=0

ci j τ
j−pi , i = 1,n. (4)

С этой целью и для определения пар (c0,p), c0 = (c10,c20, . . . ,cn0), p = (p1, p2, . . . , pn), в систе-
му (3) подставляются выражения (4). Если не все ci0 = 0 и полученные pi ∈ N, то первый шаг
пройден и анализ системы может быть продолжен. Отметим, что случай целого отрицательного pi

заменой xi → x−1
i , а случай pi = 0 заменой xi = ci0 + x−1

i сводится к предыдущему рассмотрением
преобразованной системы (3).

2. Второй шаг теста связан с отысканием индексов Фукса для каждой пары значений (c0,p).
Индексами Фукса или резонансами называются номера jr коэффициентов ci j в разложениях i-х
компонент решения (4), для которых коэффициенты ci jr содержат произвольный параметр.

Индексы Фукса определяются подстановкой выражений xi ∼ ci0τ
−pi +βiτ

r−pi , i = 1,n, в веду-
щие члены уравнений системы (3). Ведущими (доминантными) членами i-го уравнения системы (3)
называются мономы системы (3), которые в результате подстановки (4) в (3) определяют в i-м
уравнении наименьшие степени τ.

Приравнивая выражения, линейные относительно βk (k = 1,n), нулю, получаем систему
линейных алгебраических уравнений. Определитель матрицы коэффициентов этой системы, при-
равненный к нулю, определяет уравнение резонансов Q(r) = 0. В случае, когда для каждой пары
(c0,p) все корни уравнения резонансов являются целыми, а отличные от −1 и, возможно, от нуля, –
положительными числами, второй шаг формального теста считается пройденным.

3. Если все коэффициенты в разложении (4) могут быть определены и число произвольных
среди них коэффициентов равно n−1, то считается, что система дифференциальных уравнений
проходит третий шаг, а вместе с ним проходит и весь формальный тест Пенлеве.

Применение к системе (1) формального теста Пенлеве приводит к следующему заключению.
Теорема 2.1. Система (1) в случае q ̸= 0 не проходит формальный тест Пенлеве и, следова-

тельно, не обладает свойством Пенлеве.
Теорема 2.2. Система (1) при a =−b имеет первый интеграл

x2 + y2 +4z =Ce2at , (5)

где C – произвольная постоянная.
Для доказательства достаточно исключить из (5) константу C, используя уравнения си-

стемы (1).
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Следствие 2.3. Система (1) в случае a = b = 0 имеет автономный интеграл

x2 + y2 +4z =C.

Теорема 2.4. Система (1) при a = b = 0 не обладает хаотическим поведением.
В силу следствия систему (1) можно свести к двумерной автономной системе. Но согласно [13]

решения автономной системы с двумерным фазовым пространством не могут быть хаотическими.
Теорема 2.5. Система (1) при p =−q имеет 2 первых интеграла

x2 + y2 = He2at , z = Ke−2bt , (6)

где H, K – произвольные постоянные.
Для доказательства достаточно в (6) исключить постояннуюH с учетомпервых двух уравнений

системы (1) и проинтегрировать третье уравнение с учетом p = −q.
Замечание 2.6. Система (1) обладает свойством симметрии относительно замены пере-

менных x →−x, y →−y, z → z [1].

3. Анализ решений системы (2)

Теорема 3.1. Система (2) ни при каких значениях параметров a, b не проходит формальный
тест Пенлеве.

Теорема 3.2. Система (2) при a = 0 имеет решения вида

x =
x−1

τ1/2 + x1τ
1/2 + x3τ

3/2 + · · · , (7)

y =
ix−1

τ1/2 + y1τ
1/2 + y3τ

3/2 + · · · , (8)

z = z0τ+ z1τ
2 + · · · , (9)

где τ= t− t0, x2
−1 = i/2, i2 =−1, t0, z0, x1 (y1) – произвольные постоянные, причем 3

2 x1− iy1
2 =−ix−1.

Ряды (7)–(9) сходятся в области 0 < |τ|< ρ, ρ> 0.
В том, что разложения (7)–(9) зависят от трех произвольных постоянных, легко убедиться

непосредственной подстановкой рядов в уравнения системы (2). Для доказательства сходимости
разложений (7)–(9) достаточно ввести преобразования

τ= s2, x =
1
s

(︁
x−1 +u1(s)

)︁
, y =

1
s

(︁
ix−1 +u2(s)

)︁
, z = s2(︁z0 +u3(s)

)︁
,

переводящие систему (2) в систему Брио и Буке, и воспользоваться следующим результатом
(см. [14, с. 272, теорема A12]).

Если система Брио и Буке

su′j = f j(s,u1,u2, . . . ,un),
′ =

d
ds
,

с аналитическими в некоторой окрестности точки s = u1 = u2 = · · ·= un = 0 функциями f j, j = 1,n,
с условиями f j(0,0, . . . ,0) = 0 допускает формальное решение

u j(s) =
∞

∑
k=1

c jksk, c jk ∈ C, (10)

то разложение (10) сходится в области 0 < |s| < ρ1, ρ1 > 0.
Замечание 3.3. Система (2) в случае a = b = 0 сохраняет свой вид при следующих преобра-

зованиях:

а) x(t)→−x(−t), y(t)→ y(−t), z(t)→ z(−t),

б) x(t)→ x(−t), y(t)→−y(−t), z(t)→ z(−t).
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4. Заключение

В работе исследованы некоторые аналитические свойства решений обобщенной системы
дифференциальных уравнений Рабиновича–Фабриканта. Показано, что решения обобщенной
системы Рабиновича–Фабриканта не удовлетворяют тесту на свойство Пенлеве. Указаны значе-
ния параметров, при которых как обобщенная система Рабиновича–Фабриканта, так и система
Рабиновича–Фабриканта не обладают хаотическим поведением. Установлено, что решения си-
стемы Рабиновича–Фабриканта при значении параметра a = 0 удовлетворяют тесту на слабое
свойство Пенлеве.
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