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Аннотация. Доказан критерий относительной управляемости линейной стационарной
системы с постоянным запаздыванием по состоянию и ее дискретного аналога при
помощи предельного перехода от дискретной системы к непрерывной. Указаны отличия
определяющих уравнений непрерывной и дискретной систем.
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Abstract. A criterion for the relative controllability of a linear time-invariant system with
constant delay as well as its discrete-time analog is established by means of a limiting transition
from the discrete-time system to the continuous-time one. The differences between the
governing equations for the continuous-time and discrete-time systems are identified.

Рассмотрим систему управления

ẋ(t) = Ax(t)+A1x(t −h)+bu(t), t ⩾ 0, (1)

x0(·) = {x(t) =φ(t), t ∈ [−h,0]},

где x,b – n-векторы; u – скаляр; A,A1 – матрицы соответствующих размерностей; h > 0 – число
(запаздывание); φ(t) – кусочно-непрерывная n-вектор-функция.

Ясно, что при каждом кусочно-непрерывном управлении u(t), |u(t)|⩽ L, L > 0, и при заданном
начальном условии x0(·) решение системы (1) определяется однозначным образом.

Система (1) относительно управляема [1], если для любого n-вектора c и любой n-вектор-
функции φ(t), t ∈ [−h,0], найдутся момент времени T, (n−1)h ⩽ T <+∞, и число L, 0 ⩽ L <+∞,
и кусочно-непрерывное управление u(t), |u(t)|⩽ L такие, что решения системы (1), порожденные
этим управлением, удовлетворяют условиям x(t) = φ(t) при t ∈ [−h,0] и x(T ) = c.

Для решения задачи относительной управляемости системы (1) рассмотрим дискретную
систему

x(tk+1) = (En +εA)x(tk)+εA1x(tk−mε
)+εbu(tk), (2)

где k = 0,N; ε = T/N – период (интервал) квантования; mε =
[︁h
ε

]︁
([a] – антье числа a); tk+1 =

= tk + ε, t0 = 0. Будем считать, что начальные условия для системы (2) таковы: x(tk) = φ(tk),
k = 0,−1, . . . ,−mε.

Непосредственно подстановкой убеждаемся, что решение системы (2) имеет вид

x(tk) = F(tk−1, t−1)φ(0)+
−1
∑

j=−mε

F(tk−1, t j+mε)A1φ(t j)ε+

+
k−1
∑
j=0

F(tk−1, t j)bu(t j)ε, k = 0,N.
(3)
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Матричная функция F(tk, t j) является решением рекуррентного уравнения

F(tk, t j) = F(tk, t j+1)(En +εA)+F(tk, t j+1+mε)A1ε,
F(tk, tk) = En, F(tk, t j) = 0, j > k.

В работе [2] показано, что дискретная система (2) относительно управляема тогда и только
тогда, когда выполняется условие

rank{X(tk), k = 1,2, . . . ,n(mε+1)}= n,

где X(tk) – решение определяющего уравнения системы (2)

X(tk+1) = (En +εA)X(tk)+εA1X(tk−mε
)+εbU(tk), k ⩾ 0,

X(tk) = 0, k ⩽ 0; U(0) = 1,U(tk) = 0, k ̸= 0.

Будем считать, что T = n(mε+1)ε. Для получения основного результата, докажем несколько
вспомогательных утверждений.

Лемма 1. Для любого k, k = 1,N верна следующая формула:

X(tk) =
dk

∑
i=0

k−1−imε

∑
j=i

C j
k−1−imε

ε jX j+1(ih)ε. (4)

Здесь dk =
[︁ k−1

mε+1
]︁
; C j

k−1−imε
– биномиальные коэффициенты; X j+1(ih) – решение опреде-

ляющего уравнения непрерывной системы (1)

X j+1(ih) = AX j(ih)+A1X j((i−1)h)+bU j(ih), (5)

при условиях X j(ih) = 0, j ⩽ 0∨ i ⩽ 0; U0(0) = 1, U j(ih) = 0, j ̸= 0∨ i ̸= 0.
Доказательство. Действительно, пусть k = 1, тогда

X(t1) = X1(0) = bε,

т. е. формула (4) справедлива.
Пусть k > 1. Предположим, что формула (4) верна для k = p. Докажем, что она будет верна

при k = p+1. Имеем

X(tp+1) = (En +εA)X(tp)+εA1X(tp−mε) = (En +εA)
dp

∑
i=0

p−1−imε

∑
j=i

C j
p−1−imε

ε jX j+1(ih)ε+

+εA1

dp−mε

∑
i=0

p−mε−1−imε

∑
j=i

C j
p−1−(i+1)mε

ε jX j+1(ih)ε.

Отсюда с учетом (5) получаем, что

X(tp+1) =
dp+1

∑
i=0

p−imε

∑
j=i

C j
p−imε

ε jX j+1(ih)ε.

Лемма доказана.
Лемма 2. Для того чтобы при любом ε, 0 < ε ⩽ h

n , выполнялось равенство

rank
{︁

X(tk) =
dk

∑
i=0

k−1−imε

∑
j=i

C j
k−1−imε

ε jX j+1(ih)ε; k = 1,n(mε+1)
}︁
= n, (6)

необходимо и достаточно, чтобы

rank
{︁

X j+1(ih), i = 0,n−1; j = i,n−1
}︁
= n. (7)

Доказательство. Необходимость. Заметим, что при любом ε, 0 < ε⩽ h
n , в левой части (4)

при изменении k будут присутствовать векторы X j+1(ih), j = i, l; l ⩾ n−1; i = 0,n−1.
Пусть выполняется условие (6). Допустим от противного, что условие (7) не выполняется.

Это означает, что существует вектор g0, ||g0|| ̸= 0, такой, что

g′0X j+1(ih) = 0, j = i,n−1; i = 0,n−1. (8)
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В силу результатов работы [3] имеем

X j+1(ih) =
i

∑
β=0

n−1
∑

s=β
µ

ji
sβXs+1(βh), i = 0,n−1, j = 0,n−1,

µ
ji
sβ = 1, при j = s, i = β, j ⩽ n−1, µ ji

sβ = 0, при j ̸= s∨ i ̸= β, j ⩽ n−1.
(9)

Тогда из (6) получаем

X(tk) =
dk

∑
i=0

k−1−imε

∑
j=i

C j
k−1−imε

ε jX j+1(ih)ε=
dk

∑
i=0

n−1
∑
j=i

X j+1(ih)
(︁ dk

∑
s=i

k−1−smε

∑
β=s

Cβk−1−smε
εβµ

βs
ji

)︁
ε=

=
dk

∑
i=0

n−1
∑
j=i

X j+1(ih)ak
i jε,

(10)

где ak
ji =

dk

∑
s=i

k−1−smε

∑
β=s

Cβk−1−smε
εβµ

βs
ji .

Следовательно, для вектора g0 в силу (8) справедливы следующие равенства:

g′0X(tk) = g′0
dk

∑
i=0

n−1

∑
j=i

X j+1(ih)ak
i jε=

dk

∑
i=0

n−1

∑
j=i

g′0X j+1(ih)ak
i jε= 0

при k = 1,n(mε+1).
Последние равенства возможны лишь при нулевом векторе g0. Что противоречит предположе-

нию, что вектор g0 ненулевой. Необходимость доказана.
Достаточность. Пусть выполняется условие (7). От противного предположим, что (6) не

выполняется. Тогда существует n-вектор g0, ||g0|| ̸= 0, такой, что

g′0
dk

∑
i=0

n−1

∑
j=i

X j+1(ih)ak
i jε= 0, k = 1,n(mε+1). (11)

Таким образом, имеем систему алгебраических уравнений относительно
n(n+1)

2
неизвестных

g′0X j+i(ih), j = i,n−1; i = 0,n−1.

Введем в рассмотрение вектор Y длины
n(n+1)

2
вида

Y =
(︁
g′0X1(0), . . . ,g′0Xn(0),g′0X2(h), . . . ,g′0Xn(h), . . . ,g′0Xn((n−1)h)

)︁
.

Тогда система (11) запишется в виде

MY = 0, (12)

где M− матрица размерностей n(mε+1)× n(n+1)
2

.

Далее из системы (12) выделяем подсистему, которая получается при k, pmε+ p+1 ⩽ k ⩽
⩽ pmε+n; p = 0,1, . . . ,n−1. Обозначим полученную подсистему

MY = 0.

ЗдесьM− квадратнаяматрица размерностей
n(n+1)

2
× n(n+1)

2
.В силу (9), (10) определитель

этой подсистемы отличен от нуля.
Действительно, матрица M является нижней блочно-треугольной матрицей, где на главной

диагонали блоки (M11,M22, . . . ,Mnn) и каждый блок Mii имеет размерность (n− i+1)× (n− i+1),
причем

M11 =

⎡⎢⎢⎣
ε 0 . . . 0

C0
1ε ε2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

C0
n−1ε C1

n−1ε
2 . . . εn

⎤⎥⎥⎦ , M22 =

⎡⎢⎢⎣
ε2 0 . . . 0

C1
2ε

2 ε3 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

C1
n−1ε

2 C2
n−1ε

3 . . . εn

⎤⎥⎥⎦ , . . . ,Mnn = [εn].
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Значит, что det(M̄) ̸= 0. Тогда система (12) имеет только нулевое решение Y = 0, т. е.
g′0X j+1(ih) = 0, j = i,n−1, i = 0,n−1.

Последние равенства противоречат равенству (7). Лемма доказана.
Таким образом, из лемм следует, что дискретная система (2) относительно управляема для

любых ε, 0 < ε ⩽ h
n , тогда и только тогда, когда выполняется условие (7).

Допустим дискретная система (2) относительно управляема при любых ε, 0 < ε⩽ h
n . Тогда

выполняется условие (7). Пусть в (7) ранг набирается на векторах

X jνs (νh), s = 1,2, . . . , pν; pν ⩽ n−ν; ν= 0,1, . . . ,n−1;
n−1

∑
ν=0

pν = n. (13)

Из формул (3), (10) имеем, что задача относительной управляемости дискретной системы (2)
сводится к задаче разрешимости системы алгебраических уравнений относительно u(tk), k =
= 0,n(mε+1)−1 :

n(mε+1)

∑
k=1

dn(mε+1)−k+1

∑
i=0

n−1

∑
j=i

X j+1(ih)a
n(mε+1)−k+1
i j u(tk−1)ε= c(ε), (14)

где c(ε) = c−F(tn(mε+1)−1, t−1)φ(t0)−
−1
∑

k=−mε

F(tn(mε+1)−1, tk+mε
)A1φ(tk)ε, c – любой n-вектор.

В зависимости от того, на каких векторах (13) набирается ранг в (7), фиксируем на отрез-
ке [0,T ] n точек τ1, . . . ,τn, (τn = T ).

Таким образом, на отрезке [T −h,T ] выбирается в соответствии с (13), p0 точек, а на отрезке
[T −2h,T −h]− p1 точек и т. д. Заметим, что p0 – степень минимального многочлена матрицы A.

Пусть αq =
τq

ε
, тогда положим u(tk) = u(tαq), k = αq−1 +1,αq−1 +2, . . . ,αq; q = 1,n.

Значит, из (14) имеем

c(ε) =
n

∑
q=1

αq

∑
k=αq−1+1

dn(mε+1)−k+1

∑
i=0

n−1

∑
j=i

X j+i(ih)a
n(mε+1)−k+1
i j u(tαq)ε.

В силу (13) последняя система алгебраических уравнений при любых ε, 0 < ε⩽ h
n , имеет решение

относительно u(tαq), q = 1,n.
Среди этих решений выберем решение uε(tαq), |uε(tαq)|⩽ L (для каждой n-вектор функции

φ(t), t ∈ [−h,0) и каждого n-вектора c найдется L [4]).
Последовательность значений ε выбираем таким образом, чтобы последовательность {tk, k ⩾

⩾ 0} содержала фиксированные точки τq, q = 1,n.
Последовательность {uε(tαq), q = 1,n}, 0 < ε ⩽ h

n , ограничена, т. е. из нее можно выбрать
сходящуюся подпоследовательность, не ограничивая общности считаем, что

uε(tαq) стремится к u(τq), q = 1,n,

при ε стремящемся к нулю.
Тогда из последовательности {xε(tk), k = 1,n} можно выделить равномерно сходящуюся

подпоследовательность, т. е. xε(tk) равномерно стремится к x(t) при ε→ 0, и следовательно,
подпоследовательность xε(tn(mε+1)) равномерно стремится к x(T ) = c.

Таким образом, если выполняется условие (7), то непрерывная система (1) относительно
управляема.

Наоборот, пусть непрерывная система (1) относительно управляема, но условие (7) не
выполняется. Это означает, что дискретная система (2) не является управляемой при любом ε,
0 < ε⩽ h

n . Так как критерий (7) не выполняется, то существует n-вектор q0, ||q0|| ̸= 0, такой, что

q′0X j+i(ih) = 0, j = i,n−1, i = 0,n−1.
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Следовательно, для вектора q′0 выполняется условие

q′0F(tN−1, tk)b = q′0
dN−k

∑
i=0

N−k−imε

∑
j=i

C j
N−k−imε

ε jX j+i(ih) = 0, k = 0,N −1.

Переходим в последних равенствах к пределу при ε→ 0, получим

q′0F(T, t)b ≡ 0, t ∈ [0,T ],

что противоречит предположению об относительной управляемости системы (1). Здесь F(T, t) –
решение уравнения

d(F(T, t))/dt =−F(T, t)A−F(T, t +h)A1,

F(T,T −0) = En,F(T, t)≡ 0, t ⩾ T −0.

Таким образом верна теорема.
Теорема 1. Для относительной управляемости непрерывной системы (1) необходимо и

достаточно, чтобы выполнялось условие (7).
Следовательно, исходя из полученных выше результатов непрерывная система (1) относи-

тельно управляема тогда и только тогда, когда для любого ε, 0 < ε ⩽
h
n
, дискретная система (2)

относительно управляема.
Отметим следующее.
Замечание 1. При любом ε, 0 < ε⩽ h

n , дискретная система (2) относительно управляема
вместе с непрерывной системой (1).

Замечание 2.Описанный подход к задаче относительной управляемости системы (1) позво-
ляет выяснить вопрос, в силу каких причин определяющее уравнение для системы с запаздыванием
отличается от определяющего уравнения дискретной системы.

Для дискретной системы (2) решения определяющего уравнения распределяются на
отрезке [0,T ] обычным образом. При уменьшении ε оказывается, что все линейно-независимые
векторы {X(tk)} будут лежать на отрезках длины h. Следовательно, при ε→ 0 получаем, что
линейно-независимые векторы будут концентрироваться около точек ih, i ⩾ 0. Таким образом,
в определенных точках ih, i ⩾ 0, соберутся все линейно-независимые векторы. Отсюда следует,
что определяющее уравнение для системы с запаздыванием должно учитывать этот факт,
т. е. у решений определяющего уравнения появляется второй индекс, а именно X j(ih), где i
характеризует точки ih, i ⩾ 0.
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