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Аннотация. Рассматривается задача оптимизации переходного процесса в линейной
сингулярно возмущенной системе с двумя группами быстрых переменных, которая
состоит в нахождении многомерного управления с минимальной интенсивностью.
Показано, что для построения приближенного (в асимптотическом смысле) решения
этой задачи достаточно решить три невозмущенные задачи оптимального управления
меньшей размерности.
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Abstract. The problem of optimizing the transient process in a linear singularly perturbed
system with two groups of fast variables is considered, which consists in finding multidimen-
sional control with minimal intensity. It is shown that to construct an approximate (in the
asymptotic sense) solution to this problem, it is sufficient to solve three unperturbed optimal
control problems of a smaller dimension.

1. Введение

В математической теории оптимальных процессов значительное внимание уделяется задачам
оптимизации сингулярно возмущенных систем, содержащих малые параметры при части производ-
ных. Это вызвано эффективностью асимптотических методов решения таких задач, при применении
которых исходная задача распадается на задачи оптимального управления меньшей размерности.
Кроме того, асимптотический подход позволяет избежать интегрирования сингулярно возмущенных
систем, которые являются жесткими. При интегрировании таких систем возникают серьезные
трудности, выражающиеся в недопустимо большом времени счета и неизбежном накоплении
вычислительных ошибок. В первых работах, посвященных задачам оптимального управления с син-
гулярными возмущениями, рассматривались динамические системы, содержащие только две группы
переменных с существенно различными скоростями изменения, которые были названы медленными
и быстрыми переменными (см. обзоры [1–4]). В дальнейшем в связи с потребностями приложений
появились работы по оптимизации систем с несколькими группами быстрых переменных, которые
содержали при производных параметры различных порядков малости. Их обзор содержится в [5].

Настоящая статья посвящена построению асимптотического приближения к решению задачи
оптимизации переходного процесса в линейной трехтемповой сингулярно возмущенной системе
с многомерными управлениями. Эта задача состоит в нахождении управления с минимальной
интенсивностью. Под интенсивностью в данном случае понимается максимум евклидовой нормы
значений управляющего воздействия. В прикладных задачах управление зачастую имеет смысл
обобщенной силы, а интенсивность оценивает тогда наибольшее значение этой силы. Поэтому
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рассматриваемую задачу называют задачей об управлении минимальной силой [6]. Подобные задачи
занимают особое место среди типичных задач оптимизации динамических систем вследствие
негладкости функционала качества. Они возникают в приложениях, когда большие значения
управляющих воздействий либо технически нереализуемы, либо нежелательны из-за чрезмерных
перегрузок, вызванных ускорениями.

Следует отметить, что аналогичная задача для двухтемповой системы была исследована
в [7;8]. Подход к построению асимптотических приближений к решению в этих работах используется
и в данном случае. Его суть состоит в построении асимптотических разложений оптимальной
интенсивности и начальных значений (в конечный момент времени) сопряженных переменных.
Принципиальное отличие состоит в том, что в указанных задачах используется классический
вариант метода пограничных функций для двухтемповой сингулярно возмущенной системы [9], а
в настоящей статье – метод пограничных функций для систем с несколькими группами быстрых
переменных [10]. При этом старшие коэффициенты разложений оптимальной интенсивности и
начальных значений сопряженных переменных формируются путем решения трех невозмущенных
задач оптимального управления, а не двух, как это имело место в работах [7; 8].

2. Постановка задачи

В классе r-мерных управляющих воздействий u(t) = (u1(t), ...,ur(t)), t ∈ T = [0, t∗], с кусочно-
непрерывными компонентами рассмотрим следующую задачу оптимального управления линейной
стационарной системой:

ẋ = A1x+B1y+C1z+D1u, x(0) = x∗ ̸= 0,
µẏ = A2x+B2y+C2z+D2u, y(0) = y∗ ̸= 0,

µ2ż = A3x+B3y+C3z+D3u, z(0) = z∗ ̸= 0,

(1)

x(t∗) = 0, y(t∗) = 0, z(t∗) = 0, (2)

J(u) = sup
t∈T

∥u(t)∥→ min, (3)

где µ – малый положительный параметр; t∗ – заданный конечный момент времени (t∗ > 0); x –
n1-вектор медленных переменных; y, z – векторы быстрых переменных размерности n2 и n3
соответственно. Остальные элементы задачи имеют соответствующие размеры, ∥u∥ = (u2

1 +u2
2 +

+ ...+ u2
r )

1/2 – евклидова норма вектора u.
Предположение 1. Матрицы C3 и B = B2 −C2C−1

3 B3 устойчивые, т. е. действительные части
всех их собственных значений отрицательны.

Уточним, что будем понимать под асимптотическими приближениями к решению рассмот-
ренной задачи.

Определение 2.1. Управление u(N)(t,µ), t ∈ T , с кусочно-непрерывными компонентами назо-
вем (программным) асимптотически субоптимальным управлением N-го порядка (N = 0,1,2, . . .),
если оно переводит динамическую систему (1) в состояние O(µN+1) и отклоняется по критерию
качества (3) от оптимального управления на величину того же порядка малости.

В настоящей статье излагается и обосновывается алгоритм, с помощью которого для за-
данного числа N можно построить асимптотически субоптимальное управление N-го порядка
в рассмотренной задаче. Алгоритм опирается на конструктивное доказательство теоремы о суще-
ствовании гладкого оптимального управления и его асимптотических свойствах. В работе также
показывается, как можно использовать построенные асимптотические приближения для решения
задачи (1)–(3) при заданном значении малого параметра.

В дальнейшем для сокращения записи будем использовать следующие обозначения:

A(µ) =

⎛⎝ A1 B1 C1
A2/µ B2/µ C2/µ
A3/µ

2 B3/µ
2 C3/µ

2

⎞⎠ , D(µ) =

⎛⎝ D1
D2/µ
D3/µ

2

⎞⎠ ,X∗ =

⎛⎝ x∗
y∗
z∗

⎞⎠ .
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3. Первая базовая задача

Суть предлагаемого подхода к построению асимптотически субоптимальных управлений
состоит в асимптотическом разложении по целым степеням малого параметра начальных значений
(в момент t∗) сопряженных переменных. Старшие коэффициенты этих разложений определяются
начальными значениями сопряженных переменных в трех невозмущенных задачах оптимального
управления меньшей размерности.

Вычисления при построении асимптотических субоптимальных управлений начинается
с решения вырожденной задачи

ẋ = A0x+D0u, x(0) = x∗, x(t∗) = 0,
J1(u) = sup

t∈T
∥u(t)∥→ min, (4)

где
A0 = A1 −C1C−1

3 A3 − (B1 −C1C−1
3 B3)B−1(A2 −C2C−1

3 A3),

D0 = D1 −C1C−1
3 D3 − (B1 −C1C−1

3 B3)B−1D4, D4 = D2 −C2C−1
3 D3.

(5)

В дальнейшем эту задачу будем называть первой базовой.
Предположение 2. Динамическая система в задаче (4) является вполне управляемой [6], т. е.

rank
(︂

D0, A0D0, A2
0D0, . . . , An1−1

0 D0

)︂
= n1.

Согласно полученным в [6, с. 161] результатам при выполнении предположения 2 в задаче (4)
существует оптимальное управление u0(t), t ∈ T , причем евклидова норма его значений постоянна:
∥u0(t)∥ = L0, t ∈ T , и выполняется условие максимума

∆
0T(t)u0(t) = max

∥u∥⩽L0

∆
0T(t)u, t ∈ T, (6)

где ∆0(t) = DT
0ψ

0(t), а ψ0(t), t ∈ T , – решение сопряженной системы

ψ̇=−AT
0ψ,

стесненное краевым условием

ψ0T(t∗)F0(0)x∗ =−1. (7)

Здесь F0(t), t ∈ T , – (n1 ×n1)-матричная функция, являющаяся решением начальной задачи

Ḟ0 =−F0A0, F0(t∗) = En1 . (8)

При выполнении предположения 2 оптимальному управлению в первой базовой задаче
соответствует, в силу принципа максимума, единственный вектор сопряженных переменных.

Предположение 3. Имеет место ∆0(t) ̸= 0, t ∈ T .
Пусть λ0 = ψ0(t∗), тогда ∆0(t) = Φ0(t)λ0, где

∆
0(t) = Φ

T
0 (t)λ0, (9)

где

Φ0(t) = F0(t)D0, t ∈ T. (10)

Из (6) следует, что

u0(t) = L0∆
0(t)/∥∆

0(t)∥, t ∈ T. (11)

Обозначим через x0(t), t ∈ T , траекторию системы (4), порожденную управлением (11).

4. Вторая базовая задача

На втором этапе вычислений решается задача оптимального управления с бесконечной
длительностью процесса:
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dy
ds

= By+D4u, y(0) = 0, ∥u(s)∥⩽ 1, s ⩽ 0,

y(−∞) =−B−1D4∆
0(t∗)/∥∆

0(t∗)∥,

J2(u) =
w 0

−∞
(∥∆

0(t∗)∥−∆
0T(t∗)u(s))ds → min,

(12)

которую будем называть второй базовой.
Предположение 4. Динамическая система в задаче (12) является вполне управляемой [6], т. е.

rank
(︁
D4,BD4,B2D4, . . . ,Bn2−1D4

)︁
= n2.

Задача (12) обладает следующей особенностью: точка (−B−1D4∆0(t∗)/∥∆0(t∗)∥) является
положением равновесия динамической системы при управлении u(s) ≡ ∆0(t∗)/∥∆0(t∗)∥, s ⩽ 0,
которое обращает в нуль подынтегральное выражение в критерии качества. Отмеченное свойство
вместе с предположениями 1 и 4 гарантирует существование допустимых управлений во второй
базовой задаче. Отсюда, в свою очередь, следует, что эта задача имеет решение [11, теорема 4.7] и
является нормальной. Последнее означает, что принцип максимума [12] можно сформулировать
для задачи (12) следующим образом: пусть u∗(s), s ⩽ 0, – оптимальное управление во второй
базовой задаче, тогда

Π∆
T(s)u∗(s) = max

|u|⩽1
Π∆

T(s)u, s ⩽ 0, (13)

где Π∆(s) = DT
4 Πψ(s)+∆0(t∗), а Πψ(s), s ⩽ 0, – решение сопряженной системы

dΠψ

ds
=−BT

Πψ.

Пусть σ0 = Πψ(0), тогда

Π∆(s) = ΠΦ
T(s)σ0 +∆

0(t∗),s ⩽ 0, (14)

где

ΠΦ(s) = G(s)D4,s ⩽ 0, (15)

а G(s), s ⩽ 0, – (n2 ×n2)-матричная функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению
dG
ds

=−GB, G(0) = En2 . (16)

Предположение 5. Выполняется условия Π∆(s) ̸= 0, s ⩽ 0.
Тогда из (13) следует, что

u∗(s) = Π∆(s)/∥Π∆(s)∥, s ⩽ 0. (17)

Обозначим через y∗(s), s ⩽ 0, траекторию системы (12), порожденную управлением (17).

5. Третья базовая задача

Третья базовая задача имеет вид

dz
dτ

=C3z+D3u, z(0) = 0, z(−∞) =−C−1
3 D3

Π∆(0)
∥Π∆(0)∥

,

J3(u) =
w 0

−∞
(∥Π∆(0)∥−Π∆

T(0)u)dτ→ min .
(18)

Предположение 6. Выполнено условие управляемости

rank
(︂

D3,C3D3,C2
3D3, . . . ,C

n3−1
3 D3

)︂
= n3.

Взадаче (18) точка (−C−1
3 D3Π∆(0)/∥Π∆(0)∥) является положениемравновесия динамической

системы при управлении u(τ)≡ Π∆(0)/∥Π∆(0)∥, τ⩽ 0, которое обращает в нуль подынтегральное
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выражение в критерии качества. Отмеченное свойство вместе с предположениями 1 и 6 гарантирует
существование допустимых управлений в третьей базовой задаче. Отсюда, в свою очередь, следует,
что эта задача имеет решение [11, теорема 4.7] и является нормальной. Последнее означает, что
принцип максимума [12] можно сформулировать для задачи (18) следующим образом: пусть u∗(τ),
τ ⩽ 0, – оптимальное управление в третьей базовой задаче, тогда

Q∆
T(τ)u∗(τ) = max

|u|⩽1
Q∆

T(τ)u, τ⩽ 0, (19)

где Q∆(τ) = DT
3 Qψ(τ)+Π∆(0), а Qψ(τ), τ ⩽ 0, – решение сопряженной системы

dQψ
dτ

=−CT
3 Qψ.

Пусть χ0 = Qψ(0), тогда

Q∆(τ) = QΦ
T(τ)χ0 +Π∆(0), τ⩽ 0, (20)

где

QΦ(τ) = G1(τ)D3,τ⩽ 0, (21)

а G1(τ), τ⩽ 0, – (n3 ×n3)-матричная функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению
dG1

dτ
=−G1C3, G1(0) = En3 . (22)

Предположение 7. Выполняется условия Q∆(τ) ̸= 0, τ ⩽ 0.
Тогда из (19) следует, что

u∗(τ) = Q∆(τ)/∥Q∆(τ)∥, τ⩽ 0. (23)

Обозначим через z∗(τ), τ⩽ 0, траекторию системы (5), порожденную управлением (23).
Подчеркнем, что единственная информация о решении второй и третьей базовых задач, кото-

рая используется при построении асимптотически субоптимального управления, – это начальные
значения η0, ν0 векторов сопряженных переменных. Нет необходимости строить оптимальные
управления u∗(s), s ⩽ 0, u∗(τ), τ⩽ 0, что, впрочем, и невозможно, если задача решается численно.
Во второй и третьей базовых задачах гамильтониан вдоль оптимального управления равен нулю.
Воспользовавшись этим свойством при s = 0 и τ= 0, получаем условия, которым удовлетворяют
векторы σ0 и χ0:

∥DT
4σ0 +∆0(t∗)∥= ∥∆0(t∗)∥, ∥DT

3χ0 +Π∆(0)∥= ∥Π∆(0)∥.

После решения базовых задач найдем векторы

ν0 = σ0 −
(︁
(B1 −C1C−1

3 B3)B−1)︁T
λ0,η0 = χ0 −

(︁
C1C−1

3

)︁T
λ0 −

(︁
C2C−1

3

)︁T
ν0 (24)

и сформируем матрицу

I0 =

⎛⎜⎜⎝
S1 0n1×n2 0n1×n3 c1
S2 S3 0n2×n3 c2
S4 S5 S6 c3
cT

4 0T
n2

0T
n3

0

⎞⎟⎟⎠ (25)

размеров (n1 +n2 +n3 +1)× (n1 +n2 +n3 +1), блоки которой определяются формулами

S1 = L0

w t∗

0

Φ0(t)(∥∆0(t)∥2Er −∆0(t)∆0T(t))ΦT
0 (t)

∥∆0(t)∥3 dt,

S2 = KS1 +L0

w 0

−∞

ΠΦ(s)(∥Π∆(s)∥2Er −Π∆(s)Π∆T(s))(−PΠΦT(s)+D0)
T

∥Π∆(s)∥3 ds,

S3 = L0

w 0

−∞

ΠΦ(s)(∥Π∆(s)∥2Er −Π∆(s)Π∆T(s))ΠΦT(s)
∥Π∆(s)∥3 ds,
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S4 = MS1 −C−1
3 B3(S2 −KS1)+

+L0

w 0

−∞

QΦ(τ)
(︁
∥Q∆(τ)∥2Er −Q∆(τ)Q∆T(τ)

)︁(︁
DT

0 −ΠΦT(0)PT +QΦT(τ)(C1C−1
3 )T

)︁
∥Q∆(τ)∥3 dτ,

S5 =−C−1
3 B3S3 +L0

w 0

−∞

QΦ(τ)
(︁
∥Q∆(τ)∥2Er −Q∆(τ)Q∆T(τ)

)︁(︁
ΠΦT(0)+QΦT(τ)(C2C−1

3 )T
)︁

∥Q∆(τ)∥3 dτ,

S6 = L0

w 0

−∞

QΦ(τ)(∥Q∆(τ)∥2Er −Q∆(τ)Q∆T(τ))QΦT(τ)

∥Q∆(τ)∥3 dτ,

c1 =
w t∗

0

Φ0(t)∆0(t)
∥∆0(t)∥

dt =−F0(0)x∗/L0,

c2 = Kc1, c3 = Mc1, c4 = F0(0)x∗.

Здесь K = −B−1(A2 −C2C−1
3 A3), M = −C−1

3 (A3 −B3K), P = −(B1 −C1C−1
3 B3)B−1.

6. Асимптотический анализ решения исходной задачи

Прежде чем продолжить изложение алгоритма построения асимптотически субоптимальных
управлений, сформулируем и докажем теорему, которая позволяет установить вид и асимптотические
свойства решения задачи (1)–(3).

Обозначим черезψ(t,λ,ν,η,µ), t ∈ T , λ∈ Rn1 , ν∈ Rn2 , η∈ Rn3 , решение сопряженной системы

ψ̇=−AT(µ)ψ, ψ(t∗) = (λ,µν,µ2η) (26)

и введем в рассмотрение вектор-функцию

∆(t,λ,ν,η,µ) = DT(µ)ψ(t,λ,ν,η,µ), (27)

которую называют коуправлением.
Теорема 6.1. При выполнении предположений 1–7 в задаче (1)–(3) с достаточно малым

положительным µ существует оптимальное управление, которое представимо в виде

u(t,µ) = L(µ)∆(t,λ,ν,η,µ)/∥∆(t,λ,ν,η,µ)∥, t ∈ T. (28)

Для начальных значений сопряженных переменных и оптимальной интенсивности имеют место
асимптотические разложения

λ(µ)∼ λ0 +
∞

∑
k=1
µkλk, ν(µ)∼ ν0 +

∞

∑
k=1
µkνk, η(µ)∼ η0 +

∞

∑
k=1
µkηk, L(µ)∼ L0 +

∞

∑
k=1
µkLk. (29)

Доказательство. Прежде чем перейти к доказательству теоремы, обратим внимание на то,
что в разложениях (29) λ0, L0 суть начальное значение сопряженной переменной и оптимальная
интенсивность в первой базовой задаче, а векторы ν0, η0 вычисляются по формулам (24).

В первую очередь убедимся, что при достаточно малом µ и векторах λ, ν, η, достаточно
близких к λ0, ν0, η0 соответственно, коуправление (27), рассматриваемое как функция временного
аргумента t, не обращается в нуль на отрезке T . Заметим, что в силу (26) оно представимо в виде

∆
T(t,λ,ν,η,µ) = (λT,µνT,µ2ηT)F(t,µ)D(µ), (30)

где F(t,µ), t ∈ T , – матричная функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению

Ḟ =−FA(µ), F(t∗) = En1+n2+n3 . (31)
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Решение этого сингулярно возмущенного уравнения удобно представлять в блочном виде

F(t,µ) =

⎛⎝ F1(t,µ) F2(t,µ) F3(t,µ)
F4(t,µ) F5(t,µ) F6(t,µ)
F7(t,µ) F8(t,µ) F9(t,µ)

⎞⎠ , (32)

где Fi, i = 1,9, – матрицы размеров n1 ×n1, n1 ×n2, n1 ×n3, n2 ×n1, n2 ×n2, n2 ×n3, n3 ×n1, n3 ×n2,
n3 ×n3 соответственно. С помощью метода пограничных функций [10] они могут быть разложены
в асимптотические ряды:

Fi(t,µ)∼
∞

∑
k=0
µk(Fik(t)+ΠkFi(s)+QkFi(τ)),

s = (t − t∗)/µ, τ= (t − t∗)/µ2, t ∈ T, i = 1,9.

(33)

Подчеркнем, что (33) – равномерные по t ∈ T асимптотические разложения. Отметим как суще-
ственный факт также то, что для матричных функций ΠkFi(s), s ⩽ 0, QkFi(τ), τ⩽ 0, называемых
пограничными членами, имеют место оценки

∥ΠkFi(s)∥⩽ β1k exp(γ1ks), ∥QkFi(τ)∥⩽ β2k exp(γ2kτ) (34)

для всех i = 1,9, k = 0,1, . . . , гдеβ1k,β2k, γ1k, γ2k – положительные постоянные. Приведем несколько
старших коэффициентов разложений (33), которые понадобятся при доказательстве теоремы:

F10 = F0, F40 = KF0,F70 = MF0, Fi0 = 0, i = 2,3,5,6,8,9,
F21 = F0P, F51 = KF0P, F81 = MF0P, Fi1 = 0, i = 3,6,9,

F32 =−F0(C1 +PC2)C−1
3 , F62 =−KF0(C1 +PC2)C−1

3 ,

F92 =−MF0(C1 +PC2)C−1
3 ,

Π0F4 =−GK,Π0F5 = G, Π0F7 =C−1
3 B3GK, Π0F8 =−C−1

3 B3G,

Π0Fi = 0, i = 1,2,3,6,9, Π1F2 =−PG,

Π1F3 = 0, Π1F6 =−GC2C−1
3 , Π1F9 =C−1

3 B3GC2C−1
3 , Π2F3 = PGC2C−1

3 ,

Q0Fi = 0, i = 1,6, Q0F7 = G1C−1
3 A3, Q0F8 = G1C−1

3 B3, Q0F9 = G1,

Q1F2 = 0,Q1F3 = 0, Q1F5 =C2C−1
3 G1C−1

3 B3,

Q1F6 =C2C−1
3 G1, Q2F3 =C1C−1

3 G1.

(35)

Здесь F0, G, G1 – соответственно решения уравнений (8), (16), (22).
Введем в рассмотрение матричную функцию

Φ(t,µ) = F(t,µ)D(µ) =

⎛⎝ F1(t,µ)D1 +F2(t,µ)D2/µ+F3(t,µ)D3/µ
2

F4(t,µ)D1 +F5(t,µ)D2/µ+F6(t,µ)D3/µ
2

F7(t,µ)D1 +F8(t,µ)D2/µ+F9(t,µ)D3/µ
2

⎞⎠=

⎛⎝ Φ1(t,µ)
Φ2(t,µ)
Φ3(t,µ)

⎞⎠ , (36)

определенную на отрезке T . Из (15), (21) (32), (33), (35) следует, что имеют место равномерные по
t ∈ T асимптотические разложения

Φ1(t,µ)∼
∞

∑
k=0
µk(Φ1k(t)+ΠkΦ1(s)+QkΦ1(τ)),

Φ2(t,µ)−ΠΦ(s)/µ∼
∞

∑
k=0
µk(Φ2k(t)+ΠkΦ2(s)+QkΦ2(τ)),

Φ3(t,µ)−QΦ(τ)/µ2 ∼
∞

∑
k=0
µk(Φ3k(t)+ΠkΦ3(s)+QkΦ3(τ)),

(37)

в которой

Φ1k = F1kD1 +F2,k+1D2 +F3,k+2D3, ΠkΦ1 = ΠkF1D1 +Πk+1F2D2 +Πk+2F3D3,

QkΦ1 = QkF1D1 +Qk+1F2D2 +Qk+2F3D3,
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Φ2k = F4kD1 +F5,k+1D2 +F6,k+2D3, ΠkΦ2 = ΠkF4D1 +Πk+1F5D2 +Πk+2F6D3,

QkΦ2 = QkF4D1 +Qk+1F5D2 +Qk+2F6D3,

Φ3k = F7kD1 +F8,k+1D2 +F9,k+2D3, ΠkΦ3 = ΠkF7D1 +Πk+1F8D2 +Πk+2F9D3,

QkΦ3 = QkF7D1 +Qk+1F8D2 +Qk+2F9D3.

Заметим, что в силу (10), (15), (21), (35) имеем

Φ10(t) = Φ0(t),Φ20(t) = KΦ0(t),Φ30(t) = MΦ0(t), t ∈ T,

Π0Φ1(s) =−PΠΦ(s), s ⩽ 0, Q0Φ1(τ) =C1C−1
3 QΦ(τ), Q1Φ2(τ) =C2C−1

3 QΦ(τ), τ⩽ 0.
(38)

Как видно из (30), (36), коуправление представимо в виде

∆
T(t,λ,ν,η,µ) = λT

Φ1(t,µ)+µνT
Φ2(t,µ)+µ2ηT

Φ3(t,µ), t ∈ T,

и, следовательно, разлагается в асимптотический ряд

∆(t,λ,ν,η,µ)∼
∞

∑
k=0
µk(∆k(t,λ,ν,η)+Πk∆(s,λ,ν,η)+Qk∆(τ,λ,ν,η)),

s = (t − t∗)/µ, τ= (t − t∗)/µ2,

(39)

где
∆

T
0 (t) = λ

T
Φ10, Π0∆

T(s) = λT
Π0Φ1(s)+νT

ΠΦ(s),

Q0∆
T(τ) = λTQ0Φ1(τ)+ν

TQ1Φ2(τ)+η
TQΦ(τ).

Разложение (39) будет равномерным в области t ∈ T , ∥(λ,ν,η)− (λ0,ν0,η0)∥< ϵ, где ϵ – некоторое
положительное число. Заметим, что из (9), (24), (38) следуют соотношения

∆0(t,λ0,ν0,η0) = ∆
0(t), t ∈ T, Π0∆(s,λ0,ν0,η0) = ΠΦ

T(s)σ0, s ⩽ 0,

Q0∆(τ) = QΦ
T(τ)χ0,τ⩽ 0.

(40)

Используя предположения 1, 3, 5, 7 с учетом равенств (14), (20) легко убедиться в том,
что при достаточно малом µ выполнено условие ∆0(t)+ΠΦT((t − t∗)/µ)σ0 +QΦT((t − t∗)/µ2)χ0 ̸=
̸= 0, t ∈ T . Тогда, как видно из (39), (40), вектор-функция (27) отлична от нуля в области t ∈ T ,
∥(λ,ν,η)− (λ0,ν0,η0)∥< ϵ0, 0 < µ< µ0, где ϵ0, µ0 – достаточно малые положительные числа.

В дальнейшем для сокращения записи будем использовать обозначения θ = (λ,ν,η,L),
θ0 = (λ0,ν0,η0,L0), где L – положительное число.

Рассмотрим управление u(t,θ,µ) = L∆(t,λ,ν,η,µ)/∥∆(t,λ,ν,η,µ)∥, t ∈ T , ∥(λ,ν,η) −
− (λ0,ν0,η0)∥< ϵ0, 0 < µ< µ0, L > 0, и обозначим через X(t,θ,µ) = (x(t,θ,µ),y(t,θ,µ),z(t,θ,µ)),
t ∈ T , траекторию системы (1), им порожденную. Ниже будет показано, что вопрос о существовании
оптимального управления в исходной задаче и о его асимптотических свойствах тесно связан
с разрешимостью системы конечных уравнений

X(t∗,θ,µ) = 0, (λ,µν,µ2η)F0(0,µ)X∗+1 = 0 (41)

относительно неизвестных λ, ν, η, L при достаточно малом положительном µ. Для этого прежде
всего убедимся, что левые части уравнений (41) допускают асимптотические разложения по целым
степеням малого параметра, и получим формулы для коэффициентов разложений.

Введем в рассмотрение вектор-функцию

R(θ,µ) =
(︃

X(t∗,θ,µ)
(λ,µν,µ2η)F(0,µ)X∗+1

)︃
(42)

размерности n1 +n2 +n3 +1, что позволяет записать систему уравнений (41) в виде

R(θ,µ) = 0. (43)

В силу формулы Коши и (31), (36) имеем

X(t∗,θ,µ) = F(0,µ)X∗+
w t∗

0

Φ(t,µ)∆(t,λ,ν,η,µ)
∥∆(t,λ,ν,η,µ)∥

dt.
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Как было показано, блоки матриц F(t,µ), Φ(t,µ) и вектор-функция ∆(t,λ,ν,µ) разлагаются
в асимптотические ряды (см. (33), (37), (39)). Отсюда и из формул (34), (35) следует, что справедливо
асимптотическое разложение

x(t∗,θ,µ)∼
∞

∑
k=0
µkxk(θ), y(t∗,θ,µ)∼

∞

∑
k=0
µkyk(θ), z(t∗,θ,µ)∼

∞

∑
k=0
µkzk(θ), (44)

в котором

x0(θ) = F0(0)x∗+L
w t∗

0

Φ0(t)∆0(t,λ)
∥∆0(t,λ)∥

dt,

y0(θ) = Kx0(θ)+L
w 0

−∞

ΠΦ(s)δ0(s)
∥δ0(s)∥

ds,

z0(θ) = Mx0(θ)−C−1
3 B3

(︁
y0(θ)−Kx0(θ)

)︁
+L

w 0

−∞

QΦ(τ)δ∗0(τ)

∥δ∗0(τ)∥
dτ,

(45)

x1(θ) = F11(0)x∗+F21(0)y∗+F31(0)z∗+

+L
w t∗

0

(︃
Φ11(t)∆0(t,λ)
∥∆0(t,λ)∥

+Φ10(t)
[︃

∆1(t,λ,ν)
∥∆0(t,λ)∥

−
∆0(t,λ)∆T

0 (t,λ)∆1(t,λ,ν)
∥∆0(t,λ)∥3

]︃)︃
dt+

+L
w 0

−∞

(︄(︁
Φ10(t∗)+Π0Φ1(s)

)︁
δ0(s)

∥δ0(s)∥
− Φ10(t∗)∆0(t∗,λ)

∥∆0(t∗,λ)∥

)︄
ds,

(46)

y1(θ) = Kx1(θ)+B−1KA0x0(θ)+

+L
w 0

−∞
Π0Φ2(s)

[︃
δ1(s)

∥δ0(s)∥
−
δ0(s)δT

0 (s)δ1(s)
∥δ0(s)∥3

]︃
ds−

−LC2C−1
3

w 0

−∞
QΦ(τ)

(︃
δ∗0(τ)

∥δ∗0(τ)∥
− δ0(0)

∥δ0(0)∥

)︃
dτ,

(47)

z1(θ) =−C−1
3

(︁
A3x1(θ)+B3y1(θ)

)︁
+L

w 0

−∞
QΦ(τ)

(︃
δ∗0(τ)

∥δ∗0(τ)∥
− δ0(0)

∥δ0(0)∥

)︃
dτ. (48)

Здесь
δ0(s) = ∆0(t∗,λ)+Π0∆(s,λ,ν),

δ∗0(τ) = δ0(0)+Q0∆(τ,λ,ν,η) = ∆0(t∗,λ)+Π0∆(0,λ,ν)+Q0∆(τ,λ,ν,η),

δ1(s) = ∆1(t∗,λ,ν)+ s∆̇0(t∗,λ)+Π1∆(s,λ,ν).

(49)

Как видно из (33)–(35), (42), (44), имеет место асимптотическое разложение

R(θ,µ)∼
∞

∑
k=0
µkRk(θ), (50)

в котором

Rk(θ) =

(︃
Xk(t∗,θ)

fk(θ)

)︃
,

f0(θ) = λ
TF0(0)x∗+1, f1(θ) = λ

T(F11(0)x∗+F0(0)Py∗)+νTKF0(0)x∗,

fk(θ) = λ
T(F1k(0)x∗+F2k(0)y∗+F3k(0)z∗)+νT(F4,k−1(0)x∗+F5,k−1(0)y∗+F6,k−1(0)z∗)+

+ηT(F7,k−2(0)x∗+F8,k−2(0)y∗+F9,k−2(0)z∗), k = 2,3,4, ....

(51)

Положим R(θ,0) = R0(θ). Тогда вектор-функция R(θ,µ) будет непрерывной вместе со своими
частными производными по компонентам вектора θ в области ∥θ−θ0∥< ϵ0, 0 ⩽ µ< µ0.
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Из формул (7), (8), (10) (11), (14)–(17), (20)–(23), (38), (40), (45), (49) и (51) следует, что

x0(θ0) = F0(0)x∗+
w t∗

0
Φ0(t)u0(t)dt = x(t∗) = 0,

y0(θ0) = Kx0(t∗)+L0

w 0

−∞
ΠΦ(s)u∗(s)ds = y∗(0) = 0,

z0(θ0) = Mx0(t∗)−C−1
3 B3y∗(0)+L0

w 0

−∞
QΦ(τ)u∗(τ)dτ= z∗(0) = 0,

f0(θ0) =ψ
0T(t∗)F0(0)x∗+1 = 0.

Тогда, как видно из (51), R(θ0,0) = R0(θ0) = 0.
Непосредственным дифференцированием (45), (51), учитывая (38), (40), убеждаемся, что

∂R(θ0,0)/∂θ= ∂R0(θ0)/∂θ= I0 (см. (25)). Покажем, что эта матрица Якоби является невырожден-
ной.

Сначала убедимся, что первые n1 +n2 +n3 столбцов матрицы I0 линейно независимы. Пред-
положим противное. Тогда существуют такие векторы λ ∈ Rn1 , ν ∈ Rn2 , η ∈ Rn3 , (λ,ν,η) ̸= 0, что

S1λ= 0,S2λ+S3ν= 0,S4λ+S5ν+S6η= 0, (52)

λTF0(0)x∗ = 0. (53)

Пусть λ ̸= 0, тогда имеем

λTS1λ= L0

w t∗

0

∥∆0(t)∥2∥∆(t,λ)∥2 − (∆0T(t)∆(t,λ))2

∥∆0(t)∥3 dt,

где ∆(t,λ) = ΦT
0 (t)λ= DT

0 FT
0 (t)λ, t ∈ T . В силу неравенства Коши–Буняковского–Шварца, подынте-

гральное выражение в этой формуле в любой момент времени неотрицательно, а интеграл равен
нулю лишь в том случае, когда ∆(t,λ) = k(t)∆0(t), t ∈ T , где k(t) – скаляр. Однако при выполнении
предположения 3 этот случай реализоваться не может, поскольку тогда для управления u0(t), t ∈ T ,
будет выполняться принцип максимума с вектором сопряженных переменных ψ(t), t ∈ T , принима-
ющим в момент t∗ значение λ0 +ϵλ, где ϵ – достаточно малое (по модулю) число. Действительно,
коуправление, построенное по этому вектору, представимо в виде ∆(t) = DT

0ψ(t) = (1+ϵk(t))∆0(t),
t ∈ T , и вместе с тем, в силу (7), (53),

ψT(t∗)F0(0)x∗ = (λ0 +ϵλ)F0(0)x∗ =ψ0T(t∗)F0(0)x∗ =−1.

Таким образом, первое из равенств (52) влечет за собой λ = 0 и второе можно записать в виде
S3ν = 0. Поскольку вторая базовая задача является нормальной, такое равенство имеет место
лишь для ν = 0. В этом можно убедиться с помощью рассуждений, аналогичных только что
приведенным. Аналогично из третьего равенства в (52) следует, что η= 0. Итак, предположение
о существовании ненулевого вектора (λ,ν,η), для которого справедливы равенства (52), (53),
оказалось неверным. Поэтому первые n1 + n2 + n3 столбцов матрицы (25) линейно независимы.
Поскольку выполняется равенство S1λ0 = 0, то можно утверждать, что первые n1 +n2 +n3 столбцов
матрицы (25) ортогональны вектору (λ0,0) размерности n1 +n2 +n3 +1. Вместе с тем последний
столбец этому вектору неортогонален, так как, в силу (7),

λT
0 c1 =−λT

0 F0(0)x∗/L0 =−ψ0T(t∗)F0(0)x∗/L0 = 1/L0 ̸= 0.

Тогда все столбцы матрицы I0 линейно независимы, что означает ее невырожденность.
Таким образом, для системы (43) или, что то же самое, (41) выполнены условия теоремы

о неявной функции. Согласно этой теореме, в некоторой правосторонней окрестности нуля 0 ⩽
⩽ µ< µ1 однозначно определены непрерывные функции λ(µ), ν(µ), η(µ), L(µ), удовлетворяющие
уравнениям (41) и условиям λ(0) = λ0, ν(0) = ν0, η(0) = η0, L(0) = L0.

Разложение (50) является равномерным в области ∥θ−θ0∥< ϵ0, причем его коэффициен-
ты – бесконечно дифференцируемые функции. Тогда, для решения θ(µ) = (λ(µ),ν(µ),η(µ),L(µ))
системы (43) будут иметь место асимптотические разложения (29).

Рассмотрим управление (28). Оно будет допустимым в исходной задаче с µ< µ1, поскольку
для порожденной им траектории X(t,θ(µ),µ) = (x(t,θ(µ),µ),y(t,θ(µ),µ),z(t,θ(µ),µ)), t ∈ T , си-
стемы (1) выполнено условие X(t,θ(µ),µ) = 0. Это управление удовлетворяет принципу максимума



138 А. И. Калинин, Л. И. Лавринович

(см. [6]) с вектором сопряженных переменных ψ(t,λ(µ),ν(µ),η(µ),µ), t ∈ T , и, следовательно,
является оптимальным. Теорема доказана.

Заметим, что решение (28) задачи (1)–(3) с достаточно малым µ будет гладкой функцией
времени, так как ∆(t,λ(µ),ν(µ),η(µ),µ) ̸= 0, t ∈ T , µ < µ1.

7. Построение асимптотически субоптимальных управлений

Вернемся к алгоритму построения асимптотически субоптимальных управлений в исходной
задаче. Вектор-функция

u0(t,µ) = L0∆(t,λ0,ν0,η0,µ)/∥∆(t,λ0,ν0,η0,µ)∥, t ∈ T,

построенная по формуле (27) путем интегрирования сопряженной системы (26) с λ= λ0, ν= ν0,
η= η0 будет асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в задаче (1)–(3). Заме-
тим, что ее можно сформировать непосредственно после решения базовых задач. Асимптотически
субоптимальное управление N-го порядка (N ⩾ 1) имеет вид

u(N)(t,µ) = L(N)(µ)
∆(t,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ),µ)

∥∆(t,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ),µ)∥
, t ∈ T, (54)

где

λ(N)(µ) =
N

∑
k=0
µkλk, ν

(N)(µ) =
N

∑
k=0
µkνk, η

(N)(µ) =
N

∑
k=0
µkηk, L(N)(µ) =

N

∑
k=0
µkLk. (55)

Для построения управления (54) нужно найти коэффициенты λk, νk, ηk Lk, k = 1,2, . . . ,N, разложе-
ний (29). Это можно сделать методом неопределенных коэффициентов, который описывается ниже.

Пусть θk = (λk,νk,ηk,Lk), k = 1,2, . . . ,N, θ(N)(µ) = ∑
N
k=0µ

kθk. Разложим с помощью формулы
Тейлора вектор-функцию по степеням µ до порядка N включительно и приравняем коэффициенты
разложения к нулю (начиная с коэффициента при µ). В результате получим невырожденные системы
линейных уравнений для вычисления векторов hk, k = 1,2, . . . ,N:

I0θ1 =−R1(θ0),

I0θ2 =−R2(θ0)−
∂R1(θ0)

∂θ
θ1 −

1
2
θT

1
∂ 2R0(θ0)

∂θ
θ1,

.............................................................................

(56)

Матрица I0 имеет вид (25). При вычислении правых частей систем (56) по формулам (45)–(49),
(51) следует учитывать равенства (40).

Последовательно решая системы (56), находим векторы θk = (λk,νk,ηk,Lk), k = 1,2, . . . ,N,
и составляем полиномы (55). Это дает возможность путем интегрирования сопряженной си-
стемы (26) с λ = λ(N)(µ), ν = ν(N)(µ), η = η(N)(µ) построить по формуле (27) управление (54).
Сопряженная система является сингулярно возмущенной и, следовательно, жесткой. Чтобы из-
бежать интегрирования жестких систем, вместо вектор-функции ∆(t,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ),µ)
можно воспользоваться ее асимптотическим приближением

∆
(N)(t,µ) =

N

∑
k=0
µk(∆k(t,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ))+Πk∆(s,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ))+

+Qk∆(τ,λ(N)(µ),ν(N)(µ),η(N)(µ))),

s = (t − t∗)/µ, τ= (t − t∗)/µ2, t ∈ T.
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Вектор-функция u(N)(t,µ) = L(N)(µ)∆(N)(t,µ)/∥∆(N)(t,µ)∥, t ∈ T , наряду с (54) будет асимптоти-
чески субоптимальным управлением N-го порядка в исходной задаче. В частности, как следует
из (14), (20), (40), асимптотически субоптимальное управление нулевого порядка имеет вид

u(0)(t,µ) = L0
∆0(t)+DT

4 Πψ((t − t∗)/µ)+DT
3 Qψ((t − t∗)/µ2)

∥∆0(t)+DT
4 Πψ((t − t∗)/µ)+DT

3 Qψ((t − t∗)/µ2)∥
, t ∈ T. (57)

В силу предположения 1, вектор-функции Πψ(s), s ⩽ 0, Qψ(τ), τ⩽ 0, экспоненциально стремятся
к нулю соответственно при s → −∞, τ → −∞. Поэтому при малом µ управление (57) будет
существенно отличаться от решения (11) первой базовой задачи лишь в пограничном слое, т. е.
в некоторой левосторонней окрестности точки t∗.

Построенные асимптотические приближения корней системы уравнений (43) можно ис-
пользовать для точного решения этой системы, а значит, и рассмотренной задачи при заданном
значении µ. Для этого нужно применить процедуру доводки (см. [13]), т. е. найти с помощью метода
Ньютона корни уравнения (43), взяв в качестве начального приближения θ(N)(µ). Чтобы упростить
вычисления, вместо матрицы ∂R(θ,µ)/∂θ можно воспользоваться ее приближением I0.

8. Пример

В качестве примера рассмотрим задачу, которая является моделью процесса управления
горизонтальным прямолинейным движением двух тел с существенно различными малыми массами
и упругой связью:

ẋ1 = y, ẋ2 = z,

µẏ =−kx1 + kx2 − c1y+d1u1, µ
2ż = kx1 − kx2 − c2z+d2u2,

x1(0) = x∗1, x2(0) = x∗2, y(0) = y∗, z(0) = z∗,
x1(t∗) = x2(t∗) = y(t∗) = z(t∗) = 0,

J(u) = sup
t∈[0,t∗]

(u2
1 +u2

2)
1/2 → min .

(58)

Все постоянные в этой задаче положительны, при этом µ≪ 1. Предположение 1 в данном случае
выполнено.

Построим асимптотически субоптимальное управление нулевого порядка в задаче (58) при
конкретных значениях малого параметра в случае, когда k = 1, c1 = 3, c2 = 1, d1 = 1, d2 = 2, t∗ = 5,
x∗1 = 5, x∗2 = 2, y∗ = −3, z∗ = 1.

Первая базовая задача имеет вид

ẋ1 =−1
3

x1 +
1
3

x2 +
1
3

u1, ẋ2 = x1 − x2 +2u2, x1(0) = 5, x2(0) = 2,

x1(5) = x2(5) = 0, J1(u) = sup
t∈[0,5]

(u2
1 +u2

2)
1/2 → min .

(59)

Легко убедиться, что предположение 2 в задаче (59) выполнено. Вектор коуправления имеет вид

∆
0(t) =

(︄
−0,058700−0,034981e−

4
3 (5−t)

−0,117500+0,209886e−
4
3 (5−t)

)︄
, t ∈ [0,5].

Предположение 3 также выполнено.
Оптимальное управление в первой базовой задаче имеет вид

u0
1(t) =− 0,059995(e−

4
3 (5−t)+1,680914)√︂

0,017287−0,045251e−
4
3 (5−t)+0,045276e−

8
3 (5−t)

,

u0
2(t) =

0,359970(e−
4
3 (5−t)−0,560305)√︂

0,017287−0,045251e−
4
3 (5−t)+0,045276e−

8
3 (5−t)

.
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Оптимальная интенсивность управления L0 = 1,715078. После решения задачи (59) формируется
вторая базовая задача

dy
ds

=−3y+u1, y(0) = 0,∥u(s)∥⩽ 1,s ⩽ 0,

y(−∞) = 0,237340, J2(u) =
w 0

−∞
((∥∆

0(5)∥−∆
0T(5)u(s)))ds → min .

(60)

Динамическая система во второй базовой задаче вполне управляема.
Вектор Π∆(s) имеет вид

Π∆(s) =
(︃

0,187362e3s −0,093681
0,092386

)︃
.

Следовательно, предположение 5 выполняется.
Оптимальное управление в задаче (60) представимо в виде

u∗1(s) =
0,187362e3s −0,093681√︁

(0,187362e3s −0,093681)2 +0,008535
,

u∗2(s) =
0,092386√︁

(0,187362e3s −0,093681)2 +0,008535
.

Третья базовая задача имеет вид
dz
dτ

=−z+2u2, z(0) = 0,∥u(τ)∥⩽ 1,τ⩽ 0,

z(−∞) = 1,40434, J3(u) =
w 0

−∞
(∥Π∆(0)∥−Π∆(0)Tu)dτ→ min .

(61)

Динамическая система в ней также является вполне управляемой. Вектор Q∆(τ) имеет вид

Q∆(τ) =

(︃
0,093681

−0,092386(2eτ−1)

)︃
, τ⩽ 0.

Следовательно, предположение 7 выполняется. Оптимальное управление в задаче (61) предста-
вимо в виде

u∗1(τ) =
0,093681√︁

0,008776+0,008535(2eτ−1)2
,

u∗2(τ) =
−0,092386(2eτ−1)√︁

0,008776+0,008535(2eτ−1)2
, τ⩽ 0.

Согласно (57) управление

u(0)1 (t) = 1,715078
−0,058700−0,034981e−

4
3 (5−t)+0,187362e

3(t−5)
µ

∥N(t,µ)∥
,

u(0)2 (t) = 1,715078
−0,117500+0,209886e−

4
3 (5−t)−0,184772e

t−5
µ2

∥N(t,µ)∥
,

(62)

где

∥N(t,µ)∥2 = 0,017252−0,045216e−
4
3 (5−t)+0,045276e−

8
3 (5−t)−0,021996e

3(t−5)
µ +

+0,043421e
t−5
µ2 +0,035105e

6(t−5)
µ +0,034141e

2(t−5)
µ2 −0,013108e−

4
3 (5−t)+ 3(t−5)

µ −0,077562e
− 4

3 (5−t)+ t−5
µ2

будет асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в задаче (58).
Для оценки качества построенных асимптотических приближений к решению задачи (58)

были найдены состояния x1(t∗,µ), x2(t∗,µ), y(t∗,µ), z(t∗,µ), в которые управление (62) переводит
динамическую систему при конкретных значениях малого параметра. В частности, оказалось, что
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x1(5, 0,1) =−0,054552 x1(5, 0,025) =−0,013983 x1(5, 0,01) =−0,000257
x2(5, 0,1) =−0,026138 x2(5, 0,025) = 0,000876 x2(5, 0,01) = 0,001988

y(5, 0,1) = 0,035885 y(5, 0,025) = 0,015468 y(5, 0,01) = 0,001140
z(5, 0,1) = 0,342795 z(5, 0,025) = 0,111720 z(5, 0,01) = 0,002810.

Результаты вычислений приведены с точностью до 10−6.

9. Заключение

В статье предложены вычислительные процедуры построения асимптотических приближений
к решению рассмотренной задачи, которые не требуют интегрирования сингулярно возмущенных
систем. При реализации предложенных алгоритмов исходная задача оптимального управления
распадается на три невозмущенные задачи меньшей размерности. Такая декомпозиция позволяет
эффективно решать задачи оптимизации динамических систем с большим числом фазовых пе-
ременных. В статье также показывается, как можно использовать построенные асимптотические
приближения для решения рассмотренной задачи при заданных значениях малого параметра.

Применяемая методика позволяет исследовать задачи, в которых имеется несколько групп
быстрых переменных с иерархией скоростей по целым степеням малого параметра. При этом число
задач, на которые распадается исходная задача, равно количеству групп разнотемповых переменных.
Такое обобщение вносит в алгоритм непринципиальные изменения, которые легко прослеживаются
на примере рассмотренной задачи. В то же время это приводит к громоздким формулам. Следует
также отметить, что развитие полученных результатов на нестационарные системы с достаточно
гладкими коэффициентами не вызывает принципиальных трудностей.

Заметим, что если в задаче (1)–(3) положить n3 = 0, то при построении асимптотически
субоптимальных управлений решаются только первая и вторая базовые задачи. Эти управления
совпадают с теми, что построены в [7; 8].
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