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Аннотация. Для нечетного простого числа r найдены условия, при которых силовская
r-подгруппа Gr абелева и нормальна в неприводимой комплексной линейной группе G.
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Abstract. For an odd prime number r, we found conditions under which a Sylow r-sub-
group Gr is Abelian and normal in an irreducible complex linear group G.

1. Введение

Работа посвящена одному из самых важных направлений в теории конечных групп – су-
ществованию в них нормальных подгрупп. Пусть r – нечетное простое число и Gr – силовская
подгруппа конечной группы G. Предположим, что группа G имеет точный комплексный неприво-
димый характер ψ степени n. Если группа G разрешима и n < r, то по теореме Ито [1] подгруппа
Gr �G и абелева либо n = r− 1 и n степень 2. Этот результат верен и для r-разрешимых групп.
Д. Уинтер [2] доказал, что если Gr не является нормальной в разрешимой группе G, то n делится
на такую степень f > 1 простого числа, что f ≡ −1, 0 или 1 (mod r). В статьях [3–5] установле-
но, что результат Д. Уинтера верен и для p-разрешимых групп степени n < 2p. В работах [6; 7]
этот результат был установлен для r-разрешимых групп и произвольного числа n, а в статье [8]
распространен на π-разрешимые группы G с π-холловой T I-подгруппой Gπ для любого конечного
множества нечетных простых чисел π.

В работе [9] был установлен подобный результат с условием, что характер ψ является
неприводимой компонентой подстановочного характера (1Gπ′ )

G π-обособленной группы G.
Допустим, что G является произвольной группой, т. е. не обязательно разрешимой, r-

разрешимой,π-разрешимой илиπ-обособленной. Для таких групп найдены условия, при выполнении
которых подгруппа Gr нормальна в G (теорема).

Теорема 1.1. Пусть G – конечная группа, M – такая ее подгруппа, что (|M|, |G : M|) = 1,
|G : M|= qα, α ∈ N, и нормализатор ее силовской q-подгруппы q-разложим. Предположим, что
характер (1M)G имеет единственную неглавную неприводимую компоненту ψ, степень которой
не делится на r и не делится на такую степень f > 1 некоторого простого числа r ∈ π(M), что
f ≡±1 (mod r). Тогда Gr kerψ�G и факторгруппа Gr/Gr ∩kerψ абелева.
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2. Некоторые обозначения и предварительные результаты

N – множество натуральных чисел; если n ∈ N и q – простое натуральное число, то n = nqnq′ ;
π – некоторое множество простых натуральных чисел; если ψ – характер некоторой группы X ,
то Irr(ψ) обозначает множество всех неприводимых компонент характера ψ; если X подгруппа
группы G, то π(X) – множество всех простых делителей порядка группы X ; π′ = π(X) \π; Xπ′
обозначает π′-холлову подгруппу группы X ; если X ◁G и φ – неприводимый характер подгруппы X ,
то условие, что φ g-инвариантен для некоторого элемента g ∈ G\X запишем для краткости в виде
IG(φ) ̸= X ; c.d.(G) – множество степеней всех неприводимых характеров группы G; полагаем, что
понятия разрешимой, r-разрешимой и π-разрешимой группы читателю известны; π-обособленной
называется группа, которая π-разрешима или π′-разрешима; группа X называется q-разложимой
для некоторого простого числа q, если X = Xq ×Xq′ ; X# – множество всех неединичных элементов
группы X ; выражение f ≡ 0,±1 (mod r) означает, что f ≡ 0,1 или −1 (mod r). Все остальные
обозначения и определения обычны и их можно найти, например, в [10; 11]. Всюду под характером
группы будем понимать комплексный характер, а под группой – конечную группу.

Приведем вспомогательную лемму.
Лемма 2.1. Пусть G – группа и X – ее подгруппа. Если ψ ∈Irr(G) с ядром K и ψ ∈Irr(G/K) –

характер, соответствующий в смысле леммы 2.22 [11] характеру ψ, то(
ψ,1G/K

XK/K

)
G/K

=
(
ψ,1G

X
)

G .

Доказательство. Поскольку ψ ∈ Irr (G/K) – характер, соответствующий в смысле лем-
мы 2.22 [11] характеру ψ группы G, то по этой лемме ψ(gK) = ψ(gk) = ψ(g) для любых g ∈ G и
k ∈ K. По определению 2.16 [11] и закону взаимности Фробениуса для характеров(

ψ,1G/K
XK/K

)
G/K

=
(
(ψ)XK/K ,1XK/K

)
XK/K

=

=
1

|XK/K| ∑
gK∈XK/K

(ψ)XK/K(gK)1XK/K(gK) =

=
X ∩K
|X ||K| ∑

g∈XK
ψ(g) =

X ∩K
|X | ∑

g∈X̃

ψ(g) =

=
X ∩K
|X | ∑

g(X∩K)∈X/X∩K
ψX/X∩K(g(X ∩K)) =

=
1
|X | ∑

g∈X
ψX(g) =

(
ψX ,1M

)
X
=

= (ψ,1G
X )G.

Выше X̃ – полное семейство представителей смежных классов X по X ∩K.

3. Доказательство теоремы

Пусть G – конечная группа, M – такая ее подгруппа, что (|M|, |G : M|) = 1 и |G : M| = qα,
α ∈ N. Пусть также Q – силовская q-подгруппа группы G и ее нормализатор N = NG(Q) q-разложим,
т. е. N = Q×Nq′ . Предположим, что степень n единственной неглавной неприводимой компонентыψ
характера (1M)G не делится на r и не делится на такую степень f > 1 некоторого простого числа
r ∈ π(M), что f ≡ ±1 (mod r). Убедимся в том, что

Gr kerψ/kerψ�G/kerψ.

Доказательство теоремы проведем индукцией по порядку группы G. Пусть G – группа
наименьшего порядка, для которой выполняются условия теоремы, но в то же время факторгруп-
па Gr kerψ/kerψ не является нормальной в группе G/kerψ.
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Из [10, лемма 6.4.2] вытекает, что G = MQ. По [11, определение 5.1]

(1M)G(g) = ∑
t∈T

(1M)0(tgt−1) = 0

для каждого элемента g ∈ Q#, ибо tgt−1 ̸∈ M для каждого элемента g ∈ Q# и для каждого элемента
t ∈ T . Здесь T – полное семейство смежных классов группы G по подгруппе M, (1M)0(x) = 1M(x),
если x ∈ M, и (1M)0(y) = 0, если y ̸∈ M. Поскольку

(1M)G(1) = |G : M|= |Q|,

то по [10, теорема 4.2.7] ((1M)G)Q = ρQ – регулярный характер подгруппы Q. Учитывая, что по
теореме взаимности Фробениуса для характеров

((1M)G,1G)G = (1M,(1G)M)M = (1M,1M)M = 1,

то
(1M)G = 1G +ψ,

где характер ψ по условию теоремы неприводим. Аналогично получаем, что

((1M)G,ψ)G = (1M,ψM)M = 1.

Значит,
ψM = 1M +θ

для некоторого такого характера θ подгруппы M, что (θM,1M)M = 0.
По [11, лемма 5.11]

ker(1M)G = ∩g∈G(ker1M)g = ∩g∈GMg = MG. (∗)

Поскольку ψ ∈ Irr (1M)G, то ker(1M)G ⊆ kerψ. Из формулы (*) вытекает, что MG = G∩ kerψ.
Отсюда следует, что

kerψ= ker(1M)G = MG.

Предположим, что kerψ ̸= 1. По лемме

(ψ,1G/kerψ
M kerψ/kerψ)G/kerψ = (ψ,1G

M)G.

Поскольку
(|M/kerψ|, |G/kerψ : M/kerψ|) = 1,

и нормализатор NG/kerψ(Qkerψ/kerψ) силовской q-подгруппы Qkerψ/kerψ факторгруп-
пы G/kerψ q-разложим, то мы замечаем, что факторгруппа G/kerψ и ее точный неприводимый
характер ψ удовлетворяют условию теоремы. Поскольку |G/kerψ|< |G|, то по индукции

Gr kerψ/kerψ�G/kerψ.

Ограничим по теореме Клиффорда точный неприводимый характер ψ группы G/kerψ на ее
нормальную подгруппу Gr kerψ/kerψ. Поскольку

(|ψ(1)|, |Gr kerψ/kerψ|) = 1

по условию теоремы, то все неприводимые компоненты искомого ограничения линейные, и ядро
каждой из них содержит коммутант (Gr kerψ/kerψ)′. Так как пересечение ядер всех неприводимых
компонент ограничения единично, ввиду точности характера ψ, то (Gr kerψ/kerψ)′ = 1, т. е.
факторгруппа

Gr kerψ/kerψ∼= Gr/Gr ∩kerψ

абелева. В рассматриваемом случае теорема верна.
В дальнейшем считаем, что kerψ= 1. Значит, MG = ker(1M)G = 1 и будем это учитывать.
Предположим,что N ̸= Q. Так как N = Q×Nq′ , то

|G|= |MN|= |M||N|
|M∩N|

=
|M||Q||Nq′ |
|M∩N|

.
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Поскольку |G| = |M||Q|, то мы видим, что

|Nq′ |= |M∩N|.

По условию теоремы Nq′ �N. По [12, лемма 1.16.1] подгруппа Nq′ содержится в некоторой
нормальной в G подгруппе, которая лежит, очевидно, в подгруппе MG – максимальной нормальной
в G, которая содержится в M. Так как MG = 1, то Nq′ = 1. Следовательно, N = Q.

Предположим, что в группе G существует собственная подгруппа 1 ̸= K �G. Выберем из
таких подгрупп подгруппу, имеющую максимальный порядок. Так как K ̸⊆ M, то

1 ̸= Kq = Q∩K �Q, Kq′ = K ∩M�M, K = KqKq′ .

Поэтому
Q0 = Kq ∩Z(Q) ̸= 1, Q0 ⊆ Z(Kq), G = KNG(Kq).

Отметим, что
Z(Kq) char Kq �NG(Kq).

Отсюда вытекает, что

Q0 ⊆ Z(Kq) = ((Kq))
x, x ∈ NG(Kq).

Так как по [11, теорема 5.18] характер (1M)G рациональнозначный, то характер ψ= (1M)G −
− 1G также рациональнозначный. При этом

ψ(g) = ρ(g)−1Q(g) = 0−1 =−1

для каждого элемента g ∈ Q.
С одной стороны, для каждого элемента 1 ̸= g ∈ Q0 по теореме Клиффорда

ψ(g) = eΣt∈Tξ
t(g) = eΣt∈Tξ(tgt−1),

где ξ∈ Irr(ψK), e = (ψK ,ξ)K и T – полное семейство G по I = IG(ξ). Так как K ⊆ I, то из выделенной
выше формулы вытекает, что T ⊆ NG(Kq).

С другой стороны, ψ(g) = −1, что показано ранее. Стало быть,

ψ(g) = eΣt∈Tξ(tgt−1) =−1.

Отсюда вытекает, что

|ψ(g)|= |eΣt∈Tξ(tgt−1)|= e|Σt∈Tξ(tgt−1)|= 1.

Мы видим, что e = 1. Значит,

ψ(g) = Σt∈Tξ(tgt−1) =−1.

Поскольку
ψ(1) = e|T |ξ(1) = |Q|−1

и e = 1, то

(ξ′)K = eξ= ξ

для такого неприводимого характера ξ′ подгруппы I, что ψ= (ξ′)G по [11, теорема 6.11] и

ψ(1) = |T |ξ(1) = |Q|−1.

Так как T ⊆ NG(Kq), то из рассуждений выше вытекает, что tgt−1 ∈ Z(Kq) для каждого
элемента t ∈ T . Поэтому

ξ(g) = ξ(1)ζ, ζq = 1, ξt(g) = ξ(1)ζt , t ∈ T.

Следовательно,
ψ(g) = Σt∈Tξ(tgt−1) = Σt∈Tξ(1)ζt = ξ(1)Σt∈Tζ

t =−1.

Отсюда вытекает, что

|ψ(g)|= |ξ(1)Σt∈Tζ
t |= ξ(1)|Σt∈Tζ

t |= 1.



Степени неприводимых компонент подстановочного характера и нормальные подгруппы... 43

Мы видим, что ξ(1) = 1. Отсюда следует, что подгруппа K абелева, а также, что ξ′(1) = 1. Поэтому
Kq′ �G. Но Kq′ ⊆ MG = 1. Стало быть, K = Kq есть q-группа.

ПосколькуN =Q и подгруппа 1 ̸=K ⊆Q, причемK абелева, то из теоремы Бернсайда и из того,
что MG = 1, вытекает, что K ̸= Q. Поскольку подгруппа K произвольная максимальная нормальная
в группеG, то факторгруппаG=G/K простая с такой подгруппойM, что (|M|, |G : M|) = 1, |G : M|=
= qα1 , α1 ∈ N, и NG(Q) = Q. Здесь M = MK/K и Q = Q/K. Так как группа с самонормализуемой
силовской подгруппой нечетного порядка не является простой, то мы заключаем, что q = 2. Тогда
подгруппа M имеет нечетный порядок и, следовательно, группа G1 = MK разрешима. Поскольку
|G : G1| является степенью 2 и Q ⊆ I, то G = IG1, и по [11, упражнение 5.2] характер

ψG1 = ((ξ′)G)G1 = ((ξ′)IG1)G1 = ((ξ′)I∩G1)
G1

неприводим и точен. Нетрудно видеть, что Gr ⊆ G1. По теореме Д. Уинтера [2] Gr �G1. Так как
(|Gr|, |K|) = 1, то Gr ⊆CG(K)�G. Поскольку подгруппа K максимальная нормальная в G, K есть
2-группа и r ̸= 2, то мы получили противоречие. Это говорит о том, что K = 1, т. е. группа G простая,
q = 2, и подгруппа M является холловой подгруппой нечетного порядка.

В силу [13] G ∼= PSL2(p), p – простое число Мерсенна. Ее порядок

|G|= 1
2

p(p−1)(p+1 = 2n), n ∈ N.

При этом по [14]

c.d.(G) = {1;
p−1

2
; p−1; p; p+1 = 2n}, |G2|= p+1 = 2n.

Так как (1M)G(1) = |G2| и (1M)G = ψ+ 1M, то легко видеть, что ψ(1) = |G2| − 1 = |Q| − 1 = p.
Поскольку r делит p−1 для любого r ∈ π(G), то для неприводимого характера ψ степени p группы
PSL2(p), p – простое число Мерсенна, не выполняется последнее требование теоремы, которое
гласит: ψ(1) не делится на такую степень f > 1 некоторого простого числа, что f ≡ 0,±1 (mod r)
для некоторого r ∈ π(M) = π(G)\2. Следовательно, простые группы PSL2(p), p – простое число
Мерсенна, не удовлетворяют всем условиям теоремы. Поэтому группа G не может быть простой.

Это последнее противоречие доказывает теорему.
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