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Аннотация. Рассматриваются только конечные группы. Подгруппа H группы G называ-
ется nΦ-подгруппой, если существует нормальная подгруппа K такая, что G = HK и
H ∩K содержится в подгруппе Фраттини подгруппы H. Получено строение конечной
группы в следующих случаях: nΦ-подгруппами являются все нормальные подгруппы;
подгруппа Фраттини группы единична и каждая nΦ-подгруппа нормальна; каждая 2-
максимальная подгруппа является nΦ-подгруппой; каждая 3-максимальная подгруппа
является nΦ-подгруппой; для всех простых p каждая подгруппа порядка p2 является
nΦ-подгруппой. Для произвольной формации F устанавливается, что в F-корадикале
группы каждая неединичная F-подгруппа не является nΦ-подгруппой.
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Abstract. Only finite groups are considered. A subgroup H of a group G is called an nΦ-
subgroup if there exists a normal subgroup K such that G = HK and H ∩K is contained in the
Frattini subgroup of H. The structure of a finite group is obtained in the following cases: all
normal subgroups are nΦ-subgroups; the Frattini subgroup of the group is trivial and every
nΦ-subgroup is normal; every 2-maximal subgroup is an nΦ-subgroup; every 3-maximal
subgroup is an nΦ-subgroup; for all primes p, every subgroup of order p2 is an nΦ-subgroup.
For an arbitrary formation F, it is established that in the F-residual of the a group, every
non-trivial F-subgroup is not an nΦ-subgroup.

1. Введение

Рассматриваются только конечные группы. Используемые обозначения и терминология
соответствуют [1–3].

Напомним следующие определения. Пусть H – подгруппа группы G. Добавлением к под-
группе H в группе G называется любая подгруппа K из G такая, что G = HK. Если, кроме того,
H ∩K = 1, то подгруппу K называют дополнением к подгруппе H в группе G. Группа называется
вполне факторизуемой, если в ней существует дополнение к каждой подгруппе. Минимальным
добавлением к подгруппе H в группе G называется такая подгруппа K из G, что HK = G, но
HK1 ̸= G для любой собственной подгруппы K1 из K.

Если A – нормальная подгруппа группы G и B – минимальное добавление к A в G, то A∩B ⩽
⩽ Φ(B) [2, лемма 3.21], где Φ(B) – подгруппа Фраттини группы B. Это наблюдение обосновывает
следующее
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Определение 1.1 [4]. Подгруппа H группы G называется nΦ-подгруппой, если существует
нормальная в G подгруппа K такая, что G = HK и H ∩K ⩽ Φ(H). В этой ситуации подгруппу K
будем называть nΦ-добавлением к H в группе G.

В любой группе единичная подгруппа и вся группа будут nΦ-подгруппами: к единичной
подгруппе nΦ-добавление – сама группа; ко всей группе nΦ-добавление – единичная подгруппа.
В каждой неединичной группе подгруппа Фраттини – собственная подгруппа. Если nΦ-подгруппа
неединична, то ее nΦ-добавление – собственная подгруппа. Следовательно, в неабелевой простой
группе нет нетривиальных nΦ-подгрупп. Если группа непростая, то минимальные добавления к каж-
дой нормальной подгруппе будут nΦ-подгруппами: к фраттиниевым (т. е. содержащимся в подгруппе
Фраттини группы) нормальным подгруппам вся группа будет nΦ-добавлением; к нефраттиниевым
нормальным подгруппам nΦ-добавления – собственные подгруппы.

Из определения 1.1 следует также, что nΦ-подгруппа с единичной подгруппой Фраттини обла-
дает нормальным дополнением. Отсюда следует, что если в группе все подгруппы простых порядков
будут nΦ-подгруппами, то группа вполне факторизуема по теореме Ю.М. Горчакова [5], потому она
сверхразрешима и все ее силовские подгруппы элементарные абелевы [6, теорема 7.8]. Так как допол-
нения к nΦ-подгруппам простых порядков нормальны в группе, то группа абелева [4, следствие 2.1.1].
В итоге получаем: в группе все подгруппы простых порядков будут nΦ-подгруппами тогда и
только тогда, когда группа абелева и все ее силовские подгруппы элементарные абелевы.Отметим,
что nΦ-подгруппа в работе [7] названа F-нормальной подгруппой и устанавливалась [7, теорема 3.1]
только нильпотентность группы с F-нормальными подгруппами простых порядков. Кроме того,
теорема 3.2 этой работы нуждается в более четкой формулировке.

В [4, лемма 1.5] отмечалось, что группа G p-нильпотентна тогда и только тогда, когда ее
силовская p-подгруппа является nΦ-подгруппой. Отсюда следует, что группа нильпотентна тогда
и только тогда, когда все ее силовские подгруппы являются nΦ-подгруппами.

В настоящей работе исследуются группы с новыми системами nΦ-подгрупп. Устанавливается,
что группа совпадает с прямым произведением некоторых своих простых подгрупп в следующих
двух случаях: каждая нормальная подгруппа является nΦ-подгруппой; подгруппа Фраттини группы
единична и каждая nΦ-подгруппа нормальна. Доказывается, что группа G, в которой каждая
2-максимальная подгруппа является nΦ-подгруппой, либо нильпотентна, либо имеет порядок pq,
а если каждая 3-максимальная подгруппа является nΦ-подгруппой, то G либо нильпотентна,
либо |G| ∈ {p2q, pqr}. Получена сверхразрешимость группы с nΦ-подгруппами порядков p2 для
всех простых p. Для произвольной формации F устанавливается, что в F-корадикале группы каждая
неединичная F-подгруппа не является nΦ-подгруппой в группе.

2. Вспомогательные результаты

Если в группеG есть нормальное дополнение к силовской p-подгруппе, то группаG называется
p-нильпотентной. Запись X ⩽ Y означает, что X является подгруппой группы Y ; если X нормальна
в Y , то пишем X �Y . При X ̸= Y используем обозначения X < Y и X �Y . Если 1 < X < G, то X
называется нетривиальной подгруппой группы G. Запись A⋊B означает группу, которая является
полупрямым произведением своих подгрупп A и B с нормальной в AB подгруппой A, а π(G) –
множество всех простых делителей группы G.

Приведем известные свойства подгруппы Фраттини, которые неоднократно будут исполь-
зоваться при доказательства.

Лемма 2.1 [2, теорема 3.4; 3, § III.3]. Пусть G – группа, A ⩽ G, K �G. Тогда:
(1) Φ(Ag) = (Φ(A))g для любого g ∈ G;
(2) Φ(K)⩽ Φ(G), Φ(G)K/K ⩽ Φ(G/K), если K ⩽ Φ(G), то Φ(G)/K = Φ(G/K);
(3) если A ⩽ G и K ⩽ Φ(A), то K ⩽ Φ(G);
(4) Φ(G1 ×G2) = Φ(G1)×Φ(G2);
(5) если G – p-группа, то Φ(G) является наименьшей нормальной подгруппой, фактор-

группа по которой элементарная абелева p-группа;
(6) пусть D�K, D ⩽ Φ(G) и D�G; если K/D нильпотентна, то K нильпотентна.
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Лемма 2.2. Пусть G – группа, N �G и N ⩽ A ⩽ X ⩽ G. Если A – nΦ-подгруппа в G, то
справедливы следующие утверждения:

(1) A – nΦ-подгруппа в X;
(2) Ag – nΦ-подгруппа группы G для каждого g ∈ G;
(3) A/N – nΦ-подгруппа в G/N;
(4) если Φ(A) = 1, то G = K ⋊A для некоторой нормальной в G подгруппы K;
(5) если A ̸= 1, то nΦ-добавление B к подгруппе A в группе G является собственной

подгруппой группы G;
(6) если B – nΦ-добавление к подгруппе A в группе G, то π(A) = π(G : B).
Доказательство. Поскольку A – nΦ-подгруппа в G, то существует нормальная в G подгруп-

па B такая, что G = AB и A∩B ⩽ Φ(A).
(1) По тождеству Дедекинда X = A(X ∩B). Подгруппа X ∩B нормальна в X и A∩ (X ∩B) =

= A∩B ⩽ Φ(A), поэтому A – nΦ-подгруппа в X .
(2) Так как G = AB и A∩B ⩽ Φ(A), то G = AgB для каждого g ∈ G и, согласно лемме 2.1,

Ag ∩B = (A∩B)g ⩽ (Φ(A))g = Φ(Ag).

(3) Так как G = AB, A∩B ⩽ Φ(A) и N ⩽ A, то G/N = (A/N)(BN/N) и

(A/N)∩ (BN/N) = (A∩BN)/N = (A∩B)N/N ⩽ Φ(A)N/N ⩽ Φ(A/N).

(4) Утверждение следует из определения nΦ-подгруппы.
(5) Так как A ̸= 1, то Φ(A)< A. Поскольку группа G = AB и A∩B ⩽ Φ(A)< A, то B < G.
(6) Так как G = AB, то G/B ∼= A/(A∩B). Поскольку A∩B ⩽ Φ(A), то

π(A) = π(A/(A∩B)) = π(G : B).

Лемма 2.3. Для группы G справедливы следующие утверждения:
(1) если Φ(G) ̸= 1, то каждая неединичная подгруппа из Φ(G) не является nΦ-подгруппой

группы G;
(2) если N – нормальная подгруппа группы G, то каждое минимальное добавление к N в G

является nΦ-подгруппой группы G.
Доказательство. (1)Предположим, что 1 ̸=H ⩽Φ(G) иH является nΦ-подгруппой группыG.

Тогда существует нормальная подгруппа K в группе G такая, что G = HK, H ∩K ⩽ Φ(H) < H.
Из равенства G = HK следует, что G = HK ⩽ Φ(G)K и K = G. Но теперь H ∩K = H, противоречие.

(2) Пусть N – нормальная подгруппа группы G и H – минимальное добавление к N в G.
Тогда G = NH. Если N ∩H не содержится в Φ(H), то существует максимальная в H подгруппа H1
такая, что (N ∩H)H1 = H. Но теперь

G = NH = (N ∩H)H1 = NH1,

что противоречит определению минимального добавления. Поэтому допущение неверно, и каждое
минимальное добавление к N в G является nΦ-подгруппой группы G.

В диэдральной группе порядка 8 каждая из подгрупп порядка 4 обладает минимальными
добавлениями порядка 4 и порядка 2. Значит, nΦ-подгруппы с равными nΦ-добавлениями могут
иметь различные порядки.

Лемма 2.4. В разрешимой группе подгруппа Фиттинга является nΦ-подгруппой тогда и
только тогда, когда группа нильпотентна.

Доказательство. Пусть G – разрешимая группа и предположим, что G ненильпотентна и
F = F(G) является nΦ-подгруппой. Тогда существует нормальная подгруппа K такая, что G = FK
и (F ∩K)⩽ Φ(F). Так как группа G разрешима и ненильпотентна, то 1 < F < G, Φ(F)< F и K < G
по лемме 2.2. Поскольку Φ(F)⩽ Φ(G), то (F ∩K)< K и в K существует подгруппа L такая, что (F ∩
∩K) < L ⩽ K и L/(F ∩K) – минимальная нормальная в G/(F ∩K) подгруппа. Из разрешимости
группы G следует, что L/(F ∩K) абелева, а L будет нильпотентной согласно лемме 2.1. Теперь L ⩽ F
и (F ∩K) < L ⩽ (F ∩K), противоречие. Поэтому допущение неверно и G = F(G) нильпотентна.
Необходимость доказана. Обратное утверждение также справедливо.

Условие разрешимости группы в лемме 2.4 опустить нельзя, примером служит группа C2 ×A5.
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Здесь и далее Cn и An – циклическая группа порядка n и знакопеременная группа степе-
ни n. Как обычно, A, N и U – формации всех абелевых, нильпотентных и сверхразрешимых
групп соответственно. Если F – формация, то пересечение всех нормальных подгрупп группы G,
фактор-группы по которым принадлежат F, обозначается через GF и называется F-корадикалом
группы G [1]. Ясно, что A-корадикал группы совпадает с ее коммутантом, а N- и U-корадикал
группы называют нильпотентным и сверхразрешимым корадикалом соответственно. За классом
всех абелевых (сверхразрешимых) групп с элементарными абелевыми силовскими подгруппами
закрепим обозначение A1 (соответственно U1). Оба класса A1 и U1 являются наследственными
формациями, но каждая из них ненасыщенная. В силу [6, теорема 7.8] формация U1 совпадает
с классом всех вполне факторизуемых групп. Если F – формация, G – группа, H ⩽ G и H ∈ F,
то H называется F-подгруппой группы G.

Самостоятельный интерес представляет следующее наблюдение.
Предложение 2.5. Если F – формация и G – группа, то каждая неединичная F-подгруппа

из GF не является nΦ-подгруппой группы G. В частности, nΦ-подгруппами группы G не будут:
(1) подгруппы простых порядков из GA1;
(2) неединичные вполне факторизуемые подгруппы из GU1;
(3) неединичные абелевы подгруппы из коммутанта группы G;
(4) неединичные нильпотентные подгруппы из нильпотентного корадикала группы G;
(5) неединичные сверхразрешимые подгруппы из сверхразрешимого корадикала группы G.
Доказательство. Предположим противное и пусть H – неединичная nΦ-подгруппа группы G,

H ⩽ GF и H ∈ F. Так как 1 ̸=H ⩽ GF, то группа G ̸∈ F и H <G. Согласно определению nΦ-подгруппы
существует нормальная в G подгруппа K такая, что G = HK и H ∩K ⩽ Φ(H). Поскольку H ̸= 1, то
Φ(H)< H и K < G по лемме 2.2. Далее,

G/K ∼= H/(H ∩K) ∈ F, H ⩽ GF ⩽ K, G = HK = K.

Получили противоречие. Основное утверждение доказано. При F ∈ {A1, U1,A, N, U} получаем
утверждения (1)–(5).

Тиражируя другие значения формации F, получим новые свойства F-корадикалов произ-
вольных групп.

Из предложения 2.5 вытекает
Следствие 2.6. В группе G каждая подгруппа простого порядка является nΦ-подгруппой

тогда и только тогда, когда G – абелева группа и все ее силовские подгруппы элементарны.
Дисперсивная группа – группа, обладающая нормальным рядом,факторы которого изоморфны

силовским подгруппам. Группа G порядка pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n называется дисперсивной по Оре [1, c. 251;

2, c. 153], если p1 > p2 > .. . > pn и для любого i группа G имеет нормальную подгруппу порядка
pα1

1 pα2
2 . . . pαi

i .
Группой Шмидта называют конечную ненильпотентную группу, все собственные подгруппы

которой нильпотентны. Начало изучения таких групп положила работа О.Ю. Шмидта [8]. Основные
свойства групп Шмидта освещены в монографиях [1; 3]. Приведем только используемые далее
в доказательствах свойства групп Шмидта.

Лемма 2.7. Группа Шмидта S обладает следующими свойствами:
(1) S = P⋊Q, где P – нормальная силовская p-подгруппа, Q – ненормальная силовская

q-подгруппа, p и q – различные простые числа;
(2) Q = ⟨y⟩ – циклическая подгруппа и yq ∈ Z(S);
(3) если P абелева, то P – элементарная абелева порядка pm, где m – показатель p по

модулю q; еслиP неабелева, то Z(P) =P′ =Φ(P); кроме того,P/Z(P) = pm и каждый неединичный
элемент из P имеет порядок p при p ⩾ 3 и порядок 2 или 4 при p = 2;

(4) Φ(S) = Φ(P)×⟨yq⟩ и P/Φ(P) – главный фактор группы S;
(5) если K – нетривиальная нормальная подгруппа в S, то

(5.1) подгруппа Q не содержится в K;
(5.2) если P не содержится в K, то K ⩽ Φ(S).

Доказательство. Пункты (1)–(4) см. [1, теоремы 26.1, 26.2].
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(5) Пусть K – нетривиальная нормальная подгруппа в S. Так как K – с-обственная подгруппа
группы, то подгруппа K = P1 ×Q1 нильпотентна, где P1 и Q1 – силовские p- и q-подгруппы в K
соответственно. Ясно, что P1 и Q1 – нормальные подгруппы группы S, поэтому Q1 < Q и Q1 ⩽
⩽ ⟨yq⟩= Φ(Q)⩽ Φ(S) согласно утв. (4) доказываемой леммы. Если K не содержится в Φ(S), то P1
не содержится в Φ(S), поэтому P1 не содержится в Φ(P). Так как P1Φ(P) – нормальная подгруппа
в S, то P1Φ(P) = P согласно утв. (4). Но теперь P1 = P по свойствам подгруппы Фраттини. В итоге,
либо K ⩽ Φ(S), либо P ⩽ K ⩽ P×⟨yqa⟩ для некоторого целого a ⩾ 1.

Сверхразрешимой называют группу, которая обладает нормальным рядом с циклически-
ми факторами. Каждая сверхразрешимая группа дисперсивна по Оре и имеет нильпотентный
коммутанат [3, теорема VI.9.]. Утверждения следующей леммы хорошо известны, впервые они
получены в работах [9; 10].

Лемма 2.8. Несверхразрешимая группа G, в которой каждая собственная подгруппа
сверхразрешима, обладает следующими свойствами:

(1) группа G дисперсивна и |π(G)|⩽ 3;
(2) G = GU⋊T ;
(3) подгруппа P = GU является силовской p-подгруппой для некоторого p ∈ π(G); P/Φ(P)

является минимальной нормальной подгруппой в G/Φ(P); |P/Φ(P)|> p;
(4) T/T ∩Φ(G) – либо примарная циклическая группа, либо минимальная неабелева группа.

3. Группы с нормальными nΦ-подгруппами

Лемма 3.1. В группе G нет нетривиальных nΦ-подгрупп тогда и только тогда, когда
G/Φ(G) – простая группа.

Доказательство. Пусть только единичная подгруппа и вся группа являются nΦ-подгруппами
в группе G. Предположим, что G/Φ(G) – непростая группа и пусть N/Φ(G) – нормальная подгруппа,
Φ(G)< N < G. Пусть H – минимальное добавление к нормальной подгруппе N в группе G. Согласно
лемме 2.3 подгруппа H будет nΦ-подгруппой группы G. Так как N < G, то H ̸= 1. Поскольку
Φ(G)< N, то H ̸= G и H – нетривиальная nΦ-подгруппа группы G, противоречие. Необходимость
доказана.

Обратно, пусть G/Φ(G) – простая группа. Предположим, что существует в группе G нетри-
виальная nΦ-подгруппа H. Тогда существует нормальная в G подгруппа K такая, что G = HK
и H ∩K ⩽ Φ(H). Так как 1 < H < G, то 1 < K и KΦ(G)/Φ(G) – нормальная в G/Φ(G) подгруппа.
По лемме 2.2 подгруппа K <G, поэтому KΦ(G)<G. Так как G/Φ(G) – простая группа, то K ⩽Φ(G).
Но теперь, G ̸= HK противоречие. Следовательно, достаточность тоже выполняется.

Теорема 3.2. Если в группе G каждая nΦ-подгруппа нормальна и Φ(G) = 1, то G является
прямым произведением простых подгрупп.

Доказательство. Пусть в группе G каждая nΦ-подгруппа нормальна и Φ(G) = 1. Если
в G нет нетривиальных nΦ-подгрупп, то согласно лемме 3.1 группа G простая и утверждение
справедливо. Пусть A – нетривиальная nΦ-подгруппа группы G. По условию подгруппа A нормальна
в G и Φ(A) = 1 по лемме 2.1, поэтому G = A×B для некоторой нормальной в G подгруппы B.
Предположим, что подгруппа A непростая, и пусть A1 – нетривиальная нормальная в A подгруппа.
Тогда A1 нормальна в G и A1B = A1 ×B – нормальная в G подгруппа. Так как G = A(A1 ×B), то
можно выбрать в A минимальное добавлениеV1 к подгруппе A1×B в группе G. Ясно, чтоV1 < A иV1
будет nΦ-подгруппой группы G по лемме 2.3. По условию подгруппа V1 нормальна в G, поэтому

V1 ∩ (A1 ×B)⩽ Φ(V1) = 1, G =V1 ×A1 ×B, A =V1 ×A1.

Повторяя подобные действия с каждым из прямых сомножителей разложения G = V1 ×A1 ×B,
через конечное число шагов приходим к разложению группы G в прямое произведение простых
подгрупп.

Пример 3.3. В группе G = ⟨a⟩×PSL2(7), ⟨a⟩ ∼=C2, выберем подгруппу ⟨b⟩< PSL2(7), ⟨b⟩ ∼=C4.
Подгруппа ⟨ab⟩ не нормальна в G и является nΦ-подгруппой:

G = ⟨ab⟩PSL2(7), ⟨ab⟩∩PSL2(7) = ⟨b2⟩= Φ(⟨ab⟩).
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Поэтому теорема 3.2 для неразрешимых групп не допускает обращения.
Теорема 3.4. Для группы следующие утверждения эквивалентны:
(1) в группе G каждая нормальная подгруппа является nΦ-подгруппой;
(2) группа G является прямым произведением простых подгрупп;
(3) в группе G каждая нормальная подгруппа обладает нормальным дополнением.
Доказательство. Вначале докажем, что (1)⇒ (2). Воспользуемся индукцией по порядку

группы. Пусть в группе G каждая нормальная подгруппа является nΦ-подгруппой. Тогда Φ(G) = 1
согласно лемме 2.3 и можно считать, чтоG непростая. ПустьN – минимальная нормальная подгруппа
группы G. По условию N является nΦ-подгруппой группы G. Значит, существует нормальная в G
подгруппа K такая, что G = NK и N ∩K ⩽ Φ(N). Но Φ(N)⩽ Φ(G) = 1 по лемме 2.1, поэтому N ∩
∩K = 1, G = N×K и N – простая подгруппа. Если L – нормальная подгруппа в K, то L нормальна в G
и по условию L является nΦ-подгруппой в G. Согласно лемме 2.2 подгруппа L будет nΦ-подгруппой
в K. Значит, условие (1) теоремы выполняется для подгруппы K. По индукции K = K1×K2× . . .×Kn,
где Ki – простые группы, i = 1,2, . . . ,n. Следовательно, группа G – прямое произведение простых
подгрупп.

Проверим, что (2)⇒ (1) и (2)⇒ (3). Пусть группаG – прямое произведение простых подгрупп.
Воспользуемся индукцией по индексам нормальных подгрупп и докажем, что каждая нормальная
в G подгруппа является nΦ-подгруппой и обладает нормальным дополнением. Так как подгруппы
Фраттини и Фиттинга прямого произведения являются прямым произведением соответственно
подгруппФраттини иФиттинга сомножителей, тоΦ(G) = 1 иG=F(G)×K, гдеF(G) – произведение
всех абелевых простых сомножителей, а K – всех неабелевых. Пусть N – минимальная нормальная
в G подгруппа. Если N абелева, то N ⩽ F(G) и F(G) = N ×A, поскольку F(G) – произведение
подгрупп простых порядков. Теперь

G = N × (A×K), (A×K)�G,

N является nΦ-подгруппой по лемме 2.3 и N обладает нормальным дополнением. Пусть N неабелева.
Тогда N ∩F(G) = 1 и F(G) ⩽ CG(N). Если N ∩K = 1, то K ⩽ CG(N) и N ⩽ Z(G), противоречие.
Поэтому N ∩K ̸= 1, N ⩽ K и K = N ×K1 согласно [2, теорема 2.30]. Значит,

G = N × (F(G)×K1), (F(G)×K1)�G,

N является nΦ-подгруппой по лемме 2.3 и N обладает нормальным дополнением. Следовательно,
импликации (2)⇒ (1) и (2)⇒ (5) справедливы в случае, когда N – минимальная нормальная в G
подгруппа. Ввиду индукции по индексам нормальных подгрупп получаем, что каждая нормальная
вG подгруппа является nΦ-подгруппой и обладает нормальным дополнением. Импликации (2)⇒ (1)
и (2)⇒ (3) доказаны. Ясно, что (3)⇒ (2). Таким образом, (1)⇔ (2)⇔ (3).

Поскольку разрешимая простая группа имеет простой порядок, то из теорем 3.2 и 3.4 вытекает
Следствие 3.5. Для разрешимой группы следующие утверждения эквивалентны:
(1) в группе каждая нормальная подгруппа является nΦ-подгруппой;
(2) группа абелева и каждая ее силовская подгруппа элементарна;
(3) подгруппа Фраттини группы единичная и каждая nΦ-подгруппа нормальна.

4. Группы с 2- и 3-максимальными nΦ-подгруппами

Предложение 4.1. Если в группе G каждая максимальная подгруппа является nΦ-подгруп-
пой, то группа G нильпотентна.

Доказательство. Предположим, что группа G ненильпотентна и воспользуемся индукцией
по порядку. Так как в G есть ненормальная максимальная подгруппа A, то по условию существует
нормальная подгруппаB такая, чтоG=AB иA∩B⩽Φ(A). ПодгруппаA неединична, поэтомуΦ(A)<
< A и B < G по лемме 2.2, т. е. группа G непростая.

Пусть N – нетривиальная нормальная подгруппа группы G и M/N – максимальная в G/N
подгруппа. По условию подгруппа M является nΦ-подгруппой, а по лемме 2.2 подгруппа M/N
является nΦ-подгруппой группы G/N. По индукции каждая нетривиальная фактор-группа группы G
нильпотентна. В частности, Φ(G) = 1 по лемме 2.1.
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Поскольку фактор-группа G/N нильпотентна, то подгруппа M нормальна в G и Φ(M) ⩽
⩽ Φ(G) = 1 по лемме 2.2. Так как M – nΦ-подгруппа, то существует нормальная в G подгруппа K
такая, что G = MK и M∩K ⩽ Φ(M) = 1. Теперь в G две нормальные подгруппы N и K, причем N ∩
∩K = 1. Поскольку фактор-группы G/N и G/K нильпотентны, то группа G нильпотента.

В группе кватернионов порядка 8 каждая максимальная подгруппа является nΦ-подгруппой.
Поэтому в условиях предложения 4.1 группа может быть неабелевой. В группе D8 ⋊C2 = Q8 ⋊C2,
[11, SmallGroup(16,13)] тоже каждая максимальная подгруппа является nΦ-подгруппой.

Следствие 4.2. Если в группе G каждая максимальная подгруппа из GN является nΦ-под-
группой группы G, то группа G сверхразрешима.

Доказательство. Можно считать, что GU ̸= 1. В силу леммы 2.2 каждая максимальная
подгруппа из GN является nΦ-подгруппой в GN. По предложению 4.1 подгруппа GN нильпотентна.
Пусть M – максимальная подгруппа в GN. Тогда M нормальна в GN и |GN/M| – простое число.
Согласно определению nΦ-подгруппы существует нормальная в G подгруппа K такая, что G = MK
и M ∩K ⩽ Φ(M). Если подгруппа M единична, то порядок подгруппы GN есть простое число и
G сверхразрешима согласно [2, лемма 4.46], противоречие с договоренностью GU ̸= 1. Значит,
подгруппа M неединична, Φ(M)< M и K < G по лемме 2.2. Теперь

G/K ∼= M/(M∩K) ∈N, GN ⩽ K, G = MK ⩽ GNK = K < G,

противоречие. Поэтому допущение неверно и утверждение справедливо.
В условиях следствия 4.2 группа G может быть ненильпотентной, подтверждающим примером

служит ненильпотентная группа S3 порядка 6.
Пусть K – подгруппа группы G. Если существует максимальная в G подгруппа M такая, что K

является максимальной подгруппой в M, то K называется 2-максимальной подгруппой группы G.
Пусть L – подгруппа группы G. Если существует 2-максимальная в G подгруппа K такая, что L
является максимальной подгруппой в K, то L называется 3-максимальной подгруппой группы G.

Строение конечной группы с ограничениями на 2- и 3-максимальные подгруппы изучалось
во многих работах различных авторов, впервые в [9]. Из свежих публикаций можно отметить
работы [12–14], в которых наряду с новыми результатами обсуждалась перспективность дальнейших
исследований.

Лемма 4.3. (1) Если в группе G нет 2-максимальных подгрупп, то |G|= p.
(2) Если в группе G нет 3-максимальных подгрупп, то |G| ∈ {p2, pq}.
Доказательство. (1)Если в группеG нет 2-максимальных подгрупп, то каждая максимальная

подгруппа единичная и G – группа простого порядка.
(2) Пусть в группе G нет 3-максимальных подгрупп. Тогда каждая 2-максимальная подгруппа

единичная, а каждая максимальная подгруппа имеет простой порядок. Если G нильпотентна, то,
очевидно, |G| ∈ {p2, pq}. Если G ненильпотентна, то G – группа Шмидта и |G| = pq согласно
лемме 2.7.

Теорема 4.4. Если в группе G каждая 2-максимальная подгруппа является nΦ-подгруппой,
то либо группа G нильпотентна, либо является группой порядка pq, где p и q – различные
простые числа.

Доказательство. Пусть M – максимальная подгруппа группы G и H – максимальная под-
группа в M. Тогда H – 2-максимальная подгруппа группы G и по условию подгруппа H является
nΦ-подгруппой группы G. По лемме 2.2 подгруппа H будет nΦ-подгруппой в M. Это верно для
любой максимальной подгруппы H из M и для любой максимальной подгруппы M группы G.
По предложению 4.1 все максимальные подгруппы в группе G нильпотентны.

Предположим, что группа G ненильпотентна. Тогда G – группа Шмидта. Согласно лемме 2.7
группа G = P⋊Q, где P – нормальная в G силовская p-подгруппа, Q = ⟨y⟩ – ненормальная в G
циклическая силовская q-подгруппа, подгруппа ⟨yq⟩ содержится в центре группы G, и P/Φ(P) –
главный фактор группы G.

Допустим, что |P|> p. Ясно, что P×⟨yq⟩ – максимальная подгруппа группы G, а H = P1 ×
×⟨yq⟩ ̸= 1 – 2-максимальная подгруппа группы G, где P1 – максимальная подгруппа из P. Согласно
лемме 2.1 подгруппа Φ(H) = Φ(P1)×⟨yq2⟩. По условию подгруппа H является nΦ-подгруппой
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группы G. Поэтому существует нормальная в G подгруппа K такая, что G = HK и H ∩K ⩽
⩽ Φ(H). Так как G > H ̸= 1, то K < G, поэтому H и K нильпотентны. Согласно [3, теорема VI.4.6]
подгруппа Q = ⟨yq⟩Kq, где Kq – силовская q-подгруппа в K. Циклическая q-подгруппа не является
произведением двух собственных подгрупп [2, теорема 1.24] и ⟨yq⟩ < Q, поэтому Q = Kq. Но K
нормальна в G и нильпотентна, значит подгруппа Q=Kq должна быть нормальной в G, противоречие.
Поэтому допущение «|P|> p» неверно и |P|= p.

Теперь Q – максимальная в G подгруппа. Предположим, что |Q|> q. Тогда ⟨yq⟩ – неединичная
2-максимальная подгруппа группы G и Φ(⟨yq⟩) = ⟨yq2⟩. По условию подгруппа ⟨yq⟩ является nΦ-
подгруппой группы G. Поэтому существует нормальная в G подгруппа N такая, что G = ⟨yq⟩N и
⟨yq⟩∩N ⩽ ⟨yq2⟩. Так как G > Q > ⟨yq⟩ ̸= 1, то N < G, поэтому N нильпотентна.

Согласно [3, теорема VI.4.6] Q = ⟨yq⟩Nq, где Nq – силовская q-подгруппа в N. Циклическая
q-подгруппа Q не является произведением двух собственных подгрупп [2, теорема 1.24] и ⟨yq⟩< Q,
поэтому Q = Nq. Но N нормальна в G и нильпотентна, значит, подгруппа Q = Nq должна быть
нормальной в G, противоречие. Поэтому допущение неверно и |Q|= q.

Теорема 4.5. Если в группе G каждая 3-максимальная подгруппа является nΦ-подгруппой,
то либо G нильпотентна, либо |G| ∈ {p2q, pqr}.

Доказательство. Пусть в группе G каждая 3-максимальная подгруппа является nΦ-подгруп-
пой. Если в группе G нет 3-максимальных подгрупп, то |G| ∈ {p2, pq} согласно лемме 4.3 и теорема
справедлива. Далее считаем, что в группе G есть 3-максимальные подгруппы. Согласно лемме 2.2,
предложению 4.1 и теореме 4.4 каждая 2-максимальная подгруппа группы G нильпотентна, а каждая
максимальная подгруппа в G либо нильпотентна, либо является ненильпотентной подгруппой
порядка pq.

Случай 1: G = P⋊Q – группа Шмидта.
Пусть |P| = pa, |Q| = qb и 1⋖ Q1 ⋖ . . . ⋖ Qb−1 ⋖ Q. Здесь и далее запись X ⋖ Y означает,

что X – максимальная подгруппа в группе Y . Поскольку P нормальна в G, то существует цепь
подгрупп

1⋖ P1 ⋖ . . . ⋖ Pa−1 ⋖ P⋖ PQ1 ⋖ . . . ⋖ PQb−1 ⋖ G. (1)

Если a+ b ⩽ 3, то |G| ∈ {p2q, pq2} и можно считать, что группа G из заключения теоремы. При
a+b > 3 из (1) следует, что в группе G существует нетривиальная 3-максимальная подгруппа H,
порядок которой делится на p, а индекс делится на q. По условию H является nΦ-подгруппой
группы G, поэтому существует нормальная в G подгруппа K такая, что G = KH и (K ∩H)⩽ Φ(H).
Так как 1 < H < G, то 1 < K < G по лемме 2.2. Фактор-группа G/K ∼= (H/(K ∩H)) нильпотентна,
поэтому P = GN ⩽ K. Согласно лемме 2.7 подгруппа Q не содержится в K и Q = KqHq для некоторых
силовских q-подгрупп Kq и Hq из K и H соответственно [3, теорема VI.4.6]. Но циклическая
q-подгруппа не является произведением двух собственных подгрупп [2, теорема 1.24], поэтому
Q = Hq ⩽ H, так как Q не содержится в K. Получили противоречие с тем, что индекс подгруппы H
в группе G делится на q.

Случай 2: G не является группой Шмидта.
В этом случае группа G содержит ненильпотентную максимальную подгруппу M =Cp ⋊Cq

порядка pq, p > q, q делит (p − 1). Если |G : M| – простое число, то |G| ∈ {p2q, pq2, pqr} и
теорема справедлива. Далее считаем, что |G : M| – не простое число, в частности, группа G
несверхразрешима и M – ненормальная в G подгруппа. Поскольку каждая максимальная подгруппа
группы G сверхразрешима, то G является минимальной несверхразрешимой группой и применима
лемма 2.8. Пусть T = Gt = GU, t – простое число, и случай t ∈ {p,q} не исключается.

Если |π(G)|= 3, то t /∈ {p,q}, а из леммы 2.8 заключаем, что G = T ⋊M и T – минимальная
нормальная подгруппа в группе G, поскольку M⋖ G. Так как |T |> t, то существует подгруппа H
такая, что 1 < H ⋖ T ⋖ TCp ⋖ G. По условию H является nΦ-подгруппой группы G. Поскольку T
элементарна, то Φ(H) = 1 и существует нормальная в G подгруппа K такая, что G = K⋊H. Фактор-
группа G/K ∼= H нильпотентна, поэтому T = Gt = GU ⩽ K и G = K ⋊H ⩽ KT = K, противоречие.

Пусть |π(G)|= 2. В этом случае t ∈ {p,q}, T = Gp или T = Gq и G = T ⋊Cs, поскольку T ∩
∩Cs = 1, где s = {p,q}\{t}. Так как |T/Φ(T )|> t, то существует 2-максимальная в T подгруппа H
такая, что Φ(T ) ⩽ H ⋖ T1 ⋖ T ⋖ G. По условию H является nΦ-подгруппой группы G, поэтому
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существует нормальная в G подгруппа K такая, что G = KH и (K ∩H) ⩽ Φ(H). Фактор-группа
G/K ∼= (H/(K ∩H)) нильпотентна, поэтому T = GU ⩽ K и G = KH ⩽ KT = K, противоречие.

5. Группы с некоторыми примарными nΦ-подгруппами

Группы с nΦ-силовскими подгруппами и nΦ-подгруппами простых порядков рассматривались
в [4]. Теперь рассмотрим случай, когда nΦ-подгруппами являются подгруппы, порядки которых
– квадраты простых чисел.

Теорема 5.1. Если в группе G для каждого p ∈ π(G) любая подгруппа порядка p2 является
nΦ-подгруппой, то группа G сверхразрешима.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. По лемме 2.2 условию
теоремы удовлетворяет каждая подгруппа, поэтому следует считать, что G – минимальная несверх-
разрешимая группа. Согласно лемме 2.8 группа G = P⋊T , где P = GU – силовская p-подгруппа
группы G, а P/Φ(P) является минимальной нормальной подгруппой в G/Φ(G) и |P/Φ(P)| > p.
Пусть V – подгруппа порядка p2. По условию существует нормальная в G подгруппа K такая, что
G =V K и V ∩K ⩽ Φ(V ). Если V = P, то

Φ(V ) = 1, K = T, G =V ×T, T ∈ U, G ∈ U,

противоречие. ПоэтомуV <P иP=V Kp согласно [3, теоремаVI.4.6], гдеKp – силовская p-подгруппа
в группе K. Так как K нормальна в p-замкнутой группе G, то K p-замкнута и Kp нормальна в G.
Из равенства P =V Kp следует, что Kp не содержится в Φ(P). Подгруппа KpΦ(P) нормальна в G, а
P/Φ(P) – минимальная нормальная в G/Φ(P) подгруппа, поэтому KpΦ(P) = P и Kp = P. Но в этой
ситуации V ⩽ K, что противоречит включению V ∩K ⩽ Φ(V ).

В условиях теоремы 5.1 группаGможет быть ненильпотентной, примером служит диэдральная
группа порядка 12.

В [4, предложение 1.6] установлена нильпотентность группы с nΦ-силовскими подгруппами.
Развивая этот результат, мы доказываем следующую теорему.

Теорема 5.2. Если в группе G каждая нециклическая силовская подгруппа является nΦ-под-
группой, то группа G сверхразрешима и содержит нормальную холлову подгруппу H, в которой
все силовские подгруппы циклические, а фактор-группа G/H нильпотентна.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Пусть Gp – силовская p-
подгруппа в группе G для наименьшего p ∈ π(G). Если Gp циклическая, то G p-нильпотентна [3,
теорема IV.2.8]. Если Gp нециклическая, то по условию она является nΦ-подгруппой и G опять
p-нильпотентна [4, лемма 1.5]. Итак, в любом случае в G существует нормальная p′-холлова
подгруппа Gp′ . Пусть Q – нециклическая силовская подгруппа из Gp′ . Тогда Q является силовской
подгруппой в G и по условию Q является nΦ-подгруппой в G. Согласно лемме 2.2 подгруппа Q
является nΦ-подгруппой в Gp′ . Следовательно, для Gp′ выполняется условие теоремы. По индукции
подгруппа Gp′ сверхразрешима, в частности, подгруппа Gp′ дисперсивна по Оре. Так как p –
наименьшее в π(G) и Gp′ нормальна в G, то G дисперсивна по Оре. В частности, группа G
разрешима.

Разобьем π(G) на два подмножества σ и τ:
σ= {p ∈ π(G) | Gp циклическая}, τ= {q ∈ π(G) | Gq нециклическая}.

Так как силовская подгруппа Gq является nΦ-подгруппой для каждого q ∈ τ, то согласно [4,
лемма 1.5] группа G q-нильпотентна для каждого q ∈ τ. Поэтому⋂

q∈τ
Gq′ = Gσ�G.

В τ-холловой подгруппе Gτ каждая силовская подгруппа будет nΦ-подгруппой. Согласно [4,
предложение 1.6] подгруппа Gτ ∼= G/H нильпотентна.

Осталось показать сверхразрешимость группы G. Если σ= /0, то τ= π(G) и G нильпотентна [4,
предложение 1.6]. Пусть σ ̸= /0 и p – наибольшее в σ. Согласно [3, теорема IV.2.11] σ-холлова
подгруппа Gσ = H дисперсивна по Оре, поэтому Gp нормальна в G и G = Gp ⋊Gp′ . По лемме 2.2
в подгруппе Gp′ каждая нециклическая силовская подгруппа будет nΦ-подгруппой. По индукции
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подгруппа Gp′ сверхразрешима. Так как Gp циклическая и G/Gp ∼= Gp′ сверхразрешима, то группа G
сверхразрешима [2, лемма 4.46 (1)].

Диэдральная группа D12 порядка 12 удовлетворяет условиям теорем 5.1 и 5.2, поэтому в этих
теоремах группа G может быть ненильпотетной.

Следствие 5.3. Если в группе G каждая ненормальная нециклическая силовская подгруппа
является nΦ-подгруппой, то G = (Gγ⋊Gσ)⋊Gτ, где
γ= {p ∈ π(G) | Gp нормальна в G};
σ= {p ∈ π(G) | Gp циклическая};
τ= {p ∈ π(G) | Gp является nΦ-подгруппой группы G}.

Доказательство. Произведение всех нормальных в группе G силовских подгрупп будет
нильпотентной нормальной γ-холловой подгруппой Gγ. По теореме Шура–Цассенхауза для под-
группы Gγ имеется дополнение в группе G, и ясно, что это дополнение будет {σ∪τ}-холловой
подгруппой G{σ∪τ}. В силу леммы 2.2 к подгруппе G{σ∪τ} применима теорема 5.1. В итоге получаем
G = (Gγ⋊Gσ)⋊Gτ.

Следствие 5.4. Если в группе G каждая ненормальная силовская подгруппа является
nΦ-подгруппой, то группа G содержит нормальную нильпотентную холлову подгруппу H такую,
что фактор-группа G/H нильпотентна.

Знакопеременная группа A4 показывает, что в условиях следствий 5.3 и 5.4 группа G может
быть несверхразрешимой.

Исследования выполнены в рамках задания Государственной программы научных исследова-
ний «Конвергенция – 2030» при финансовой поддержке НАН Беларуси, проект 20260384.
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